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Luku 1

Johdanto

Plasma méiritellidn varattujen hiukkasten systeemiksi, jossa hiukkasten viliset
vuorovaikutukset maaraa Coulombin voima. Yleisimmin plasma kisitetiin joni-
soituneeksi kaasuksi. Plasmoina voidaan pitdd myos elektrolyytteja ja elektroni-
kaasua metalleissa. Termin ”plasma” otti kayttoon plasmavirahtelyjen keksija
Irving Langmuir vuonna 1928 [Proc. Natl. Acad. Sci. 14 627].

Coulombin voimalla on pitké kantama ja se vaikuttaa useisiin partikkeleihin sa-
manaikaisesti. Tama johtaa kollektiivisiin vuorovaikutuksiin ja hyvin rikkaaseen
ilmiémaailmaan. Plasma ei ole siten vain sahkoa johtava kaasu, jossa hiukkas-
vuorovaikutukset ovat lyhyen kantaman biljardipallotyyppisia tormiyksii.

Plasmaa voidaan pitda aineen neljintend olomuotona kiintein, nesteen ja kaa-
sun jalkeen. Analogia antiikin Kreikan alkuaineisiin on ilmeinen (maa, vesi, ilma
ja tuli). Kuumennettaessa kaasua uloimmat elektronit irtoavat ja muodostuu
elektronien ja ionien seos, joka pysyy ulkoisesti neutraalina. Energiaa lisitta-
essa ionisaatio tulee yhd taydellisemmaiksi. Jo hyvin pienelld ionisaatioasteella
0.1-1 % kaasu saa tyypillisid plasman ominaisuuksia. Ionisaatio seuraa kaasun
kuumennuksesta, ulkopuolisesta sateilysta tai hiukkaspommituksesta.

Maailmankaikkeuden materiasta on plasmaa yli 99 %, joten plasmatila on ai-
neen yleisin olomuoto. Aurinko ja tihdet ovat ionisoituneita (korkea laimpétila).
Planeettojen ja tiahtien vilinen kaasu ionisoituu sateilyn seurauksena. Auringon
ultraviolettisateily ionisoi ilmakehéin uloimmat kerrokset noin 60 km ylospéin (io-
nosfairi). Vield ulompana sijaitsevat nk. van Allenin vychykkeet, jotka muodos-
tuvat maan magneettikenttain loukkuun jaaneistd varatuista hiukkasista. Maan
paalla plasmatila on harvinainen. Luonnossa plasmaa syntyy vain salamanis-
kuissa. Keinotekoisia plasmoja ovat kaaripurkaukset, salamavalot ja laboratorio-
plasmat esimerkiksi fuusiolaitteissa.

Plasmafysiikan tarkeimmat sovellutukset koskevat auringon fysiikkaa (auringon-
pilkut, auringon korona, aurinkotuuli, jne), astrofysiikkaa (tihtien rakenne, radio-



astronomia), ionosfadrin ilmidita ja lampoydinfuusiota, jossa polttoaine on plas-
matilassa. Onnistuessaan fuusio on lopullinen ja kestiva ratkaisu ihmiskunnan
energiakysymykseen, joten siihen liittyviin plasmafysiikan sovellutuksiin uhrataan
huomattava tutkimuspanos useimmissa kehittyneissi maissa. Muita plasmafysii-
kan sovellutuksia ovat MHD-generaattori (kineettinen energia suoraan sahkoksi),
plasmamoottorit (sahkd kineettiseksi energiaksi), mikroaaltokomponentit, plas-
makemia ja materiaalipintojen plasmakasittely. Myos maan magnetismin tutki-
mus voidaan lukea plasmafysiikaksi (magnetohydrodynamiikka).

Plasmafysiikan voidaan katsoa alkavan 1920-luvulta ja ensimmaisid alan pionee-
reja olivat Langmuir ja Tonks, jotka tutkivat plasmavarahtelyja [Phys. Rev. 33
(1929), 195]. Toisen tirkein plasmailmion, varjostetun Coulombin potentiaa-
lin havaitsivat Debye ja Hiickel tutkiessaan varausten liikkumista elektrolyy-
teissi. Virtaa kuljettavan plasman kuroutumisen (pinch), jolla on tirked mer-
kitys plasman magneettisessa koossapidossa, havaitsi Bennett jo 1930-luvulla
[Phys. Rev. 45 (1934) 890]. Plasma-aaltojen tutkimuksessa edellakivijoita oli-
vat Appleton ja Hartree, jotka tutkivat radioaaltojen etenemisti ionosfairissa.
Ruotsalaista Hannes Alfvénia pidetiain magnetohydrodynamiikan (MHD) isini.
MHD-teoria ldhti alkuun Alfvénin téistd 1940-luvun alussa [Arkiv. f. Mat. 20B
(1942) No. 2]. Plasmojen kineettinen teoria syntyi myos 40-luvulla Vlasovin
ja Landaun toimesta. Vlasovin yhtdld on kineettisen teorian perusyhtild, josta
Landau 16ysi plasma-aalloille tormayksettoman vaimennusmekanismin, joka tun-
netaan hanen mukaansa Landau-vaimennuksena [J. Phys. (USSR) 10 (1946),
25].

1.1 Plasman perusominaisuuksia

Kollektiiviset ilmi6t (esim. aallot) johtuvat Coulombin voiman pitkisti kanta-
masta, jolloin hiukkanen tuntee vuorovaikutuksen suuren hiukkasjoukon kanssa.
Varatun hiukkasen Coulombin potentiaalin kantama on dareton (¢ ~ 1/r). Hiuk-
kasjoukossa muiden hiukkasten aiheuttama varjostus rajoittaa potentiaalin kan-
taman aarellisen pituiseksi (nk. Debye-pituus, Ap):

1 } kgT
¢(1~) ~ ; e~"/Ap ; Ap = E.;—;z— i (1.1)

missé T on plasman lampétila, n tiheys ja g hiukkasten varaus. Kollektiivisten
ilmiGiden esiintyminen edellyttaa, ettd Ap-sateisen Debye-pallon sisilld olevien
hiukkasten lukuméara on suuri: 2}, > 1. Tamai pitad useimmiten paikkansa,
kuten taulukko 1.1 osoittaa.

Koska plasman varaukset eivit ole sidottuja, plasman sahkonjohtavuus on hy-

va. Tastd syystd plasmoissa esiintyy suuria virtoja, mistd johtuen magneettiset
voimat ovat tarkeita. Usein plasmaan vaikuttaa myos ulkoinen magneettikentta
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Taulukko 1.1: Plasmaparametrien suuruusluokat erilaisille plasmoille

n T B wp Q. AD nA}
| (K] | (1] | [ | [ | [m

Tahtien vali 10 | 10* | 10710 | 6x10* 20 7 3x108
Auringon korona | 10*? | 10 | 10~® | 6x107 | 2x10° 0.07 | 3x108
Tonosfasri 1012 | 10% | 1075 | 6x107 | 2x10% | 2x10~3 | 10%
Fuusioplasmat
~ tokamak 10%° | 108 | 5 | 6x10™ | 9x10™ | 7x1075 | 3x107
— laserkohtio 1031 | 108 ? 2x1017 ? 2x10-10 | 102

(ionosfaari, fuusioplasmat). Varausten hyvasta liikkuvuudesta johtuen plasma
pyrkii sailyttimaan paikallisen neutraalisuuden. Ehto neutraalisuudelle saadaan
seuraavasti: Maxwellin ensimmaisen yhtélon (E' = ng/ey) mukaan varausten
erottaminen etdisyydelle » aiheuttaa potentiaalin @, ~ ng®r?/e;. Terminen ene-
rgia riittaa tahan, jos patee kT > ¢, eli »r < A\p. Tama merkitsee, ettd poik-
keamia neutraalisuudesta voi esiintyd vain Debye-pallon sisalld. Siten hitaissa
ilmiGissa plasmaa voidaan pitda neutraalina.

Hyvin nopeissa ilmiGissa varaukset voivat virahdella toistensa suhteen (plasma-
varahtelyt). Varatun hiukkasen (varaus ¢ ja massa m) Newtonin liikeyhtalosta
mi = ¢F ja ensimmadisestd Maxwellin yhtalosta sahkokentalle E saadaan liikeyh-
talé 7 —w?r = 0, joka antaa hiukkaselle virihtelevin ratkaisun plasmataajuu-
della

wp = {f—— (1.2)

Plasmavirihtely plasmataajuudella on plasman tarkein ominaismoodi. Plas-
moissa voi esiintya lisaksi lukuisa maara erilaisia aaltomuotoja erityisesti silloin,
kun plasma on ulkoisessa magneettikentassa.

Edelld mainittujen lisiksi usein esiintyvid suureita ovat: hiukkasen gyrotaajuus
) = ¢B/m, joka tunnetaan myds nimilld Larmor-taajuus tai syklotronitaajuus,
gyroside (Larmor-sade) rp = v;,/Q, missd vy, = (kpT/m)*/? on hiukkasten ter-
minen nopeus ja B magneettikenttd (magneettivuon tiheys). Kyseiset suureet
voivat olla hyvin erisuuruiset eri hiukkaslajeille. Esimerkiksi vetyplasmassa elekt-
ronien ja ionien (protonien) gyrotaajuuksien suhteelle saadaan Q./Q; = m;/m, =
1840. Plasmaparametrien suuruusluokat erityyppisille plasmoille on esitetty tau-
lukossa 1.1. Plasmafysiikalle on tyypillista, ettd tdsmalleen samat ilmiét voidaan
havaita, vaikka parametrit muuttuvat kymmenia kertalukuja.



1.2 Plasmafysiikan perusjaottelu

A. Riippumattomien hiukkasten plasma: Hiukkasten vuorovaikutus ulkois-
ten sihko- ja magneettikenttien kanssa on paljon voimakkaampi kuin hiukkasten
keskindinen vuorovaikutus. Koska hiukkaset ovat toisistaan riippumattomia, riit-
taa koko systeemin kuvaamiseksi, kun ratkaistaan yksittdisen hiukkasen liikeyh-
talot. Kollektiivisia hiukkasilmicita plasmamielessa ei tapahdu. Esimerkkina
riippumattomien hiukkasten systeemisti voidaan mainita hiukkaskiihdyttimet,
kosminen sateily ja van Allenin vyohykkeet.

B. Magnetohydrodynamiikka: Magnetohydrodynamiikka (MHD) on sahkoa
johtavan nesteen tai kaasun (fluid) hydrodynamiikkaa. Tormaykset ovat hallit-
sevia ja MHD-teoria soveltuu ilmiéille, joiden periodi ja aallonpituus ovat suuria
tormaysaikaan ja vapaaseen matkaan verrattuna. Ulkoisen kentin synnyttima
virta noudattaa Ohmin lakia, missd resistiivisyys aiheutuu hiukkasten vilisista
tormayksistda. Magnetohydrodynamiikalla voidaan kuvata matalataajuisia aal-
toja (Alfvénin aallot) seka hitaita MHD-epastabiilisuuksia, jotka ovat erittdin
tarkeita fuusioplasmojen magneettisessa koossapidossa. MHD-epastabiilisuuk-
sien ilmaantuminen johtaa yleensi plasman koossapidon menetykseen.

Magnetohydrodynamiikalla voidaan tutkia my6s johtavien nesteiden (metallisula)
virtausta magneettikentissid (maapallon sisus ja maan magnetismi). Siten MHD-
teoria soveltuu hyvin erityyppisten ilmididen kuvaukseen. Ideaalinen MHD-teoria
saadaan olettamalla plasman johtavuus darettomaksi.

C. Tormaykseton plasma: Plasma on ilmién kannalta térmayksetonta, kun
hiukkasten vilinen térmaystaajuus v, on paljon pienempi kuin tarkasteltavan
ilmién (aallon) taajuus (v, < w). Hiukkasten viliset tormaykset jatetaan koko-
naan huomiotta (Vlasovin yhtild) tai ne kasitellidn seuraavan kertaluvun kor-
jauksena. Tormaysten tarkempi kasittely vaatii taydellisen Fokker-Planck yhta-
l16n kayttod, johon ei timan kurssin yhteydessa puututa.

Plasma-aaltojen teoriassa oletetaan paaosin tormaykseton plasma, silld magneto-
hydrodynamiikalla voidaan kuvata vain hyvin matalataajuisia aaltoja. Taajuu-
den ldhestyessid tormaystaajuutta aallon vaimennus kasvaa voimakkaasti ja sen
eksitointi kay yhd vaikeammaksi. Jos aallon vaihenopeus on paljon suurempi
kuin hiukkasten terminen nopeus, voidaan plasmaa kuvata fluid-mallilla, joka ei
riipu hiukkasten nopeusjakautuman yksityiskohdista. Aalto havaitsee vain plas-
man makroskooppisia ominaisuuksia, kuten paine ja lampé6tila. Mikali plasman
paineen vaikutus on pieni, sanotaan plasman olevan kylmaa ja lampétila voidaan
asettaa nollaksi. Plasma-aaltojen teoria kylméssa plasmassa muodostaa tarkein
kokonaisuuden ja antaa hyvin pohjan ymmartii aaltojen kayttiytymisti plas-
massa.

Kun aallon vaihenopeus on lahelld hiukkasten termista nopeutta, hiukkasten no-
peusjakautuman yksityiskohdat — mikroskooppiset ominaisuudet — kayvit yha



tarkeammiksi. Plasman kuvaamiseen tarvitaan talldin tiydellisempai kineettista
teoriaa (Vlasovin ja Maxwellin yhtél6t). Kineettinen teoria tuo mukanaan koko-
naan uusia ilmiéita, joita fluid-mallissa ei ole lainkaan. Esimerkkina kineettisesta
ilmi6std on sidhkostaattisten aaltojen Landau-vaimennus puhtaasti tormaykset-
tomassi plasmassa. Fluid-ja MHD-mallin yhtdlot saadaan kineettisen teorian
perusyhtalon (Vlasovin yhtdld) nopeusmomentteina.

Korostettakoon lopuksi, ettd plasman kylmyys, kuumuus tai térmayksettomyys
eivat ole plasman omia absoluuttisia ominaisuuksia, vaan ne riippuvat tarkastel-
tavasta ilmiostd — sen karakteristisista nopeus- ja aikaskaaloista. Siten tietyssa
lampotilassa oleva plasma voi olla kuumaa joillekin ilmidille ja toisessa tapauk-
sessa saman plasman lampotilaefektit voidaan jattda kokonaan huomiotta.

1.3 Lampoydinfuusio

Fissioenergia perustuu raskaiden ytimien (esim. ?3*U) halkaisemiseen ja ytimien
sidosenergian vapauttamiseen. Ytimien sidosenergiaa voidaan vapauttaa myos
fuusioreaktioissa, joissa kaksi kevyttd ydintd sulautuu yhteen. Auringon ja tah-
tien energian tuotanto perustuu fuusioon. Fuusiolla on myos tarked rooli alku-
ainesynteesissa, silld lahes kaikki vetyd raskaammat alkuaineet rautaan saakka
ovat syntyneet fuusioiden kautta téhtien sisuksissa. Poikkeuksena on helium,
josta suurin osa on syntynyt alkurdjahdyksen yhteydessa.

Energian tuottamisen kannalta tirkeimmat fuusioreaktiot ovat:
D + T — “He + n + 17.6 MeV
D+D—T+p+ 4.03 MeV (50 %)
D + D — *He +n + 3.27 MeV (50 %)
D + *He — “He + p + 18.3 MeV,

missdi D (?H) ja T (*H) ovat vedyn raskaat isotoopit deuterium ja tritium, n on
neutroni ja p protoni. Fuusioreaktioissa vapautuvat energiamaarit ovat valtavia
— esimerkiksi DT-reaktiossa vapautuva 17.6 MeV vastaa polttoaineen energiasi-
saltéa 93 000 kWh/g!

Fuusioituvilla ytimilla tulee olla riittdvasti energiaa, jotta ne voittaisivat ydinten
valisen sahkoisen repulsion (Coulombin valli). Ytimien terminen energia riit-
tad Coulombin vallin lipaisemiseen, kun polttoaine kuumennetaan noin 10® K
(kT =~ 10 keV) lampotilaan. Talléin polttoaine on taysin ionisoitunutta eli
plasmatilassa. Tama selittaa plasmafysiikan tirkein roolin fuusioenergiatutki-
muksessa.
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Kuva 1.1: Fuusiotulon n;gT; (m™® skeV) arvoja plasman ionilampétilan T; (keV)
Junktiona eri tokamak-laitteille. Kuvassa on myés vuosiluvut, jotka kertovat to-
kamakien kehityskulun.

Kuumentamisen lisiksi polttoaineplasma on pidettivi koossa riittavin kauan,
jotta fuusioenergiaa ehtii vapautua enemman kuin kuumentamiseen ja koossapi-
toon joudutaan kiayttimain. Tillsin fuusiovahvistus ylittaa ykkosen (Q > 1).
Fuusioplasman koossapitoehto, joka tunnetaan Lawsonin kriteerini, on hyvin yk-
sinkertainen. Sen mukaan polttoaineen tiheyden n ja energian koossapitoajan
7g tulon tulee ylittad erds limpétilasta riippuva minimiarvo. Helpoin koossa-
pitoehto saadaan deuterium-tritium-plasmalle, jolle Lawsonin kriteeri (Q = 1)
voidaan kirjoittaa

ntg>10°m™3% ja T >5x10"K (kgT > 5 keV).

Magneettisesti koossapidetyn plasman tiheys on tyypillisesti n = 102° m~3, joten
energian koossapitoajan tulee olla vahintain yksi sekunti. Nykyisissi suurissa
tokamakeissa saavutetaan helposti yli 10® K:n limpétiloja ja koossapitotulo on
hyvin lahelld Lawsonin ehtoa. Kehitys on ollut ripeia, silld 1980-luvun vaihteessa
ntg-tulon arvo oli tekijan sata pienempi kuin Lawsonin kriteeri.
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Relevantilla lampétila-alueella (T' ~ 10 keV) fuusiolaitteen suorituskyvyn koos-
sapidon osalta ilmaisee vain yksi parametri nk. fuusiotulo nrgT. Kuvassa 1.1
on esitetty eri tokamakeilla saavutettuja fuusiotulon arvoja plasman lampotilan
funktiona. Kuvasta voidaan todeta, ettd Euratomin JET (Joint European Torus)
tokamakilla on piidsty aivan ”breakeven”-olosuhteiden (Qpr ~ 1) tuntumaan.

Fuusioenergialla on merkittavia etuja, jotka tekevit siitd lopullisen ja kestivin
ratkaisun keskitettyyn energian tuotantoon.

ehtyméttomat polttoainevarannot (D-pitoisuus vedessa 16 ppm)

e polttoainejite ei-radioaktiivista (helium)

fuusiopalo ei voi riistaytya hallinnasta

el suurkatastrofin vaaraa

ei tarvita ydinasemateriaaleja

e kehityspotentiaali

Fuusioenergian haittoina voidaan pitid monimutkaista ja vaikeaa tekniikkaa, mi-
ka tekee fuusioenergian nykyista ydinvoimaa kalliimmaksi. Radioaktiivisuudesta
ei fuusiossakaan paasta tdysin eroon, silla DT- ja DD-reaktioissa syntyvit neut-
ronit aktivoivat reaktorin sisirakenteita. Neutroniaktivointiin voidaan kuitenkin
vaikuttaa materiaalivalinnoilla ja reaktorin suunnittelulla, miki on huomattava
etu fissioenergiaan verrattuna, jossa suurin aktiivisuusinventaario 16ytyy kiyte-
tysta polttoaineesta.

Ensimmaisen polven fuusioreaktorit kayttavat polttoaineena deuteriumin ja tri-
tiumin seosta. Tritium on radioaktiivista (beeta-aktiivinen, Ty/, = 12.3 a) eiki
sita esiinny luonnossa lukuunottamatta ilmakehin ylimpia kerroksia, jossa sita
on hyvin pienid maarid kosmisen sateilyn tuottamana. Radiomyrkkyni tritium
on lievd ja vaarallinen vain sisdisena annoksena. Se pyrkii laimenemaan nopeasti
ymparistoon jouduttuaan.

Tritiumia voidaan hy6tdd litiumista fuusioneutronien avulla. Hyoto perustuu
sithen, ettd yksi fuusiossa syntynyt neutroni voi tuottaa enemmin kuin yhden
uuden tritiumytimen ts. tritiumia syntyy litiumista enemman kuin DT-fuusiossa
palaa. Tritiumin hy6to ja turvallinen kasittely vaikeuttavat ensimmaisen polven
DT-reaktoreiden suunnittelua. Ongelma helpottuu olennaisesti seuraavan polven
DD- ja D3He-reaktoreissa.

On olemassa myds fuusioreaktioita, joiden kayttoon ei liity lainkaan radioaktii-
visuutta. Esimerkkinid voidaan mainita vedyn ja boorin vilinen reaktio, jossa
syntyy vain heliumia: p + B — 3*He + 8.7 MeV. Kyseinen reaktio tarjoaisi
taysin puhtaan ja ehtyméattoman energialahteen.
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Luku 2

Varatun hiukkasen liike

Téssa luvussa esitettavat tarkastelut eivat ole varsinaisesti plasmafysiikkaa, koska
yksinomaan ulkoiset sihko- ja magneettikentit madrdavat varatun hiukkasen
liikkeen. Tormayksettomassa plasmassa tama vastaa tilannetta, jossa muiden
hiukkasten aiheuttamat mikroskooppiset tai tasoitetut kentat jatetaan huomi-
otta. Plasman kayttaytymisen ymmartaminen kuitenkin perustuu monilta osin
yksittdisen varatun partikkelin liikeeseen. Esimerkiksi monet fuusioplasmojen
magneettisen koossapidon perusideat on saatu juuri yhden varatun partikkelin
kayttaytymisen pohjalta.

2.1 Liikeyht#lot

Varatun hiukkasen (varaus q ja massa m) liike saihkomagneettisessa kentissa E
ja B voidaan ratkaista Newtonin liikeyhtalosta, jossa voimatermina on Lorentzin
voima

mv=g(E+vxB), (2.1)

missa kentat voivat olla sekd ajan ettd paikan funktioita. Yhtalo (2.1) pystytadn
ratkaisemaan analyyttisesti vain hyvin yksinkertaisissa tapauksissa. Yleisemmis-
sa tapauksissa joudutaan turvautumaan numeerisiin menetelmiin.

Yhtalosta (2.1) seuraa valittomasti
d 1
a (Emvz) = qE -V, (22)

mika paljastaa, ettd partikkelin liike-energiaa ei voida muuttaa magneettikentilld
ts. Lorentzin voiman magneettinen komponentti ei tee ty6ta. Yhtilosta (2.2)
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seuraa myos: v = vakio, jos E = 0. Télloin yhtilon (2.1) mukaan kiihtyvyys on
kohtisuoraan nopeutta vastaan v L v (vrt. ympyraliike).

Relativistisen hiukkasen liikeyhtilé on muotoa

d moVv
a(m)=q(E+VXB), (2.3)

missa mo on partikkelin lepomassa ja ¢ valon nopeus.

2.2 Liike yksisuuntaisessa magneettikentassa

A. Yksisuuntainen vakiomagneettikenttd: Yksinkertaisin tapaus on E =
0 ja B = Bz, missi B on vakio ja z on z-akselin suuntainen yksikkovektori.
Koska sahkokenttd hividd, yhtilon (2.2) mukaan nopeus on vakio: v = (v} +
vﬁ)”z = vakio, missi v)| = v, on magneettikentin suuntainen ja v, = (v2+v2)"/2
magneettikenttdd vastaan kohtisuora nopeuskomponentti. Liikeyhtalé (2.1) on
komponenttimuodossa

¥y = v, (2.4)
e -, (2.5)
8, =10, (2.6)

missa {} = ¢B/m, jota kutsutaan partikkelin gyrotaajuudeksi, Larmorin taajuu-
deksi tai syklotronitaajuudeksi. Yhtalosta (2.6) nahdaan, ettd kentdn suuntainen
nopeus v, = v on vakio. Ylla todettiin nopeuden v olevan myés vakio, joten
v, = vakio. Derivoimalla yhtalo (2.4) ajan suhteen ja sijoittamalla siihen v, yh-
talosta (2.5) saadaan yksinkertainen toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo v,:lle
ja vastaavasti v:lle

Ve =—0%vy; Oy =—-0%,, (2.7)
joiden yleinen ratkaisu on muotoa
v, = v, cos(§t + 0) (2.8)
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q<0

L[

Kuva 2.1: Varatun hiukkasen liskerata vakiomagneettikentassa.

vy = —v, sin(t + 0) (2.9)
vz =, (2.10)

missd 6 on integroimisvakio. Integroimalla vield kerran saadaan

z — zo = (v, /Q)sin(Qt + 6) (2.11)
¥ — Yo = (vL /) cos(Qt + @) (2.12)
z—z =yt (2.13)

Ratkaisu esittdd magneettikenttad vastaan kohtisuorassa zy—tasossa tasaista ym-
pyriliikettd nopeudella v, ja magneettikentin suuntaan tasaista liikettd nopeu-
della v. Kokonaisratkaisu on siten kuvan 2.1 mukainen ruuviviiva (heliksi).

Ympyriliikkeen kulmataajuus on juuri syklotronitaajuus §) ja rataliikkeen sidet-
tdi rp = v, /|| kutsutaan Larmorin siteeksi. Kiertosuunta riippuu varauksen
q merkista ja on vastakkainen elektroneille (vastapaiviin) ja ioneille (myéta-
piivain). Ympyrin keskipistettd (zo,yo,v|t + 20) kutsutaan johtokeskukseksi
(guiding centre). Usein riittda ratkaista vain johtokeskuksen liike, jolloin itse
hiukkanen 16ytyy Larmorin siteen paasti.

Edella esitetty yksinkertainen esimerkki osoittaa plasman magneettisen koossapi-
don perusajatuksen: varattujen hiukkasten liike on rajattu kahdessa dimensiossa
(zy-taso) ja jaljelle jaa vain yksi dimensio — kentdn suunta, jossa partikkelin
liike on vapaata. Kentéin suuntainen liike voidaan rajata esimerkiksi suljetuilla
voimaviivoilla, kuten tehdaan tokamak-tyyppisissa plasman koossapitolaitteissa.
Asiaa mutkistaa kentan epahomogeenisuuksista ja kaareutumisesta johtuva hiuk-
kasten ajautuminen (drift) kentdn poikkisuunnassa, jota kisitelliin tuonnem-
pana. Lisiksi koossapitoon vaikuttavat plasmaefektit, kuten MHD-epistabiili-
suudet, jotka viime kadessa maaradvat koossapidon tehokkuuden.
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B. Yksisuuntainen paikasta riippuva kenttd: Tarkastellaan seuraavaksi
yksisuuntaista paikasta riippuvaa staattista magneettikenttii, joka on muotoa
B = B(z)z. Oletetaan edelleen E = 0, joten v = vakio. Koska B on puhtaasti
z-suuntaan, saadaan lisiksi v = vakio, misti seuraa, etti v, = vakio. Nyt
liikeyhtalosta (2.1) saadaan

vy = Q(z) v, (2.14)
Uy = —8(z) v, , (2.15)

jotka voidaan esittad muodossa

dv,

Ty = Q(a:) (2.16)

dv, '

— = —Q(=z). 3

% _a(z) (2.17)
Koska §)(z) on tunnettu z:n funktio, niin my6s vy = — [Q(z)dz on tunnettu z:n

funktio. Siten partikkelin radalle saadaan differentiaaliyhtild

Yy v(z)
shan el 19

&l&

joka on suoraan integroitavissa, koska yhtalon oikea puoli on tunnettu z:n funktio.

2.3 E x B-ajautuminen

Oletetaan z-suuntainen vakiomagneettikenttda B = B z, mutta lisitiin y—suun-
tainen sahkokentti E = Ey. Sahkokenttd oletetaan vakioksi ja se on valittu
kohtisuoraan kenttiin B nihden, koska magneettikentin suuntainen sihkékent-
ta johtaa yksinkertaisesti kiihtyvaan liikkeeseen z-suuntaan. Nyt liikeyhtialon
(2.1) komponentit ovat muotoa

e = Qv (2.19)

E
b, = —Qv, + -q;n— : (2.20)
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Ya'a ; YA 1=
+ B

Kuva 2.2: Varatun partikkelin ajautuminen sdhko- ja magneettikentdin alaisena.

Sijoittamalla yrite v, = V, + ¢E/m$Q ylldolevat yhtilt redusoituvat muotoon
V. =Qu, (2.21)
vy =—-QV;. (2.22)

Nimi ovat tasmilleen samat kuin tapauksessa E = 0, joille saatiin edellises-
sa kohdassa kosini- ja siniratkaisut. Siten y-suuntainen sihkokenttd aiheuttaa
z-suuntaisen ajautumisen nopeudella ¢FE/mQ (kts. kuva 2.2). Ajautuminen on
kohtisuoraan seki sihko- ettd magneettikenttad vastaan. Tastd syystd sitd kut-
sutaan E X B-ajautumiseksi (E x B-drift), jolle patee yleisessd tapauksessa

(2.23)

Saatu ajautuminen riippuu puhtaasti kentistd — ei hiukkasen ominaisuuksista.
Siksi elektronit ja ionit ajautuvat samalla nopeudella samaan suuntaan. Fysikaa-
lisesti ajautuminen voidaan ymmartaa siten, etta positiivisesti varatun hiukkasen
kiertyessa sahkokentin suuntaan tai sitd vastaan se kiihtyy tai hidastuu, mika
vastaavasti muuttaa gyrosadettd epasymmetrisesti (kuva 2.2. Negatiivisesti va-
ratulla hiukkasella seka sahkokentan vaikutus ettd gyroliikkeen kiertosuunta ovat
vastakkaisia, joten ajautumissuunta sailyy samana varauksesta riippumatta.

Sahkokentta kithdyttaa varattuja partikkeleita, joten tilanne on analoginen, kun
hiukkaseen vaikuttaa vastaavan suuruinen voima F. Tall6in ajautumisnopeudeksi
tulee

_FxB
VFp = qu .

| (2.24)

Nyt ajautumisen suunta riippuu varauksen merkistd painvastoin kuin sahkoken-
tin tapauksessa. Ajautumisnopeus on partikkelin massasta riippumaton.
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Jos sihkdkentissd on hidas aikariippuvuus (E/EQ < 1) saadaan E x B-ajau-
tumisen lisaksi sihkokentdn suuntainen nk. polarisaatio-ajautuminen (polariza-
tion-drift), joka on muotoa

W et s (2.25)

joka riippuu kenttien lisiksi hiukkasen varauksesta ¢ ja massasta m. Koska ionit
ja elektronit ajautuvat eri suuntiin, plasmaan syntyy virta, joka kestia niin kauan
kuin sihkékenttd muuttuu ajassa.

2.4 Epahomogeeninen magneettikentta

Yleisessa tapauksessa varatun hiukkasen liikeyhtiloa (2.1) ei voida ratkaista ana-
lyyttisesti. Approksimatiivisia ratkaisuja voidaan kuitenkin 16ytdi tapauksissa,
joissa kenttd muuttuu vihan yhden Larmor-periodin aikana, ts.

1 dB r1|VB|
0B d&t <1, B < 1. (2.26)

Usein riittad tutkia vain johtokeskuksen liikettd, joka kertoo tirkeimmait ajau-
tumisnopeudet ja suunnat. Tahan padstaan ottamalla aikakeskiarvo yli Larmor-
periodin, joka edustaa nopeaa aikaskaalaa.

A. Heikosti epahomogeeninen magneettikentta: Tarkastellaan ensiksi yksi-
suuntaista heikosti epdhomogeenista ja staattista magneettikenttii, joka on muo-
toa B = B(y)z. Oletetaan Q' = dQ/dy pieneksi ja kehitetdan Q(y) johtokeskuk-
sen ymparilla

Qy) =~ yo) + (¥ — %) (30) + ... (2.27)

Derivoimalla liikeyhtélo (2.1) komponenteittain ajan suhteen ja sijoittamalla v,
ja v, paastidn yhtal6ihin

e = —Q(y)’ve + Q'] (2.28)
By = —y)*v, — Vv, v, . (2.29)

Sijoitetaan yllioleviin yhtaloihin edelld saatu Taylor-kehitelma (2.27) ja otetaan
huomioon vain ensimmaisen kertaluvun termit, jolloin saadaan
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e + Vove = =200 (¥ — Yo)va + o0} (2.30)
By + Qgvy, = —2QQ(y — yo)vy — vz vy (2.31)

missia on merkitty: Qo = Q(yo) ja 5 = Q'(yo). Oikean puolen termit ovat
pienia (ensimmaista kertalukua), joten niihin voidaan sijoittaa y:lle, v.:lle ja v :lle
nollannen kertaluvun ratkaisut, jotka ovat samat kuin kohdassa 2.2. Muutamien
sievennysten jilkeen saadaan

o
Dy + Qavy = — Q“ [1 4+ 3 cos 2(Qt + )] (2.32)

320
vy + Qn”u e

sin 2(Qot + 6). (2.33)

Yhtaldiden (2.32) ja (2.33) ratkaisut ovat

vl viQ
vy = v cos(§ot + 0) + Q cos 2(Qpt + 0) — 202 (2.34)
0 0
2 Qr
vy = —v sin(§Qot + 0) — 292 sin 2(Qot + 0) . (2.35)

Integroidaan Larmor-periodin T' = 27/, yli, jolloin saadaan hiukkasen johto-
keskuksen nopeuden aikakeskiarvoksi

20y

vi Q)
(v) = - 2lﬂ§° X+ 2, (2.36)

koska sin- ja cos-termit haviavat keskiarvon otossa. Ratkaisusta (2.36) voidaan
havaita, ettd johtokeskus joutuu z-suuntaiseen ajautumisliikkeeseen, jota kut-
sutaan gradienttiajautumiseksi (gradient drift). Yleisessi muodossa se voidaan
kirjoittaa

Wy
BS

ve=—=B x VB, (2.37)

missa W, = mv?} /2 on kohtisuora liike-energia. Gradienttiajautuminen on seu-
rausta magneettikentin muuttumisesta Larmor-ympyrin eri kohdissa. Suurem-
man kentdn puolella gyrosade on pienempi kuin pienen kentan puolella, mika
johtaa hiukkasen ajautumiseen (kts. kuva 2.3).
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field increasing

Kuva 2.3: Varatun partikkelin gradienttiajautuminen.

B. Lievasti kaareutuva magneettikenttd: Tarkastellaan seuraavaksi heikosti
kaareutuvaa staattista magneettikenttad, jolle oletaan muoto B = B,(z)y + B z.
Heikolla kaarevuudella tarkoitetaan, ettd B, ja dB,/dz ovat pienid. Ratkaistavan
liikeyhtdlon komponentit ovat nyt muotoa

be = v, — Qu, (2.38)
by = —Qu, (2.39)
¥, = Qyv,, (2.40)

missa §}, = ¢B,/m. Derivoimalla ajan suhteen ylli olevat yhtilot voidaan kir-
joittaa

Bo + O, = —5,9, — Q0 (2.41)
vy + Q% = v, (2.42)

missi () = d),/dz. Yhtilon (2.41) oikean puolen ensimmainen termi v.%, =
v, on seuraavaa kertalukua ja voidaan unohtaa. Tamin jilkeen yhtildiden
ratkaisuksi tulee

vz = vy cos(t + ) — iy /Q? (2.43)

vy = —vy sin(Qt + 6) + v,/ (2.44)
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missd vy, v ja  ovat vakioita. Ottamalla aikakeskiarvo Larmor-periodin yli
saadaan partikkelin kulkeutumisnopeudeksi

v
(v) = ——3tx +

)8,

Q

Yy +uvz. (2.45)

Magneettikentin kaareutumisesta ({2;) johtuen saatiin z-suuntainen ajautumi-
nen (vo = —vji{l, /0?), jota kutsutaan kaarevuusajautumiseksi (curvature drift).
Lisiksi yhtalosta (2.45) nahdaan, ettd y-suuntainen kulkeutuminen v, /Q pi-
tad johtokeskuksen liikkeen magneettikentin B suuntaisena yz-tason suunnassa
(vy/v. = By/B). Yleisessi muodossa kaarevuusajautuminen voidaan kirjoittaa

- z%ll B x (B - V)B], (2.46)

missda W) = mvﬁ /2 on kentén suuntainen liike-energia.

On huomattava, ettd magneettikentan eri epahomogeenisuustyypit eivit ole riip-
pumattomia toisistaan. Esimerkiksi alueessa, jossa ei ole virtaa, patee Ampéren
lain mukaan: V x B = 0, joten

0=Bx(VxB)=1VB’-(B-V)B,
mista seuraa: VB = (B - V)B/B. Siten gradientti- ja kaarevuusajautuminen

esiintyvat yhdessa ja kokonaisajautuminen on muotoa

W, +2
v3=vG+vc=-iq+—Bawﬂva3. (2.47)

Kokonaisajautumisen suunta riippuu varauksen merkistd. Esimerkiksi maan mag-
neettikentissa, jossa B osoittaa pohjoiseen ja kentan gradientti V B alaspiin, pro-
tonit kulkeutuvat linteen ja elektronit itdan kentdn suuntaisen liikkeensa lisaksi.

2.5 Adiabaattiset invariantit

A. Ajasta riippuva magneettikentta: Suureita, jotka pysyvit likipitden va-
kioina magneettikentan muuttuessa ajallisesti tai paikallisesti hitaasti, kutsutaan
adiabaattisiksi invarianteksi. Tarkastellaan ensimmaiseksi hiukkasen magneet-
tista momenttia ajasta riippuvassa magneettikentissa B = B(t)z. Magneettiken-
tan oletetaan muuttuvan hitaasti Larmor-periodiin verrattuna ts. dB/dt < Q B.
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Maxwellin kolmannen yhtilén! mukaan ajasta riippuva magneettikenttd indusoi
sitd vastaan kohtisuoran sihkokentin

0B

VxE:——gt—.

(2.48)

Koska E L B, niin liikeyhtalosta (2.1) seuraa v = vakio, joten pitee v = v,.
Tasta seuraa liike-energian muutosnopeudeksi indusoidussa sihkokentassa yhta-
16n (2.2) mukaan

d 1
;E(-émvi) = qE *Vi - (249)

Nyt voidaan laskea Larmor-kierroksen aikana 2x/{) tapahtunut liike-energian
muutos

Ewlﬁqu-ds=q/(VxE)-da, . (2.50)

missa ds = v, dt ja da kierron rajaaman pinnan elementti. Kaytetain Maxwellin
yhtaléa (2.48), jolloin

_ 3_B S 2r B
SW, = _q/ o = |.q|3m = WL|Q| = (2.51)
Tasta seuraa
SW, _ 6B W, _

missa 6B on magneettikentan muutos Larmor-periodin aikana. Tulokseksi saa-
tiin, ettd suure p = W, /B on likipitaen liikevakio ja sita kutsutaan ensimmaiseksi
adiabaattiseksi invariantiksi. My6s magneettivuo Larmor-ympyran lapi pysyy li-
kipitaen vakiona, mikd voidaan todeta seuraavasta

® = wri B = (2rm/q*)p ~ vakio.

Edella saatu suure g on helppo osoittaa hiukkasen rataliikkeeseen liittyvaksi mag-
neettiseksi momentiksi, mika nahdain heti magneettisen momentin maaritelmas-
ta

Jrri = qrri/(2n/Q) = qvi /2Q =W, /B =p.

1 Maxwellin yhtalot on esitetty koottung seuraavan luvun kohdassa 3.1
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R, Field lines

Kuva 2.4: Aksiaalisesti symmetrinen magneettikentta, jonka vuontiheys kasvaa
kentin suuntaan.

B. Paikasta riippuva magneettikentta: Tarkastellaan seuraavaksi p:n inva-
rianssia paikallisesti epahomogeenisessa magneettikentissa. Kohdassa 2.4 tar-
kasteltiin kentin epahomogeenisuustapauksia, joissa W, pysyi vakiona. Talléin
hiukkasten ajautuminen tapahtui kohtisuoraan V B:ta vastaan, joten ajautumis-
liikkkeen suunnassa magneettikentta pysyi muuttumattomana ja siten myos suure
p = W, /B oli vakio. Valitaan kuvan 2.4 mukainen aksiaalisesti symmetrinen
magneettikenttd, joka muuttuu hitaasti kentin suuntaan B, = B,(z). Magneet-
tikentan lahteettomyydestd (V - B = 0) seuraa, ettd kentalld taytyy olla myos
nollasta poikkeava radiaalikomponentti (B, # 0). Sylinterikoordinaatistossa lau-
suttuna

0B,
5, =0 (2.53)

(rB,) +

10
e L

mista radiaalikomponentti voidaan ratkaista

1 0B,
B, = —-
rJ 782

dr. ' (2.54)

Koska kentta on likipitden vakio Larmor-radan sisilld ja lisiksi radiaalikompo-
nentti on pieni (B, < B,), ylli olevasta yhtalosta saadaan

s SO L

R e R

(2.55)

Kirjoittamalla liikeyhtalon z—komponentille
mi) = |glvy B, > —3lglrLvi(8B/8z) = —p(8B/dz),

ja kertomalla tama puolittain nopeudella v ~ dz/dt paastaan yhtiloon
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dw, dB |
Eﬂ =-p—r (2.56)

Kayttimailld tulon derivoimissaintoa ja yhtiloa (2.56) voidaan kirjoittaa

dp d dB d

B—- = —(uB) - %

aw
i~ d@ (L Wi S~ (2:57)

Koska sahkokenttii ei ole (E = 0), siilyy liike-energia vakiona (dW/dt = 0),
Joten myés tissé tapauksessa magneettinen momentti pysyy likipitien vakiona

= =—(=2)=0 (2.58)

eli suureen 4 = W, /B adiabaattinen invarianssi pitee myos paikallisesti epaho-
mogeenisessa magneettikentassi.

Eras ensimmaisistd plasman magneettisen koossapidon periaatteista — magneet-
tinen peili (magnetic mirror) — perustuu juuri g:n invarianssiin, jolla voidaan
rajoittaa varattujen hiukkasten liike my6s magneettikentin suunnassa. Koska
pu = W, /B pysyy vakiona hiukkasen kulkiessa kohti suurempaa vuontiheytta,
kohtisuoran liike-energian W, tiytyy kasvaa mukana. Toisaalta W = W, + W)
on vakio, joten yhdensuuntaisen liike-energian W) taytyy vastaavasti pienentya.
Kun magneettikentta on kasvanut niin suureksi, etti W, = W ja W) = 0, hiukka-
nen ei pysty endi etenemain vaan heijastuu. Siten kuroutunut magneettikentta
toimii varatuille partikkeleille magneettisena peilini. Kuromalla kentts kahdesta
kohtaa voidaan varattuja partikkeleita vangita peilipisteiden viliin, missi ne kul-
kevat edestakaisin. Magneettista peilid kisitelliin tarkemmin fuusion ja plasman
koossapitomenetelmien yhteydessa.

Adiabaattisia invariantteja on muitakin. T#ss yhteydessa mainitaan vain toinen
eli pitkittdinen adiabaattinen invariantti, jonka mukaan suure ¥

@ = fods (2.59)

pysyy likipitden vakiona ts. §¥ = 0 (osoita). Esimerkkina pitkittiisesti adiabaat-
tisesta invariantista voidaan ottaa peilipisteiden vilissa kulkeva hiukkanen, jonka
rata muodostaa suljetun kiyrin s. Jos peilipisteitd siirretiin hitaasti (verrat-
tuna partikkelin transit-aikaan peilipisteiden vililld) 1ihemmiksi toisiaan, radan
s pituus pienenee, joten kentin suuntaisen nopeuden v)| taytyy kasvaa.
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2.6 Tasoaallon sahkémagneettinen kentta

Tarkastellaan varatun partikkelin liikettd monokromaattisen tasoaallon kentéssa.

Nyt systeemin perustaajuutena on aaltoon liittyvien kenttien taajuus, joka vai-
kuttaa myos partikkeliin. Lihtokohdaksi otetaan relativistinen liikeyhtald (2.3),
joka kirjoitetaan muodossa

%(‘f\r) = mio(E +v x B), (2.60)

missi 7 = (1 — v?/c?)~"/? on Lorentzin tekiji. Ottamalla puolittain nopeuden
pistetulo saadaan (osoita)

d
E(‘ymocz) =qE.v (2.61)

Olkoon tasoaallon sahkokentta muotoa E(r,t) = E cos(wt—k-r). Talléin Maxwel-
lin kolmannesta yhtalosta (2.48) seuraa aallon magneettikentille B = (k X E)/w.
Tyhjossa etenevalle sahkomagneettiselle aallolle patee k L E 1L B ja w = kec.
Sijoitetaan juuri saatu B:n lauseke liikeyhtdloon (2.60) ja puretaan ristitulot,
jolloin yhtalo tulee muotoon

Zom =2 -EY) 4 L) (2.62)

Kerrotaan (pistetulo) yhtilo (2.62) puolittain suureella (mow/k?) k, jolloin oikean
puolen ensimmainen termi havidd (k-E = 0) ja toinen termi on tdsmélleen sama
kuin yhtalossa (2.61). Vahentamalla nyt yhtalét puolittain nahdaan valittémasti

k-v

A= "{(1 e T) = vakio. (2.63)

Otetaan kayttoon uusi muuttuja ¢ = wt—k-r, jolloin nopeus v voidaan kirjoittaa
muotoon

v= 2 o= r(w—kev) = ru(l - =Y, - (2.64)

&| &

missa r' = dr/d¢. Nyt saadaan yv = dwr’, joten liikeyhtdlon (2.62) vasen puoli
voidaan lausua

ft-(—,«v) = (1 — kwl), | (2.65)
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missi on kaytetty relaatiota dr'/dt = r"d¢/dt. Liikeyhtilon (2.62) oikean puolen
viimeiseen termiin sijoitetaan edelli saatu v:n lauseke, jolloin se tulee muotoon

L v.B)k=-Lq1 —%)(r’-E)k. (2.66)

MoWw my

Nyt voidaan termit (2.65) ja (2.66) sijoittaa liikeyhtaloén (2.62), jolloin yhteinen
termi [1 — (k - v)/w] supistuu ja saadaan r:lle uusi yhtils muuttujana ¢

r = moiw"' [E+(r'-E)k]. (2.67)

Tarkastellaan yksinkertaista esimerkkitapausta, jossa sahkémagneettinen aalto
etenee z—suuntaan: k || z, E = Excos ¢ ja B = (kE /w)y cos ¢, missi ¢ = wt—kz.
Sijoitetaan nadmi liikeyht&léon (2.67), jolloin saadaan komponenttimuodossa

qF cos ¢ qFE sin ¢ qF cos ¢
x" —_— ——W2 . ! f— mowz ’ = -—-_"—mnwz y (2,68)

o M . quz(l — COSs 2?5) - quz(é - ':; sin 2¢)
macko tmiatc i

. (2.69)

Integroimisvakioiden méaaraamiseksi on oletettu hiukkaselle levosta lihtevi liike
ja vakiolle A = 1. Integrointi ¢:n suhteen: ¢: 0 — ¢.

Tasoaallon sihkokentta E aiheuttaa luonnollisesti z—suuntaisen varahtelyliikkeen.
Myos z-suunnassa on varahteleva komponentti, joka on seurausta E x B-liikkees-
ta. Lisiksi z-suuntaan esiintyy ajautumisnopeus, joka ei hivii aikakeskiarvon
otossa. Yleisessi muodossa tdmid monokromaattisen tasoaallon etenemissuun-
taan tapahtuva varatun partikkelin ajautumisnopeus on

e
2mlw?

VeM = (E x B). (2.70)

Edella saatua aallon etenemissuuntaista ajautumista ei pida sekoittaa sateilypai-
neeseen, joka on seurausta siteilyn absorptiosta tai heijastumisesta.

2.7 Ponderomotiivinen voima

Edelld saatiin relativistisessa tapauksessa varatun hiukkasen liike sihkémagneet-
tisen aallon kentissa, jossa aallon amplitudi oletettiin vakioksi. Jos aallon ampli-
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tudille oletetaan paikkariippuvuus, saadaan toisessa kertaluvussa hiukkasiin koh-
distuva voima, jota kutsutaan ponderomotiiviseksi voimaksi. Sen vaikutusta voi-
daan verrata sahkomagneettisen sdteilyn aiheuttamaan paineeseen. Siteilypaine
on pienilld intensiteetella heikko, mutta voi nousta intensiivisissi lasersuihkuissa
hyvin merkittavaksi. Esimerkiksi laserfuusiossa valon intensiteetti on tyypillisesti
108 — 10'® W/m?. Tata vastaava siteilypaine on luokkaa 10'° N/m?. Pondero-
motiivisen voima on esimerkki epélineaarisesta efektistd, jonka vaikutus on tarkea
vasta voimakkaiden kenttien tapauksessa.

Kirjoitetaan varatun hiukkasen liikeyhtal6é voimakkaassa sahkomagneettisessa ken-
tassa (DC-kentille oletaan Eq = By = 0) o

mv = q[E(r,t) + v x B(r, t)], (2.71)

missi. viimeinen v X B-termi on epilineaarinen. Valitaan sahkdkenttd reaali-
seksi: E(r,t) = E(r) coswt. Yleensa sovellettavaa kompeksista muotoa exp(iwt)
ei voida tissd yhteydessa kayttad, koska epilineaarinen tulomuotoinen termi toisi
epifysikaalisia reaaliosia imaginaariosien tulotermeista johtuen (kts. kohta 4.1).

1. kertaluku: Unohdetaan epilineaarinen v X B-termi, joka on v/c-kertaa
pienempi kuin E-termi. Télloin liikeyhtalo (2.71) voidaan heti ratkaista

® = L fi(r,)sinwt 2.72
mv o (ro)sinwt, (2.72)
josta saadaan edelleen integroimalla

6r) = —;%;E(ro) coswt . (2.73)

2. kertaluku: Toisen kertaluvun ratkaisu loydetaan sijoittamalla liikeyhtalon
(2.71) oikealle puolelle ensimmaisen kertaluvun ratkaisut

mv(? = g[EM 4+ v(!) x B], (2.74)

missa ensimmaisen kertaluvun sahkokentta saadaan sarjakehitelmasta: E = E©4
EM + ... = E(r,) + (6r™ - V)E |,,,. Magneettivuon tiheys B on ensimmaista
kertalukua ja sille saadaan Maxwellin yhtalon (2.48) mukaan

B = -l(v x )=y, sin wt . (2.75)
w
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Kuva 2.5: Ponderomotiivisen voiman aiheuttama lasersiteen epdlineaarinen it-
sefokusoituminen plasmassa.

Nyt toisen kertaluvun liikeyhtalélle (2.74) voidaan kirjoittaa

= 1 ~
mv® = q[(&r(l) + V)E cos wt — -w-v(l) X (V x E)sin wt]

2 -~

= -1 (E - V)E cos® wt + B x (V x E)sin? wi]. (2.76)

mw?

Otetaan aikakeskiarvo nopeasti virahtelevin taajuuden w yli, jolloin saadaan
hiukkaseen vaikuttava epilineaarinen toista kertalukua oleva ponderomotiivinen
voima

Fyr =m(v?), = [(E-V)E+E x (V x E)], (2.77)

2m2

missi keskiarvoille on sijoitettu (cos® wt), = (sin’wt), = 1/2. Purkamalla yht-
16n (2.77) ristitulot: E x (V x E) = 1VE? — (E. V)E ponderomotiivisen voiman
lauseke redusoituu muotoon

2 -

i . 2
Fu =i VE?, (2.78)

Plasman tapauksessa ponderomotiivinen voima (2.78) kerrotaan hiukkastiheydel-
la ny, jolloin voimaksi tilavuusyksikkoa kohden saadaan

f -—-ﬂ(f;)V(E E) | (2.79)
NL — 2 wz 1 .'

missé w? = noq’ /meo plasmataajuus (nelié). Tuloksista (2.78) ja (2.79) nahdaén,
etta ponderomotiivinen voima tyéntaa hiukkasia kohti heikomman intensiteetin
aluetta.
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Ponderomotiivinen voima on tirked voimakkaiden sihkomagneettisten kenttien
(laser tai maser) vaikuttaessa plasmassa. Esimerkkini voidaan mainita inten-
siivisen lasersiteen itsefokusoituminen plasmassa, joka on esitetty kuvassa 2.5.
Lasersuihkulle, jolla on esimerkiksi Gaussinen kentdn profiili poikkisuunnassa,
ponderomotiivinen voima ~ —VE? vaikuttaa negatiivisen gradientin suuntaan
(ulospdin). Siten se tyontadd hiukkasia ulospdin suihkun alueelta, jolloin tiheys
no ja plasmataajuus w, pyrkivit pienemdan suihkun sisilli. Tama kasvattaa tai-
tekerrointa n* = 1 — w?/w?, miké johtaa siteen itsefokusoitumiseen, koska valo
taittuu kohti aluetta, missi on suurempi taitekerroin. Lisdvalaistusta sahkomag-
neettisten aaltojen perusominaisuuksista plasmoissa 16ytyy luvusta 4 ja erityisesti
kohdasta 4.7.
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Luku 3

Magnetohydrodynamiikka

Téassa luvussa tarkastellaan plasman kayttaytymistd tormaysten hallitsemassa ti-
lanteessa. Talloin plasmaa voidaan kuvata magnetohydrodynamiikalla (MHD),
jolla tarkoitetaan sihkod johtavan ja magneettikentdn alaisen nesteen tai kaasun
(fluid tai plasma) hydrodynamiikkaa. MHD-ilmiét ovat hitaita, matalataajui-
sia ja suurimittakaavaisia vastaaviin torméaysparametreihin verrattuna. Ilmion
aikaskaala on pitkd tormiysten viliseen aikaan verrattuna (r,w™ > v, mis-
s V. on tormaystaajuus) ja pituusskaala pitkd hiukkasten vapaaseen matkaan
nidhden (A > ).). Paikalliset varausten erottumiset ehtivit neutraloitua, joten
plasmaa voidaan pitdd yksikomponenttisena fluidina. Tastd syysta elektroni- ja
ionikomponentteja ei tarvitse kasitelld erikseen, kuten on laita nopeissa ilmiGissa.
MHD-ilmiéissa vaikuttavat samanaikaisesti hydrodynaamiset ja sihkomagneetti-
set voimat, jotka kytkevat kentat ja plasman liikkeet toisiinsa. Tarkein ryhman
magnetohydrodynamiikassa muodostavat matalataajuiset Alfvénin aallot (ruot-
salaisen Hannes Alfvénin mukaan) sekd monimuotoiset MHD-epastabiilisuudet,
jotka ovat erittdin tarkeitd fuusioplasmojen magneettisessa koossapidossa.

3.1 Magnetohydrodynamiikan perusyhtalot

Magnetohydrodynamiikka on hydrodynamiikkaa, jossa sahkomagneettiset voimat
vaikuttavat merkittivasti systeemin kayttaytymiseen. Perusyhtalot voidaan joh-
taa suoraan Vlasovin yhtilostd nopeusmomentteina. Seuraavassa kuitenkin an-
netaan MHD-teorian perusyhtdlot ja tehdain niissd tarkoituksenmukaiset app-
roksimaatiot. Suuresta torméystaajuudesta johtuen hiukkasia voidaan pitda lo-
kalisoituneina ja kussakin pisteessd voidaan maéiritelld plasman neste-elementti,
jolla on tietty massatiheys p ja virtausnopeus v.

Ensimmainen MHD-yhtaloista on jatkuvuusyhtal6 (nollas momentti)
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% 4 v-(pv) =0, 34)

joka ilmaisee massan sailymisen. Jatkuvuusyhtdléstd voidaan nopeasti todeta
massan sailyminen. Integroidaan yli suljetun tilavuuden ja kiytetiin Gaussin
lausetta, jolloin massan muuttumisnopeus vastaa massan virtausta tilavuutta
rajoittavan pinnan lapi.

Ensimmaisena nopeusmomenttina saadaan plasman liikeyhtalo

p%+p(v-V)v=—Vp+QE+ij, (3.2)
missa @) ja j ovat varaustiheys ja virtatiheys. Vasemman puolen konvektiivinen
derivaatta /0t + v - V kertoo suureen muutosnopeuden sen liikkuessa plasman
mukana, joten se antaa neste-elementin lilkemaaran kokonaismuutoksen. Oikealla
puolella ovat neste-elementtiin vaikuttavat voimat, jotka johtuvat plasman pai-
neesta, varaustiheydestd ja magneettikentastd. Yhtéalostd on jatetty pois visko-
siteettitermi (vrt. Navier-Stokesin yhtal), mika on oikeutettua, kun Reynoldsin
luku on suuri (R, = vpL/n, > 1, missa 7, on viskositeettikerroin ja L pituus-
skaala). Useimmissa tapauksissa viskositeettitermi ei ole tarkei.

Naiden lisaksi tarvitaan plasman tilanyhtald, joka sitoo plasman paineen ja ti-

heyden toisiinsa.

(54 V)(o/p") = 0 (33)

MHD-teoriassa tilan muutokset oletetaan usein adiabaattisiksi, jolloin ominais-
laimposuhteelle 4 kiytetddn arvoa 5/3. Jos tilan muutokset ovat isotermisia,
valitaan ominaislamposuhteelle v = 1.

Sahkomagneettisten efektien ottaminen huomioon vaatii Ohmin lain ja Maxwellin
yhtalét. Ohmin laki kertoo kenttien aiheuttaman virran

j=o(E+vxB), (3.4)

missd o on tormaysten madraama plasman sahkonjohtavuus (kts. kohta 3.7).

Maxwellin yhtalot puolestaan maaravat kentat, kun ldhteind toimivat varaus- ja
virtatiheys tunnetaan. Taydellisind Maxwellin yhtalot ovat

V-E=Q/e (3.5)
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V.-B=0 (3.6)

0B

VXE= -E (37)
. 10E

VXB=p°J+Z:-2m6T’ (3.8)

missd €y on tyhjon dielektrisyysvakio ja po tyhjon permeabiliteetti, joille pitee
c® = 1/eopo. Edelld esitetyt yhtalst (3.1)-(3.8) toimivat magnetohydrodynamii-
kan perusyhtaldini. Naissd tehdddn usein seuraavat yksinkertaistukset:

(i) jatetadn varaustiheystermi QE pois liikeyhtalostd (3.2), mikd on hitaille il-
midille hyvin pateva neutraalisuusolettamus. Taman jalkeen Poissonin yhtaloa

(3.5) ei tarvita.

(i) siirrosvirta eo(OE/8t) on tirked vain nopeissa ilmidissi ja se voidaan jattaa
pois Maxwellin yhtéalosta (3.8).

Téman jilkeen magnetohydrodynamiikan perusyhtilét voidaan kirjoittaa

dp

-3?+V-(pv)=0, (39)
ov p
Pa t p(v-V)v=-Vp+jxB, (3.10)
p/p" = vakio, (3.11)
j=o(E+vxB), (3.12)
V-B=0 (3.13)
0B
VXE= _E (3.14)
V x B = pj. (3.15)

Jos lisaksi Ohmin laissa (3.12) asetetaan johtavuus direttéméksi (0 = oco) saa-

daan ideaalinen MHD-teoria.

Pienennetaan MHD-yhtéldiden lukumaéraéa eliminoimalla ylla saadusta ryhmasta
virtatiheys j ja sahkokenttd E. Sijoitetaan j viimeisestdi Maxwellin yhtalosta
(3.15) plasman liikeyhtaloon (3.10), joka tulee muotoon
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p& +p(v-V)v=-Vp+ -L(V xB)x B. (3.16)
ot Ho

Vastaavasti virtatiheys voidaan eliminoida sijoittamalla j Ohmin laista (3.12)
viimeiseen Maxwellin yhtaloon: V x B = poo(E + v x B). Operoidaan V x:lla,
eliminoidaan sihkokentta E Maxwellin yhtélon (3.14) avulla ja puretaan V x V x-
operaattori, jolloin saadaan

%1?-= V’B +V x (v x B), (3.17)

missd 7 = (poo)~!. Yhtildssd (3.17) on kiytetty myos Maxwellin yhtlod (3.13)
ja lisiksi on oletettu, ettd sihkonjohtavuus ei ole paikan funktio o # o(r). Tilan-
yhtélon (3.11) avulla voidaan paine p eliminoida yhtalosta (3.16), joten jiljelld
on kolme yhtdloa (3.9), (3.16) ja (3.17), jotka sisiltavat kolme tuntematonta
suuretta p, v ja B.

Tarkastellaan ldhemmin plasman liikeyhtdlod (3.16) ja puretaan oikeanpuolen
jalkimmaisen termin roottorin ristitulo

(VxB)xB=(B-V)B - VB, (3.18)

Nyt voidaan skalaaritermien gradientit yhdistaa ja yhtals (3.16) voidaan kirjoit-
taa

ov B* 1
Por +p(v-V)v=-Y(p+ m) + ;TO(B -V)B. (3.19)

Tasta muodosta nahdaan, ettd magneettikentalld on paineeseen p verrattava vai-
kutus B?/2p,, jota kutsutaankin magneettiseksi paineeksi. Oikean puolen toinen
termi (1/u0)(B - V)B on nollasta poikkeava vain, jos voimaviivat kaartuvat tai
vuontiheys muuttuu kentin suuntaan. Tama termi aiheuttaa plasmaan jinni-
tystd kentin suunnassa. Magneettinen paine ja jinnitys ovat hyvin kuvaavia
suureita pyrittdessi ymmartamaan plasman kayttaytymistad magneettikentissa.

Magneettisesti koossapidetyille plasmoille maaritellian tarked suure nimeltdin
beeta-arvo f, joka ilmaisee plasman paineen suhteen magneettiseen paineeseen

p = 2ap (3.20)

Plasman B-arvo kertoo, kuinka tehokkaasti magneettikenttdd kaytetaan plasman
koossapitoon. Ideaalikoossapidossa # = 1, jolloin plasman ulkopuolinen mag-
neettinen paine on tasmalleen sama kuin plasman paine p eikd plasman sisilld
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ole lainkaan magneettikenttda. Yleensd osa magneettikentdsta on plasman si-
salld ja tdtd vastaava magneettinen paine yhdessi plasman paineen kanssa on
tasapainossa ulkopuolisen magneettisen paineen kanssa. Téstd syysta S—arvo jaa
kaytannossa usein paljon ykkosta pienemmaksi.

3.2 Ideaalinen MHD-teoria

Kun oletetaan plasman sihkonjohtavuus aarettomaksi (o = oco; 7 = 0), saadaan
ideaalinen MHD-teoria, jolla on tarked asema fuusioplasmojen magneettisessa
koossapidossa. Korkeassa lampétilassa, mika on tyypillista fuusioplasmoille, plas-
man johtavuus kasvaa nopeasti (¢ ~ T°%?) ja ideaalinen MHD-malli patee hyvin
(kts. kohta 3.7). Rajoituksena on MHD-teorian vaatimus tarkasteltavan ilmién
hitaudesta tormaysten véliseen aikaan verrattuna. Ideaalisessa magnetohydrody-
namiikassa Ohmin laki (3.12) korvautuu yhtalolla

E+vxB=0. (3.21)
Nyt ideaaliset MHD-yhtalot voidaan kirjoittaa

Op

Bt +V-(pv)=0, (3.22)

p% +p(v-V)v= —Vp+-}—(Vx B) xB. (3.23)
Ho

p = vakio X p7, (3.24)

%—?=Vx(va), (3.25)

Ideaalisen MHD-ryhmén viimeisessa yhtalossa (3.25) pois jatetty diffuusiotermi
7V?B on pieni, jos nk. magneettinen Reynoldsin luku on suuri

Ry = % >1, (3.26)

missa L on magneettikentdn muutosskaala ja v virtausnopeuden suuruusluokka.
Magneettinen Reynoldsin luku Rps on yksinkertaisesti yhtalon (3.17) oikean puo-
len termien suuruusluokkien suhde.

Yhtalosta (3.25) voidaan tehdé kaksi johtopaatosta:
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e Plasman mukana liikkuvan suljetun kayran lipi kulkeva magneettivuo py-
syy vakiona (osoita).

e Virtauksen mukana kulkeva neste-elementti, joka jollakin hetkelld on mag-
neettisella voimaviivalla, pysyy koko ajan samalla voimaviivalla (osoita).

Alfvén kuvasi ylld mainittuja tuloksia havainnollisesti siten, ettd magneettiset
voimaviivat ovat ”jadtyneet” kiinni plasmaan. Plasma voi virrata vapaasti ken-
tan suuntaan, mutta poikkisuuntaan kenttaviivat taipuvat plasman liikkumisen
mukana.

3.3 Magneettikentan resistiivinen diffuusio

Jos plasman tai johtavan nesteen resistiivisyys on tarpeeksi suuri, magneettinen
Reynoldsin luku jai pieneksi (Rp < 1). Talloin ensimmiinen termi yhtilén
(3.17) oikealla puolella on dominoiva ja yhtilé redusoituu muotoon

8B " :
s =1V’B, (3.27)

joka on tyypiltdin diffuusioyhtals. Se kuvaa magneettikentin tai magneettisten
voimaviivojen diffuusiota resistiivisessd plasmassa ja johtavassa nesteessi. Tasta
syysta kerrointa 7 = 1/pgo kutsutaan magneettiseksi diffuusiokertoimeksi, joka
on laheistd sukua plasman resistiivisyydelle.

Diffuusion vuoksi magneettivuon tiheys pyrkii pienenemiin johtavassa nestees-
sé. Plasman magneettisessa koossapidossa purkauksen alussa plasma on kylmaa
ja resistiivista, jolloin ulkoinen magneettikenttd pyrkii diffundoitumaan plasman
sisaan. Plasman kuumentuessa sen johtavuus kasvaa ja voimaviivat ”jaityvat”
vahitellen paikalleen plasman sisalld. Diffuusion syyni on térmiysten aiheuttama
hiukkasten ratojen (gyroliike) hairiytyminen, miki puolestaan hiiritsee magneet-
tikentdn synnyttivad virtaa sallien magneettikentin vahittiisen diffuusion.

Karakteristiselle diffuusioajalle 75 16ydetaén suuruusluokka-arvio yhtilon (3.27)
dimensiotarkastelulla

2
TR % = oo L?. (3.28)

Laboratorioplasmoissa diffuusioajat asettuvat tyypillisesti millisekuntiskaalaan,
miké johtuu padosin L*-termin pienuudesta astroplasmoihin verrattuna. Diffuu-
sioaika kasvaakin nopeasti astrofysikaalisille kappaleille. Esimerkiksi auringon
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koronassa 7p = 10'® s (3x10° vuotta). Maan sydimelle magneettikentin diffuu-
sicaika on luokkaa 30000 vuotta, mikd on liian lyhyt selittimaan maan mag-
neettikentan nykyisen tason. Tastd syystd maan magneettikentin olemassaolo
pyritadn selittdmaan muulla tavoin (dynamoteoria).

Kummassakin edelld esitetyssi esimerkissi magneettinen Reynoldsin luku on
suuri, joten systeemin tarkka kuvaaminen edellyttaa yhtalon (3.17) kayttoa. Ylei-
sessd tapauksessa (Ry ~ 1) magneettiset voimaviivat ovat edelleen kiinni plas-
massa, mutta paasevat kuitenkin diffuusion ansiosta jonkin verran luistamaan
plasman suhteen.

3.4 Magnetohydrodynaaminen tasapaino

Ideaalisen MHD-teorian mukainen tasapaino saavutetaan asettamalla aikaderi-
vaatat ja nopeus nolliksi yhtéloissd (3.22) - (3.25). Tallin paastain nk. mag-
netostaattisiin yhtaloihin

Vp=jxB; VxB=pj; V-B=0. (3.29)
Naistda nahdaan valittomasti, etta
B-Vp=j-Vp=0. (3.30)

Yhtaloiden (3.30) mukaan sekd magneettikentts etti virta ovat kohtisuorassa pai-
negradienttia vastaan. Kaytannon kolmidimensioisissa plasmoissa on aina ole-
massa painegradientti ja siten myés hyvin maaritellyt vakiopainepinnat, joita
pitkin magneettiset voimaviivat ja virta kulkevat. Kyseisid pintoja kutsutaan
magneettisiksi pinnoiksi tai vuopinnoiksi. Vaikka yhtalot (3.30) ndyttavat yk-
sinkertaisilta, on erityisesti kolmidimensioisen tasapainotilan konstruointi varsin
mutkikas tehtava. Yleensi esimerkiksi fuusiolaitteissa on jonkinasteinen symmet-
ria, mika helpottaa tasapainotilan 16ytimista.

Tarkastellaan yksinkertaisena esimerkkind lineaarisen Z-pinteen (Z-pinch) tasa-
painotilaa. Z-pinne on yksinkertaisin plasman koossapitomenetelmi, jossa sy-
linterimdisen plasmapatsaan lipi ajetaan voimakas aksiaalinen virta (z-suunta)
kuvan 3.1 mukaisesti. Virta aiheuttaa atsimutaalisen (f-suunta) magneettiken-
tan ja seurauksena syntyy j X B-voima, joka kuroo plasmaa radiaalisesti kokoon.
Magneettikentin suunta on aina sellainen, ettd kyseinen voima on radiaalisesti
sisaanpdin. Tasapainotila saavutetaan, kun plasman paine pysiyttaa j x B-voi-
man aiheuttaman kuroutumisen, miki on ilmaistuna ensimmaisessd tasapaino-
yhtaléssa (3.29).

Tasapainoyhtal6ista (3.29) saadaan eliminoimalla virta j
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Kuva 3.1: Virta ja magneettikenttd lineaarisissa Z- ja 0-pinteissa.

Vp = f(v xB)x B, (3.31)
0

joka lausuttuna sylinterikoordinaatistossa on

b __B drp)
dr — por dr (3:82)

Kerrotaan yhtalé (3.32) puolittain r2:lla ja integroidaan 0:sta siteen arvoon a.

f & iq - L aB(rB)d('rB) (3.33)

0

Suoritetaan osittaisintegrointi ja oletetaan p(a) = 0, jolloin sijoitustermi haviaa
ja saadaan

2 1, 2
2/(; rpdr = 2 a’B(a)*. (3.34)

Jos tilanyhtélossa (3.11) valitaan 4 = 1, niin plasman paine voidaan lausua muo-
dossa p = 2nkgT, missi n(= n, = n;) partikkelitiheys ja T'(= T, = T;) lampétila,
jotka oletaan samoiksi seka elektroneille etta ioneille. Oletetaan lampdtila T' va-
kioksi koko plasmassa, jolloin paastaan muotoon

na’B(a)?

2kgT N =
20

: (3.35)
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missa N = [n2xrdr partikkelilukuméiri pituusyksikkéa kohden (viivatiheys).
Maxwellin yhtél6 (3.15) sylinterikoordinaatistossa on

1d(rB)
r dr

= o (3.36)

Yhtalosta (3.36) voidaan heti ratkaista integroimalla magneettikentin arvo plas-
man pinnalla: B(a) = pol /27a, missi I = [ 27rj dr on Z-pinteen kokonaisvirta.
Sijoitetaan B(a):n lauseke yht&ldon (3.35), jolloin Z-pinteen tasapainotilalle voi-
daan kirjoittaa

pol® = 167 N kpT, (3.37)

joka tunnetaan nimelld Bennettin relaatio. W.H. Bennett tutki kuroutumisilmisi-
té (pinch) jo 1930-luvulla. Yht&ls (3.37) kertoo minkilaiseen tasapainotilaan (N
ja T) Z-pinne asettuu, kun sen lapi ajetaan tietty virta I.

Toinen lineaarinen pinnetyyppi on nk. f-pinne (6-pinch), jossa indusoidaasn at-
simutaalisuuntainen (f-suunta) virta, jolloin magneettikentisti tulee aksiaalinen
(2-suunta). Myés #-pinteessi magneettikenttd on aina sen suuntainen, etti plas-
maan kohdistuva j x B-voima on radiaalisesti sisadnpain.

3.5 MHD-epastabiilisuudet

Edellisessi kohdassa kisiteltiin plasman tasapainotilan maaraytymistd. Kun ta-
sapainotila on 16ytynyt, on ratkaistava onko se stabiili vai johtaako pieni hairié
systeemin vardhtelemiseen tai hajoamiseen eli epastabiilisuuteen. Tama on plas-
man koossapidon kannalta elintirked kysymys. Plasman epastabiilisuus ei fuu-
siosovellutuksissa ole valttamattd kohtalokasta, mikali hiirién kasvunopeus jai
riittivan hitaaksi esimerkiksi energian koossapitoaikaan nihden tai tuloksena on
varahtelevi tila kahden tasapainoaseman vililli. Kuvassa 3.2 on esitetty erilaisia
tasapainotiloja ja niiden stabiilisuusominaisuuksien mekaaniset analogiat.

Epastabiilisuuksia ajavat voimat ovat seurausta plasman virta- ja painegradien-
teista yhdistettyna magneettikentin epasuotuisaan kaarevuuteen. MHD-moodeja
stabiloivia efekteji ovat (i) voimaviivojen taipuminen, jota vastustaa magneetti-
nen jannitys, (ii) voimaviivojen puristuminen, joka lisii puristusta vastustavaa
magneettista painetta seké (iii) kenttaviivojen suotuisa kaarevuus painegradient-
tia vastaan (kts. kuva 3.3).

Yleisin menetelmé stabiilisuustarkasteluissa on pienen hiirion lisiiminen tasa-
painotilaan. Systeemin yhtdlot linearisoidaan pienen hiirion suhteen, ts. hairio-
suureen neli6lliset termit jitetddn mitattomina pois. Linearisoidussa systeemis-
sa voidaan héirion aikariippuvuudelle olettaa exp(—iwt). Tama johtaa paikasta

37



= I\

Cc

TABLE (METASTABLE)
NOEAUILIBRIUK AR EQUILIBRIUM
/
7
4
5 E

UNSTABLE EQUILIBRIUM

EQUILIBRIUM WITH

LINEAR INSTABILITY
Y AND NONLINEAR

INSTABILIT sl

EQUILIBRIUM WITH LINEAR
STABILITY AND NONLINEAR

Kuva 3.2: Mekaaniset analogiat eri tasapaino- ja stabiilisuustyypeille.

riippuvaan ominaisarvo-ongelmaan, jossa ominaisarvona on w?. Riippuen ominai-
sarvon merkistd saadaan joko varahtelevid, vaimenevia (stabiileja) tai kasvavia
(epastabiileja) ratkaisuja.

Tarkastellaan seuraavaksi ideaalisen MHD-tasapainon stabiilisuutta. Kirjoitetaan
suureille

P=pPo+P1; P=po+tpr; B=Bg+By; v=v,,

missé tasapainoarvoa on merkitty alaindeksilld ”0” ja alaindeksi ”1” viittaa pie-
neen hairiéon, jolle oletetaan (p; < po, jne). Tasapainotilan

suureet ovat tunnettuja paikan funktiota. Virtausnopeuden v tasapainoarvo on
nolla. Sijoitetaan ylld olevat suureet ideaalisiin MHD-yhtéaléihin (3.22)-(3.25) ja
suoritetaan linearisointi. Taman jalkeen saadaan hairidsuureille yhtalot

Op:

"5;" + (V]_ . V)Po + ‘rpoV vy =0 (338)
v, 1
% =V x (vi x Byg). (3.40)
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Kuva 3.3: Magneettikentin MHD-epastabiilisuuksia stabiloivia efekteja: (a) voi-
mavitvojen taipuminen, (b) voimaviivojen puristuminen, (c) voimaviivojen suo-
tuisa kaarevuus.

Merkitiin plasman neste-elementin poikkeamaa tasapainoasemastaan rg vekto-
rilla: &(rg,t) = r — ry, jolloin nopeudelle voidaan kirjoittaa v; = 9¢/0t. Nyt
yhtalst (3.38)-(3.40) voidaan lausua £:n avulla

Pr=—({-V)po—7poV - & (3.41)

B, =V x (¢ x Bo). (3.42)
¢ 1

Pog = -Vp, + ;[(V x By) x Bo + (V x By) x B4] (3.43)

Oletetaan hairion aikariippuvuudeksi exp(—iwt) ja sijoitetaan p; yhtalosta (3.41)
ja B, yhtalosta (3.42) yhtaloon (3.43), jolloin paastaan muotoon

— pow?&(ro,w) = F[€(ro,w)], (3.44)

missa F' on lineaarinen differentiaalioperaattori. (3.44) méarittelee yhtaldn siirty-
malle §. Kun systeemin reunaehdot on kiinnitetty, yhtalo (3.44) on ominaisarvo-
tyyppia, joka maarad mahdolliset ominaisarvot w?. Jos kaikki ominaisarvot ovat
positiivisia (w? > 0), ratkaisut ovat virahtelevid ja systeemi on stabiili. Mikali
joku ominaisarvoista on negatiivinen (w? < 0), niin tita vastaava £:n ratkaisu on
eksponentiaalisesti kasvava, joten kyseessa on epastabiilisuus.

Edella esitetty tarkastelu perustui hiiriGteoriaan, jossa hairié oletettiin pieneksi
ja yhtdlot voitiin linearisoida. Hairidteoria kertoo vain epastabiilisuuden luon-
teen tai tyypin. Hairion kasvun my6ta linearisoitu ratkaisu ei enad pade, koska
epalineaariset seuraavan kertaluvun termit tulisi ottaa myds huomioon. Siten
ideaalisten MHD-epistabiilisuuksien saturaatiokysymysten ratkaisu vaatii epali-
neaaristen yhtaldiden (3.22)-(3.25) kasittelya.
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Kuva 3.4: Z-pinneplasman makkara- (m = 0) ja mutkaepastabiilisuudet (m = 1).
Plasman sisdlla olevalla pitkittdiselld magneettikentalld on stabiloiva vaikutus.

Esimerkkind MHD-epastabiilisuuksista voidaan mainita edella esitetyn Z-pinne-
plasman makkara- ja mutkaepastabiilisuudet (sausage and kink instability), joita
on havainnollistettu kuvassa 3.4. Sylinterikoordinaatistossa voidaan plasman siir-
tyma esittid muodossa £(r)exp(ikz + imf), missi m on kokonaisluku.

Sylinterisymmetrisessa tapauksessa m = 0 saadaan makkaraepastabiilisuus, joka
on helppo ymmartaa kvalitatiivisesti. Jos plasma kuroutuu paikallisesti, niin plas-
man pinnalla oleva magneettivuon tiheys kasvaa kuten B = I/2wpor ja plasmaa
kurova magneettinen paine kasvaa entisestiin, mika pyrkii kuromaan plasmaa li-
sad. Siten tasapainotilaan tullut pieni hairié (kuroutuma) léhtee kasvamaan. Jos
plasman sisilld on aksiaalinen magneettikenttd (synnytetty ulkoisilla keloilla), se
pyrkii stabiloimaan m = 0 moodin. Tidmi johtuu siitd, ettd plasman kuroutu-
minen kuroo myos sisalld olevat plasmaan ”jaatyneet” voimaviivat ja sisdinen
magneettisen paineen kasvu pysdyttid kuroutumisen.

Mutkaepastabiilisuudelle (moodi m = 1) patee samantyyppinen selitys. Plasma-
sylinterin taipuminen lisad magneettivuon tiheytta koveralla puolella ja vahentaa
sita kuperalla puolella. Tama johtaa magneettisen paineen lisiantymiseen kove-
ralla puolella ja plasma pyrkii taipumaan yhi lisid. Myds moodin m = 1 ta-
pauksessa plasmaan ulkopuolisesti synnytetty aksiaalinen magneettikentta pyrkii
stabiloimaan taipumisen. Stabiloiva voima on seurausta voimaviivojen taivutta-
misen aiheuttamasta magneettisesta jannityksesta, joka vastustaa voimaviivojen
taipumista.

3.6 Magnetohydrodynaamiset aallot

Tarkastellaan tdman luvun lopuksi matalataajuisia MHD-aaltoja ideaalisen teo-
rian (&dreton johtavuus) pohjalta. Lahtokohtana on hiiridteoreettinen kisittely
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kuten MHD-epistabiilisuuksien kohdalla. Talld kerralla ei kuitenkaan tarkas-
tella hiirin kasvua vaan oletetaan homogeeninen (po ja Bo vakioita) virraton
plasma ja pyritadn selvittimiin pieniamplitudisen aallon etenemisominaisuuk-
sia tillaisessa plasmassa. Lihdetdin suoraan linearisoiduista yhtaloista (3.41)-
(8.43), jotka homogeenisen plasman tapauksessa redusoituvat muotoon

B1 = V'K (€ X Bo) z (3.45)

2

PO%t_S =V(ypV - §) + i(v ® Bl) X Bo. (3.46)

Sijoitetaan hairiosuureille tasoaaltoyrite!, joka on muotoa exp(ik - r —iwt), missa
k on aallon aaltovektori ja w on aallon kulmataajuus. Talldin derivaatat kor-
vautuvat: /8t — —iw ja V — ik ja osittaisdifferentiaaliyhtalot (3.45)—(3.46)
muuttuvat algebrallisiksi yhtal6iksi

B]_ =1k X (e X BQ) . (3.47)
— = Kok B4 i(ik % B,) x By. (3.48)

Oletetaan magneettikenttd B, z—akselin suuntaiseksi ja olkoon @ aaltovektorin
k ja kentin B, vilinen kulma. Sijoitetaan B; yhtalostd (3.47) yhtaloon (3.48)
ja otetaan skalaaritulo vuorotellen k:n, z:n ja (k X z):n suhteen, jolloin saadaan
kolme yhtaloa

w?(€ - k) = K*(€ - k) — vE k3¢, cos 6 + viKA(€ - k) (3.49)
w?€, = c’k(€ - k) cos (3.50)
(w? —vik*cos’O)(k x z) - £ =0, (3.51)

missi ¢ = ypo/po on danennopeus ja vi = B2/popo tunnetaan nimelld Alfvénin
nopeus. Viimeisesta yhtalosta nihdaan heti, etta ei-triviaalille ratkaisulle (£ # 0)
taytyy patea

w? = k*v% cos® 4, (3.52)

liasoaalloista tarkemmin seuraavan luvun kohdassa 4.1
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joka kertoo aallon taajuuden w ja aaltoluvun k vélisen yhteyden. Yleisesti tal-
laista riippuvuutta w = w(k) tai f(k,w) = 0 kutsutaan dispersiorelaatioksi. Yh-
talosta (3.51) havaitaan, ettd plasman siirtymd ¢ on suunnassa k x z eli koh-
tisuorassa sekd magneettikenttdd ettd aaltovektoria vastaan. Kyseinen moodi
tunnetaan nimelld Alfvénin aalto.

Yhtaldista (3.49) ja (3.50) voidaan (k- ) ja €, eliminoida, jolloin saadaan toisen
asteen yhtalo w?lle. Nyt tulee (k- £) olla nollasta poikkeava. Téméan ratkaisu
antaa

w? = (k?/2){v} + ¢ + [(v% + &)? — 4wt cos? 6]'/2} . (3.53)

Tasta dispersiorelaatiosta saadaan kaksi ratkaisua, joita nimitetadn nopeaksi (+)
ja hitaaksi (-) magnetosoniseksi aalloksi. Kenttid vastaan kohtisuoraan etene-
vissd tapauksessa cosf = 0 saadaan vain nopea aalto, jolle w? = k%(v% + c2).
Koska ¢, = 0, on plasman liike aallon etenemissuuntaan eli aalto on pitkittainen.
Kentin suuntaan (cosd = 1) eteneville hitaalle aallolle saadaan w? = k?v%, joka
on puhtaasti poikittainen. Nopean aallon dispersiorelaatio w? = k%c? ei riipu
lainkaan magneettikentastd. Tama johtuu siitd, ettd nopea aalto on pitkittainen
eli tassd tapauksessa plasman siirtyméit ovat myo6s magneettikentin suunnassa
eivatka siten riipu kentasta.

3.7 Coulombin tormaykset

Neutraalien atomien tai elektronin ja atomin tormatessid voimien vaikutus ta-
pahtuu paikallisesti ja tormays on hyvin maéritelty biljardipallotyyppinen ta-
pahtuma. Elektronin tormatessd positiivisesti varattuun ioniin, se kokee pitkin
kantaman Coulombin voiman jo kaukaa ja muuttaa suuntaansa viahitellen kuvan
3.5) mukaisesti. Arvioidaan seuraavassa tormaysvaikutusalan ja tormaystaajuu-
den suuruusluokat yksinkertaistetulla mallilla. Olkoon elektronin nopeus v ja g
elektronin ja ionin valinen lyhyin etiisyys, jota kutsutaan térmiysparametriksi
(impact parameter). Coulombin voima F' = g.¢;/4weor? vaikuttaa elektroniin
likipitden ajan T ~ ro/v. Nyt voidaan kirjoittaa elektronin impulssin muutos
tormayksessa

§(mev) = |FT| o~ —2&_ (3.54)

dmegrov

Arvioidaan tormaysvaikutusala suurikulmaiselle tormaykselle, jossa x < 7/2 ja
impulssin muutos itse impulssin m.v luokkaa. Jos merkitidn 8(m.v) ~ m.v,
voidaan (3.54):n mukaan torméysparametri ratkaista

s 9eqi
To = __4rsom¢vz . (3.55)
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Kuva 3.5: Elektronin rata sen ohittaessa positiivisesti varatun ionin.

Nyt saadaan tormaysvaikutusalaksi

2 g:q}
O =TTy = m 3 (356)

ja elektronin tdrmaystaajuudeksi elektroni-ioni-térmayksessa

ngeq?
Vei = MOV = W . (3.57)

Korvataan nopeus elektronin termiselld nopeudella (kpT./m.)"/?, joka tuo tor-
maystaajuuden lampétilariippuvuuden nakyviin

2,2
Vei = el : (3.58)
16medme’ (kpT.)3/?

Tormaystaajuuden lausekkeesta nahdain, etta v,; pienenee voimakkaasti kor-
keissa lampoétiloissa. Tamé johtuu yksinkertaisesti siitd, ettd suurissa limpoti-
loissa elektronien nopeudet kasvavat eivatka ne kaarru enda yhta voimakkaasti
ionin kentassa, koska ne ovat vihemmaén aikaa vahvan Coulombin voiman vaiku-
tuspiirissa.

Edelld esitetty tarkastelu péti yhdelle suurikulmaiselle sironnalle. Kiytinnos-
sa ionin pitkin kantaman Coulombin voima aiheuttaa lukuisia pienikulmaisia
poikkeamia, joiden kumulatiivinen vaikutus nakyy suurikulmaisena tormaykse-
nd. Jos tama otetaan huomioon, korvataan edelld saatu térmaystaajuus (3.58)
lausekkeella

ngeqi ln A
V=
16me2mi/*(kpT.)*/?

(3.59)
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missd In A = (Ap/ro) on nk. Coulombin logaritmi. Tyypillisissi laboratorio- ja
fuusioplasmoissa In A ~ 10 — 20.

Térmaysten aiheuttaman kitkan perusteella voidaan arvioida plasman resistiivi-

syys, josta sahkonjohtavuudelle o saadaan

_ PG 16med(kpT.)*/? (3.60)
T Ml gegim2lnA ’

Myés plasman johtavuudessa on sama voimakas lampétilariippuvuus kuin t6rma-
ystaajuudessa. Tiastd johtuen ei tokamakeissa paasta puhtaalla virran aiheutta-
malla resistiiviselld kuumennuksella yli 5 keV:n lampétiloihin.ee
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Luku 4

Aallot kylmassa plasmassa

4.1 Aaltoihin liittyvia kasitteita

A. Tasoaalto: Tasoaallolla tarkoitetaan kenttdi, jonka aika- ja paikkariippuvuus
on muotoa

U(r,t) = Ae'kT-wn), (4.1)

Fysikaalinen kenttd on V¥:n reaaliosa. ¥ esittaa aaltoa, jonka amplitudi on A,
aallonpituus A = 27 /k ja kulmataajuus on w. Plasmafysiikassa kulmataajuutta
w nimitetddn usein vain taajuudeksi, joka tarkasti ottaen on v = w/27. Aallon
vakiovaihepinnat etenevit aaltovektorin k suuntaan vaihenopeudella: v, = w/k.

Yhtalo, jonka ratkaisua tasoaalto esittdd, asettaa yleensa funktionaalisen riippu-
vuuden aaltovektorin k ja kulmataajuuden w valille

w=wk), flw,k)=0, k= k(w,fc),

jota kutsutaan dispersiorelaatioksi. Tasoaaltoyritteen (4.1) sijoittaminen korvaa
derivointioperaatiot seuraavasti: 8/0t — —iw ja V — ik, ja yhtalot muuttuvat
algebrallisiksi (vrt. kohta 3.6). On muistettava, ettd tasoaaltoyritetta (4.1) voi-
daan soveltaa vain lineaarisiin systeemeihin. Mikali systeemissa on tulomuotoisia
termeja, saadaan epifysikaalisia reaalisia ratkaisuja seurauksena imaginaariosien
tuloista. Epalineaarisissa ongelmissa tasoaaltoyrite on valittava reaaliseksi — esi-
merkiksi cos(kz — wt) tai (¥ + ¥*)/2, missdé ¥U* on (4.1):n kompleksikonjugaatti.

B. Aaltopaketti ja ryhméanopeus: Kiytinnossa esiintyvilld aalloilla kulma-
taajuus w ja aaltoluku k ovat jakaantuneet jollekin alueelle. Jos w ja k ovat ja-
kaantuneet diskreetisti, aalto voidaan esittdd summana tasoaaltoja (vrt. Fourier
sarja). Mikali kulmataajuus ja aaltoluku ovat jakaantuneet jatkuvasti voidaan
aalto esittid integraalina (vrt. Fourier-muunnos)
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U(z,t) = \/_I'E / ‘: a(k)e k=) gk (4.2)

Ratkaisua (4.2) kutsutaan aaltopaketiksi. Yksinkertaisuuden vuoksi esimerkkind
on l-dimensioinen tapaus. Asettamalla ¢ = 0 havaitaan, etta kerroin a(k) on
alkuhetkelld vallitsevan kentan ¥(z,0) Fourier-muunnos

a(k) = \/— ‘I’(z, )et=#*2) dz (4.3)

Tutkitaan aaltopaketin kehitystd ajan funktiona olettamalla, ettd aaltoluvun k
arvot ovat keskittyneet arvon ko liheisyyteen. Kehitetaan w(k) Taylorin sarjaksi
ja otetaan huomioon vain ensimmaiset termit

w(k) >~ wo + (k — ko)vy +

missd wo = w(ko) ja v, = (dw/dk)k=k,. Sijoitetaan w(k):n kehitelma aaltopaket-
tiin (4.2)

U(z,t) =~ a(k)e '(kz wot—vgkt+vgkot) Jp.

\/_/

- > e:(kov,-wu)t /w a(k)ei(kz—v,kt) dk
VvV aT —00
= U(z - v,t,0)ekovo—wolt

Ylld saadun ratkaisun mukaan aaltopaketti etenee muotoaan muuttamatta no-
peudella v,, jota kutsutaan ryhminopeudeksi. Yleisesti ryhminopeus voidaan
esittad muodossa

Vg = (%) - (4.4)

Ryhménopeuden v, ja vaihenopeuden v, vililld vallitsee yhteys

dvgh
d\ -’

d
vg=_=—_ oh +k:£h=vpb—'A

(4.5)

Riippuen vaihenopeuden derivaatasta voidaan erottaa kolme perustapausta
dvpp/dd =0 = w,=1v,, valiaine ei-dispersiivinen
dvyp/dX >0 = v, <wp viliaine normaalisti dispersiivinen
dvph/dXA <0 = v, > vy, viliaine anomaalisesti dispersiivinen
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VA

Uph = V4 cOs b

Kuva 4.1: Dispersiorelaatiota w? = k?v% cos? § (Alfvénin aallot) vastaava aalto-
normaalipinta.

C. Aaltonormaalipinta: Tarkastellaan dispersiorelaatiota k = k(w, f:) tietylla
taajuudella w, jolloin aaltoluku k on vield etenemissuuntansa k funktio (k) on k:n
suuntainen yksikkovektori). Aaltonormaalipinta on k:n suuntaisen ja v, pituisen
vektorin kirkipisteen ura. Siten aaltonormaalipinta on vektorin v, polaarikuvio
(kts. kuvan 4.1 esimerkkitapaus)

wk

~ %D (4.6)

Vph

Aaltonormaalipinnan sijasta voidaan kiyttas taitekerroinpintaa, joka on vektorin
n = [ck(w,k)/w]k polaarikuvio. Skalaarisuuretta n = kc/w kutsutaan taiteker-
toimeksi.

D. Aallon energiavirtaus: Aallon energiavirtausta kylméassa plasmassa kuvaa
Poyntingin vektori S = (1/uo)E x B. Koska Poyntingin vektori on tulomuotoa,
on lahdettava tasoaallon reaaliosista, ts.

S(r,2) = iRe{Ee‘(k'r_"")} « Re{Beikr-0)} (4.7)

Tasoaallon energiavuo saadaan ottamalla aikakeskiarvo periodin yli Poyntingin
vektorista

(S(r)) = 2_;038{(53- x B)eile-k)T} | (4.8)

missa * tarkoittaa kompleksikonjugaattia. Tasoaallolle kolmas Maxwellin yhtalo
(3.7) redusoituu algebralliseksi: k X E = wB, jonka avulla voidaan magneetti-
vuon tiheys B eliminoida energiavuosta (4.8). Suure E* X (k x E) on reaalinen,

joten
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(S(r)) = ﬁm x (k x E)Re{ke'®-¥")7} (4.9)

Nyt voidaan erottaa seuraavat tapaukset:

k on reaalinen (Im{k} = 0) = amplitudi = vakio; (S) = vakio: aalto etenee
k imaginaarinen (Im{k} > 0) = amplitudi pienenee; (S) = 0: aalto haipyy

k kompleksinen (Im{k} > 0) = amplitudi ja (S) pienenevit: aalto vaimenee.

Haipyvassa (evanescent) tapauksessa aalto ei voi edetd, mikd yleensd merkit-
see aallon heijastumista. Vaimenevassa tapauksessa aallon energiaa absorboituu
plasmaan.

E. Terminologiaa: Aaltoa sanotaan mekaanisesti pitkittdiseksi, kun hiukkasten
kollektiivinen liike tapahtuu aallon etenemissuunnassa k. Jos hiukkasliike tapah-
tuu kohtisuorassa suunnassa aallon etenemissuuntaan k nahden, aaltoa kutsutaan
mekaanisesti poikittaiseksi.

Aalto on sahkdisesti pitkittdinen, kun aallon varahteleva sahkokenttd on k:n
suuntaan (E || k). Talldin tasoaaltotapauksessa kolmas Maxwellin yhtals (3.7)
antaa B = (k X E)/w = 0, eli aaltoon ei liity lainkaan magneettista komponettia.
Siksi sahkoisesti pitkittdistd aaltoa kutsutaan myos sahkostaattiseksi aalloksi.
Séhkaisesti poikittainen aalto on sihkomagneettinen, koska nyt aallon magneet-
tinen komponentti on nollasta eroava ja kentille pitee B L E | k. Aalto voi
olla myo6s sekamoodi, jolla on seka pitkittdinen ettd poikittainen sahkokentan
komponentti.

4.2 Itseiskonsistentti kentta

Edellisen luvun lopussa kasiteltiin matalataajuisia aaltoja, joita voitiin kuvata
magnetohydrodynaamisesti. Matalasta taajuudesta johtuen plasma pysyi paikal-
lisesti neutraalina ts. elektronit ja ionit liikkuivat yhdessé ja aallot muistuttivat
hydrodynaamisia aaltoja lisattyna johtavuuden ja magneettikentan tuomilla lisa-
piirteilld. Suurilla taajuuksilla tilanne muuttuu ja elektronit kevyempina voivat
varahdelld kenttien mukana raskaiden ionien pysyessa lahes paikallaan.

Ajatellaan plasmaan synnytettyd sihkomagneettista (SM) aaltoa, joka saa hiuk-
kaset varahtelemdin, jolloin ne joutuvat kiihtyvaan liikkeeseen. Varattujen hiuk-
kasten liike ja sédteily vaikuttavat SM-aaltoon, minka seurauksena syntyy itseis-
konsistentti (itseytyvid) kenttd. Talld tarkoitetaan kenttda, joka saa hiukkaset
varahtelemdin siten, ettd hiukkasten sateilykenttd muodostaa kyseisen kentan.
Kaytanndssa itseiskonsistetti kenttd maaraytyy seuraavasti: Kentit E ja B Li-
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Kuva 4.2: Iiseiskonsistentts ;kenttfi.

keyhtaloissd maaraavat varausten g liikkeen ja virran j. Nama toimivat Maxwel-
lin yhtaldissa lahteind kentille E ja B, jotka merkitdan samoiksi, mista lahdettiin
liikkeelle.

4.3 Approksimaatiot ja perusyhtalot

Tarkasti kuvattuna plasman sahkémagneettinen kenttd muodostuu varattujen
partikkelien mikroskooppisista kentan fluktuaatioista. Kenttd on kuitenkin tar-
koituksenmukaista kuvata tasoitetulla eli efektiivisells kentélla, jonka kaikki hiuk-
kaset keskimairin kokevat. Tasoitetun kentan kiyttd on oikeutettua, jos Debye-
pallossa on paljon hiukkasia ts. A}, > 1 ja tutkittavan aallon taajuus on paljon
suurempi kuin hiukkasten vilinen tormaystaajuus (w > v.).

Plasmaa pidetain kaksikomponenttisena "fluidina” (elektronit ja ionit), jonka
kummallekin komponentille méaaritelldan paikallisesti keskimaarainen hiukkasti-
heys n.(r,t) ja n;(r,t) seki virtausnopeudet v,(r,t) ja vi(r,t). Némé ovat hyvin
madriteltyjd, jos tarkasteltavan moodin aallonpituus on paljon suurempi kuin
hiukkasten valinen keskimé#iriinen etdisyys (A 3> n~'/*). Piinvastoin kuin mag-
netohydrodynamiikassa kaksikomponettisuus sallii varausten erottumisen paikal-
lisesti ja mahdollistaa siksi myds suurtaajuiset vardhtelyt plasmassa.

Plasman kylmyydelld tarkoitetaan sitd, ettd hiukkasten termiset nopeudet ovat
paljon pienempia kuin plasmassa tapahtuviin kollektiivisiin ilmiéihin liittyvat no-
peudet (esim. aallon vaihenopeus) ts. v, = (kpT/m)*? < vy, ja plasman ai-
heuttamat painevaikutukset ovat heikkoja sahkomagneettisen Lorentzin voiman
rinnalla: |Vp| < |gn(E + v x B)|. Tassa luvussa plasmaa pidetdin homogeeni-
sena eli aallonpituus on paljon pienempi kuin plasman epdhomogeenisuusskaala.

Aalto oletetaan pieneksi hairioksi ja jatkuvuus- ja liikeyhtdlst (3.1) (3.2) mo-
lemmille plasman komponenteille linearisoidaan. Maxwellin yhtalst (3.5)-(3.8)
ovat lineaarisia, joten ne voidaan ottaa kiayttoon sellaisinaan. Lepotilassa plasma
on varausneutraali (g.meo + ginio = 0) ja virtausnopeudet v.o ja Vo ovat nollia.
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Ainoa vaikuttava kenttd lepotilassa on ulkoinen staattinen magneettikenttd By.
Aaltoon liittyvat suureet E, B, j ja @ oletetaan pieniksi hairidiksi. Maxwellin
yhtéldiden (3.5)-(3.8) lihdetermit varaustiheys @ ja virtatiheys j voidaan nyt
kirjoittaa

Qr,t) = 3. qn(rt) (4.10)
i(r,t) = E gana(r,t)v,(r,t), (4.11)

missa alaindeksi s ilmaisee hiukkaslajin (elektronit, ionit). Jos hiukkastiheys si-
saltidd tasapainoarvonsa n,q lisiksi pienen hiirion, niin virtatiheyteen tulee line-
aarisen termin ¢,n,ov, lisiksi myds epalineaarinen toisen kertaluvun termi, joka
jatetadn pois.

Linearisoidaan jatkuvuusyhtald (3.1) ja liikeyhtdls (3.2) komponenteittain

%—-’- +n,V:v,=0 (4.12)
o, _ 4
ot — -:T‘(E + v, X Bo) . (413)

Jatkuvuusyhtilosta (4.12) ja méaaritelmista (4.10) ja (4.11) nahdaan valittomasti
myos varauksen sailymislaki

9Q _
V-] 3_ (4.14)

Kerrotaan linearisoitu hlkeyhta.lo (4.13) tekijalla g,m,o, jolloin se saadaan muo-
toon

= ew,E+ Qj, x b, (4.15)
missa
Wy = o[ L0 (4.16)
£= €M, )

on s-komponentin plasmataajuus seka
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q, = 2Po (4.17)

on s-komponentin gyrotaajuus (syklotronitaajuus) ja b on ulkoisen magneetti-
kentin B, suuntainen yksikkévektori.

Valitaan hairiosuureille tasoaaltoyrite, jonka aika- ja paikkariippuvuus on tyyp-
pia: E(r,t) = Eexp[i(k - r — wt)], missi E on tasoaallon amplitudi. Nyt osit-
taisdifferentiaaliyhtélot muuttuvat algebralliseksi systeemiksi suureiden amplitu-
deille, koska eksponenttitekija supistuu pois. Maxwellin (3.5)—(3.8) yhtélot redu-
soituvat muotoon

k-E=—% (4.18)
k-B=0 (4.19)
kxE=wB (4.20)
k x B = —ipqj - -c‘%E (4.21)

Liikeyhtélosta saadaan tasoaaltoyritteella
— iwj, = W, E + Qj, x b. (4.22)

Varauksen sailymislaki (4.14) pelkistyy tasoaaltotapauksessa yhtéloksi k-j =
w@. Yhdistamalld tdma Maxwellin yhtalon (4.18) kanssa eliminoituu varausti-
heys @ pois

k- (E+—j)=0. (4.23)
€W

4.4 Johtavuus- ja dielektrisyystensori

Plasman s-komponentin johtavuus kertoo minkalainen virta j, syntyy sihkoken-
tissd B. Liikeyhtilosta (4.22) havaitaan, ettd se antaa suoraan kadnteisen muo-
don, joka voidaan kirjoittaa tensorimuodossa E = o'.j (totea kirjoittamalla
liikeyhtalo (4.22) komponenttimuodossa), missa
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1 —w =8, 0
oll=—0r| @ =—iw 0 |, (4.24)
““pe\ 0 0 —iw

kun ulkoinen magneettikenttd By on valittu z—akselin suuntaan (b || z). Suorite-
taan matriisin kaantiminen, jolloin saadaan s—komponentin johtavuustensori

2 1 i, /w 0
o, = itggw—E— | —iQ,/w 1 0 4 (4.25)
. 0 0 1-90%w?

joka antaa s-komponentin virran sahkokentassa, ts. j, = o,-E. Kokonaisvirta
saadaan laskemalla plasmakomponenttien virrat yhteen

=Y L=().o)E = o= #. (4.26)

=ed - s=e,i s=e,

Edella esitetysta tarkastelusta havaitaan, ettd plasman johtavuus on tensorisuure.
Tama on seurausta siita, ettd ulkoisessa magneettikentdssa oleva plasma ei ole
isotrooppinen. Hiukkasten liike on vapaata magneettikentan suunnassa, mutta
niiden liike on rajoitettua magneettikenttad vastaan kohtisuorassa tasossa. Siksi
on ymmarrettivaa, ettd sahkokentin synnyttdma virta muodostuu erilaiseksi
riippuen sahkékentin suunnasta (E || B, tai E L By). Jos asetetaan By = 0
(2, = 0), niin plasmasta tulee johtavuusmielessd isotrooppinen. Tilld rajalla
s-komponentin liikeyhtdlé (4.22) redusoituu hyvin yksinkertaiseksi

2
W,

—iwj, =w’6E = o,=ie21=0,1, 4.27
ps w

missd 1 on yksikkématriisi. Nahdaan siis, ettd magneettikentattomassa plas-
massa johtavuustensori korvautuu skalaarijohtavuudella o, = igw},/w ja virta
kulkee sahkokentin suuntaan.

Maaritellaan johtavuustensorin avulla plasman dielektrisyystensori e:

e=1+Lcr, (4.28)
weg .

joka kylman plasman approksimaatiossa on muotoa

S —iD 0
e=|iD S o], (4.29)
0 0 P
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missa elementit S, P ja D ovat

S=1-— ‘_“.w“_P_z —‘Qf (4.30)
w?,
P=1- 2 'L—:? (4.31)
Q,w?
— 4 x *
D ,=§¢,,- w—P—(wz —7) (4.32)

Dielektrisyystensorista (4.29) havaitaan seuraavat ominaisuudet:

® ¢f; = ¢; eli € on hermiittinen, mikd merkitsee, ettd systeemi on haviéton
(térmaykset jatetty huomiotta).

o ¢;(—By) = €;(By) eli magneettikentdn kadntaminen vastakkaiseen suun-
taan muuttaa vain hiukkasen kiertosuuntaa.

e P-elementti ei riipu lainkaan magneettikentdstd. Tama voidaan ymmartaa,
koska magneettikenttd ei vaikuta partikkelin liikkeeseen kentan suunnassa.

4.5 Yleinen dispersiorelaatio

Edella johdettiin yksinkertainen riippuvuus plasman makroskooppisen virran j ja
sahkokentan E valilld. Haetaan itseiskonsistentti ratkaisu seuraavasti: kentta E’
aiheuttaa virran j, joka toimii Maxwellin yhtaloissa lahteena kentille E, jonka
tulee olla sama kuin kenttad E'.

E’ (johtavuus) — j (Maxwell) - E
1 .
Matemaattisesti itseiskonsistentti ratkaisu loydetaan sijoittamalla relaatio j =

o-E Fourier-muunnettuihin Maxwellin yhtaloihin (4.18)-(4.21), jotka tulevat muo-
toon

k-(¢:E) = 0 (4.33)

k-B=0 (4.34)
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k xE = wB | (4.35)
kxB = —-:—2(5-15:). (4.36)

Ylldolevat yhtalot paljastavat myés miksi dielektrisyystensorin € kiaytto johta-
vuustensorin o sijasta on perusteltua. Jos suoritetaan k:n pistetulo kahden vii-
meisen yhtalon (4.35) ja (4.36) kanssa, havaitaan, ettd kaksi ensimmaista yhtaloa
(4.33) ja (4.34) toteutuvat identtisesti eikd niitd tarvita tasoaaltotapauksessa.
Eliminoidaan seuraavaksi magneettivuon tiheys B yhtaloista (4.35) ja (4.36), jol-
loin

2
kx(k x E) + %G.E =0. (4.37)

Téma voidaan lausua taitekertoimen n = kc/w avulla
[n*(kk — 1)+ €.E=0, (4.38)

missé k on k:n suuntainen yksikkévektori ja kk on dyaditulo. Relaatio (4.38)
maarittad yhtaloryhman sihkokentin komponenteille E,, E, ja E,, joille saadaan
nollasta poikkeava ei-triviaali ratkaisu vain siina tapauksessa, kun kerroinmatrii-
sin determinantti haviaa, eli

det |n?(kk — 1) + e(w)| = 0. (4.39)

Nain saatiin yleinen dispersiorelaatio, joka maaraa aallon taajuden w ja aalto-
vektorin k vilisen yhteyden. Lisaksi voidaan ratkaista kentan E polarisaatio ja
vastaavat aallon magneettikentin B komponentit yhtalon (4.35) kautta.

Yhtélon (4.39) yleisyydelld tarkoitetaan sita, ettd dielektrisyystensorin ominai-
suuksia ei huomioitu dispersiorelaatiota johdettaessa. Tastd syystd dielektri-
syystensori € voidaan erikseen maarittad kutakin tapausta varten, jonka jalkeen
dispersiorelaatio saadaan ylld olevasta kaavasta (4.39). Esimerkiksi kineettisen
teorian mukainen dielektrisyystensori on paljon yleisempi kuin edelld johdettu
tensori (4.29) kylman plasman tapaukselle, mutta dispersiorelaatio on yhtalon
(4.39) mukainen.

Tassd luvussa kasitellidn plasma-aaltoja kylméssd plasmassa, joten dispersio-
relaatioon (4.39) sijoitetaan kylman ja térméyksettémén plasman dielektrisyys-
tensori (4.29). Kylmyyshin merkitsi, ettd hiukkasten termiset nopeudet ovat
mitdttomia plasman kollektiivisiin nopeuksiin verrattuna ja lisiksi plasman pai-
nevaikutukset ovat merkityksettoman pienid. Torméayksettomyydesta seuraa, et-
ta systeemissd ei ole lainkaan havicita. Téalloin dielektrisyystensori € todettiin

54



hermiittiseksi, jolloin n? on reaalinen ja siten taitekerroin n on joko reaalinen tai
puhtaasti imaginaarinen. Naita vastaavat tapaukset ovat eteneva aalto ja hdipyva
aalto. Vaimenevaa ratkaisua ei saada lainkaan, koska havidita aiheuttavat tor-
maéykset on unohdettu. Térméiysten ottaminen huomioon johtaa ei-hermiittiseen
dielektrisyystensoriin ja vastaava taitekerroin n voi olla kompleksinen.

4.6 Tormaysten vaikutus

Todellisessa plasmassa hiukkaset kokevat keskinaisia tormayksia. Puhtaasti va-
rattujen hiukkasten systeemisséi, jossa Coulombin voimat ovat vallitsevia, torma-
ykset eivat ole samalla tavoin hyvin méaarariteltyja kuin neutraalien partikkelien
systeemissa. Yksittdinen varattu partikkeli havaitsee muiden hiukkasten aiheut-
tamat sahkokentan fluktuaatiot, jotka sirottavat sita. Nain esimerkiksi aaltoihin
liittyvit kentdt, jotka syntyvat kollektiivisesta jarjestdytyneestd hiukkasten liik-
keestd, sirottavat taustaplasman hiukkasia, jolloin energiaa siirtyy aallolta hiuk-
kasten satunnaiseen liikkeeseen, joka nakyy plasman kuumenemisena.

Térméysten ottaminen huomioon likimaaraisesti tapahtuu lisddmalld kuhunkin
plasmakomponentin liikeyhtdl6on torméyksia kuvaava kitkatermi. Tarkastellaan
staattisen siahkokentdn E alaista heikosti ionisoitunutta kaasua, jossa neutraa-
leja hiukkasia on paljon enemman kuin varattuja partikkeleita. Oletetaan, etta
tormayksen jalkeen varatun hiukkasen (g,m) nopeuden suunta on tdysin satun-
nainen, joten hiukkasen keskiméaarainen nopeus heti tormayksen jalkeen on nolla.
Téaman jalkeen hiukkanen kokee kentin aiheuttaman vakiokiihtyvyyden gE/m.
Siten torméysten valilla hiukkanen kulkee matkan

5= B (4.40)

missa 7 on tormaysten vilinen aika. Oletetaan aika 7 Poisson jakutuneeksi
f(r) = vcexp(—v,T), missi v, on keskimiirdinen térmaystaajuus. Nyt saadaan
tormaysten viliseksi keskimaaraiseksi matkaksi

(4.41)

Pitkan ajan T (> v.!) kuluessa hiukkanen kokee keskiméarin v, T' t6rmaysta ja
sen kulkema kokonaismatka on

v.T, (4.42)

josta saadaan hiukkasen keskimairainen kulkeutumisnopeus
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(4.43)

T my,

Varattuun hiukkaseen, joka kiihdyttivassa sahkokentissa saa edella kuvatun ta-
saisen nopeuden, kohdistuu kitkavoima

F.=-muy.v, (4.44)

joka on vastakkaiseen suuntaan kuin sahkdkentdn aiheuttama voima ¢E. Saman-
muotoista termii voidaan kiyttdd kuvaamaan kentdn fluktuaatioista johtuvien
efektiivisten tormaysten kuvaamiseen, jolloin v, pidetdan tunnettuna fenomeno-
logisena parametrina, joka ei riipu nopeudesta v.

Tarkastellaan tormaysten vaikutusta liikeyhtaloon (4.13) ja sijoitetaan siihen ds-
ken saatu kitkatermi (4.44)

m,% = ¢,(E + v, x Bo) — m,v,v,, (4.45)

joka voidaan tasoaaltotapauksessa kirjoittaa
—im,(w + w,)v, = ¢,E+ v, X Byg. (4.46)

Ainoa muutos térmayksettomaan tapaukseen verrattuna tulee olemaan taajuu-
den w korvautuminen lausekkeella w + iv,. Télloin dielektrisyystensori

e=1+— Y o,(w+iv,) (4.47)
weg

ei ole enai hermiittinen ja tormaysten vaikutuksesta aallot vaimenevat, koska
amplitudiin tulee lisitekija, joka on muotoa ~ exp(—v,t). Téman luvun aaltoso-
vellutuksissa ei tormayksia oteta huomioon.

4.7 Aallot magneettikentattomassa plasmassa

Tarkastellaan ensimmadisend sovellutuksena aaltoja kylméssd magneettikentat-
tomassd plasmassa. Asetetaan ulkoinen magneettikenttda By = 0, joten myos
Qe = Q = 0. Tilléin dielektrisyystensorin (4.29) komponenteille S, P ja D
saadaan yksinkertaiset lausekkeet

w? Wi w?
P=S=1-2_Jd_y (4.48)
D = 0, (4.49)
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missi w, = (wZ + w%)'/? on plasmataajuus. Koska ionisoituneessa kaasussa
ionit ovat paljon raskaampia kuin elektronit, niin pitee melko tarkasti w, =~
Wpe. Esimerkiksi vetyplasmassa wp = 40.9 w,;. Valitaan koordinaatisto, missa
k || z, jolloin dyaditulo kk on matriisi, jonka zz-elementti on 1 ja muut elementit
nollia, koska k, = k, = 0 ja k, = 1. Koska D = 0, niin dispersioyhtélon (4.38)
kerroinmatriisi tulee diagonaaliseksi

n? — (1 — w2/w?) 0 0 E,
0 n? — (1 — w?/w?) 0 E, | =0.
0 0 —(1 - wg/wz) E,

Merkitsemalld kerroinmatriisin determinantti nollaksi saadaan kaksi ratkaisua:

w?=w?  (pitkittdiset plasmavirahtelyt)

w? = w? + k?c* (poikittaiset sihkdmagneettiset aallot).
Tarkastellaan saatuja dispersiorelaatioita lahemmin.
A. Plasmavarahtelyt: Pitkittdisten plasmavarahtelyiden eli Langmuir-aaltojen

dispersiorelaatio on yksi-ionilajiselle ja yksinkertaisesti ionisoituneelle (Z = 1,
missa Z ionien varausluku) plasmalle

2
nog; , 1 1
w? = w: = w;c +w:,. = (—e + —) . (4.50)

miké patee esimerkiksi vetyisotoopeista muodostuneille plasmoille. Dispersiore-
laation (4.50) mukaan plasman varahtely tapahtuu vakiotaajuudella w, (plas-
mataajuus). Sitivastoin aaltoluku k ja samalla myds vaihenopeus v,, = w/k
ovat mielivaltaisia. Lisdksi havaitaan, ettd plasmavérihtelyjen ryhménopeus
vy, = dw/dk = 0. Varahtelyt eivat siis etene vaan pysyvat alkuperaisen hiirion
kohdalla. Ne voidaan tulkita plasman kollektiivisiksi ominaisvarahtelyiksi.

Matriisimuotoisesta dispersioyhtalosta havaitaan, ettd sihkokentalld E on vain 2—
akselin suuntainen komponentti E, # 0 eli kenttad varahtelee pitkittdissuunnassa
(k|| E || z). Nyt yhtilon (4.20) mukaan B = 0, joten aalto on puhtaasti sih-
koinen ja sitd kutsutaan sihkostaattiseksi varahtelyksi. My6s aallon Poyntingin
vektori haviaa (S = 0), joten aaltoon ei liity energian virtausta.

Pitkittdisten plasmavirahtelyjen valaisemiseksi tarkastellaan varausjakautuman
hairion kayttaytymistd suoraan perusyhtéldistd lahtien. Kirjoitetaan Poissonin

yhtals (3.5), varauksen siilymislaki (4.14) ja liikeyhtdls (4.15) summattuna mo-
lemmille plasmakomponenteille

V.E=—Q ' (4.51)
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Kuva 4.3: Poikittaisen SM-aallon dispersiorelaatio eri graafisissa esityksissa.

9Q
V.j 5t =0 (4.52)
0j
5 = % ’E. (4.53)

Derivoidaan varauksen sailymislaki ajan suhteen ja kiytetaan liikeyhtaloa ja Pois-
sonin yhtaloa virran ja sahkokentan eliminointiin:

29 w8 i iy m=—ull (454)

Nain saatiin yksinkertainen toisen kertaluvun diferentiaaliyhtilé varausjakautu-
man hairiolle: Q+w2Q = 0, jonka ratkaisu on muotoa @ ~ exp(—iw,t) eli varah-
telyt plasmataajuudella wp. Varausjakautuman hairié synnyttda sahkostaattisen
vastavoiman, joka pyrkii palauttamaan tasapainon. Seurauksena on paikallaan
pysyva plasmaviarahtely. Lampétilan ottaminen huomioon johtaa lieviin w:n
riippuvuuteen aaltoluvusta k, jolloin v, # 0 ja hairié etenee.

B. Poikittaiset saihkomagneettiset aallot: Dispersioyhtilon toinen ratkaisu
antoi dispersiorelaation

W’ =Wl + k. (4.55)

Nyt sahkokentdn pitkittdinen komponentti havida (E, = 0) ja aallon siahkdvek-
tori E on zy-tasossa (yleisesti tasossa E L k). Samoin myds magneettivektori
on poikittainen (B ~ k x E), joten k L E L B. Nyt myos Poyntingin vektorin
keskiarvo (4.9) on nollasta poikkeava (S # 0).
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Dispersiorelaatiosta (4.55) nahdain tapaukset:
w?>w?2 = k?>0 :aalto etenee
w?<w? = k?<0 :aalto hiipyy.

Hiipyvista tapauksesta kdytetddn sanontaa, ettd plasma on ylitihed kyseiselle
aallolle. Plasmataajuus kasvaa plasman tiheyden mukana (w2 ~ n,), joten tietyn
taajuinen poikittainen aalto voi edetd vain tiheyteen, missd (w = w,). Eteneva
tapaus (w > w,) selittyy silld, ettd plasman elektronit, joiden ominainen vérih-
telytaajuus on w,, eivit ehdi tdysin varahdelld suurtaajuisen kentdn mukana.
Tasta syysta elektronit eivit oikosulje aallon kenttda ja aalto padsee etenemdan.
Matalataajuisen aallon (w < w,) tapauksessa elektronit ehtivat hyvin reagoida
varahtelevain kenttdan ja varjostavat sen ylitiheissa alueessa.

Dispersiorelaatioiden havainnollistamiseksi ne esitetddn usein graafisessa muo-
dossa kuvan 4.3 mukaisesti, jossa on eri esitykset poikittaisten aaltojen dispersio-
relaatiolle (4.55).

Tarkastellaan lopuksi poikittaisen aallon kayttdytymistd tyhjon ja plasman ra-

japinnalla, jossa taitekerroin muuttuu. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa
4.4, jossa alaindeksi 0 viittaa tyhjoon ja 1 plasmaan. Sijoitetaan Snellin lakiin

ko sin 6y = k; sin 6, (4.56)

dispersiorelaatiosta (4.55) aaltoluvut: kj = w?/c? (tyhjd, jolloin w, = 0) ja kf =
(w? —w?)/c* (plasma). Nyt Snellin laki saadaan muotoon

2
sin? 6 = (1 — g’é)sinz 6, . (4.57)

pauksessa w < w, tapahtuu aina kokonaisheijastus. Taméi on sopusoinnussa
edelld todetun kanssa, jolloin saatiin hiipyva ratkaisu juuri tapaukselle w < w,.

Tastd nihdain ehto: sin?f, < 1 — w?/w?, jotta aalto lipéisisi rajapinnan. Ta-

Ionosfaarissa plasman tiheys ja w, kasvavat maasta lasketun etidisyyden mukana
ja w, saavuttaa maksimin noin 300 km korkeudessa. Kohtisuorassa tapauksessa
(6o = 0) tapahtuu heijastus korkeudella, missé w = w,. Niin voidaan periaat-
teessa madrittdd ionosfaarin plasman tiheysjakautuma aallon taajuutta varioi-
malla. Tarkemmassa tapauksessa on maan magneettikentin aiheuttamat vaiku-
tukset aallon dispersioon otettava huomioon.

Tonosfairin vaikutus on otettava huomioon myds radio- ja teleliikenteessd. Pit-
kien radioaaltojen kulmataajuus jai ionosfairin maksimiplasmataajuutta pie-

nemmiksi (w < w,), joten ne heijastuvat kerroksesta w = w,. Tasta syystd
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w, ky

Kuva 4.4: Poikittainen sdhkémagneettinen aalto tyhjon ja plasman rajapinnalla.

pitkilld aalloilla kuuluvuusaluetta ei rajoita maapallon kaarevuus. ULA-alueella
kulmataajuudelle patee w > w,, mistd syystd ULA-aallot lipaisevat ionosfaarin.
Siten ULA-aaltojen leviamista rajoittaa maapallon kaarevuus ja toiminta vaa-
tii linkkiverkoston. Radioliikenne avaruuteen vaatii luonnollisesti taajuusalueen,
joka lapéisee ionosfaarin.

4.8 Kylma magneettikentéllinen plasma

Oletetaan seuraavaksi plasmaan ulkoinen magneettikentta, jolloin tarvitaan kyl-
méan plasman dielektrisyystensorin taydellistd lauseketta (4.29). Kiinnitetdan
koordinaatisto kuvan 4.5 mukaisesti. Ulkoinen magneettikenttd valitaan z-suun-
taan By || k ja aaltovektori zz-tasoon. Aaltovektorin ja z-akselin vilistd kulmaa
merkitddn 6:lla. Aaltovektorin valinta zz-tasoon ei rajoita tarkastelun yleisyytta,
mutta yksinkertaistaa analyysia huomattavasti, koska k, = 0.

Nyt aallon etenemissuuntainen yksikkévektori on k = sin 6 x+cos 8 z, joten dyadi-
tulolle voidaan kirjoittaa

Kuva 4.5: Koordinaatiston kiinnitys, jossa By valitaan z-akselin suuntaan ja aal-
tovektori zz-tasoon.
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. sin? 0 0 sinfcosf
kk = 0 0 0 " (4.58)

sinfcosd 0 cos?d

Sijoitetaan dielektrisyystensori (4.29) ja ylld saatu dyaditulo (4.58) yleiseen dis-
persioyhtaloon (4.38), jolloin se tulee muotoon

S —n%cos?@ —iD n2sinfcosb E,
1D S —n? 0 | Ey | =0. (4.59)

n’sinfcosd 0 P —n?sin’6 E,
Tastd saatava determinanttiehto (det = 0) redusoituu yhtaloksi
An*—Bn*+C =0, (4.60)

missd kertoimet ovat

A = Ssin®0 + P cos’ § (4.61)
B = RLsin? 0 + PS(1 + cos?6) (4.62)
C = PRL. (4.63)

Niissa on kiytetty notaatiota R = S + D ja L = S — D, joten suureiden valilld
on relaatio RL = S? — D?, Yhtils (4.60) on toisen asteen yhtald taitekertoimen
neliélle, joka voidaan valittomasti kirjoittaa

nz

_ B+ /(RL - PS)?sin* 6 + 4P2D? cos? §

o (4.64)

Erittain kayttokelpoinen muoto dispersiorelaatiolle (4.60) saadaan ratkaisemalla
etenemiskulma 6 taitekertoimen n funktiona

__P(n?— R)(n? — L)
(Sn? — LR)(n? - P)~

tan? 6 = (4.65)

Tama muoto on erityisen hyodyllinen, kun tarkastellaan aaltoja, jotka etenevit
ulkoisen magneettikentin suuntaan (§ = 0) tai sitd vastaan kohtisuoraan suun-

taan (6 = v/2).
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4.9 Alfvénin aallot

Tarkastellaan matalataajuusrajaa (w < Q;,w,) ja oletetaan ionien varausluvulle
Z = 1, joten plasman tiheydelle pitee: n, = n; = no. Talld rajalla voidaan
dielektrisyystensorin (4.29) elementeille kirjoittaa likipitaden

S:1+%%+%%=1+%%(1+%:)21+%% (4.66)
le—%z—:—% (4.67)
etk o s
koska w?; /2 = —w?,/Q. Sijoittamalla nima dielektrisyystensoriin dispersiorelaa-

tiossa (4.39) saadaan yhtalo

1+ (wpi/$%)? — n? cos? § 0 n? sin 6 cos 0
0 1+(w,,,-/9‘-)2—n2 0 =0.
n?sin 6 cos 6 0 —(wpe/w)? — n?sin? @

Oikeassa alanurkassa oleva elementti on matalataajuusrajalla paljon suurempi
kuin muut elementit (johtuen w?, /w?-termistd), joten determinantista saadaan
kaksi juurta

2

n?cos?f ~ 1+ %-;: (4.69)
2 0 q 4

n*~1+ 02 (4.70)
1

Taajuuksien suhteelle voidaan kirjoittaa

2. 2 2
<H = 2c = % ’ (4.71)
0 Bilpop  v3

missa vy = (B2/pop)*/? on Alfvénin nopeus (3.52). Plasman tiheydelle yhtaldssa
(4.71) on oletettu p ~ m;ng. Nyt juurista (4.69) ja (4.70) saadaan Alfvénin
aaltojen dispersiorelaatiot
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9 k%v? cos? 6

= BV
w = 1402/ (4.72)
k*v%
2 _ A
W= YR (4.73)

Saatua tulosta voidaan verrata matalataajuisiin MHD-aaltoihin, joita kasiteltiin
kohdassa 3.6. Rajalla v4 < c dispersiorelaatio (4.72) on tdsmalleen sama kuin
MHD-teorian Alfvénin aalloille ja dispersiorelaatio (4.73) vastaa nopeaa magne-
tosonista aaltoa kylmén plasman tapauksessa (c, = 0), kun painetermi on unoh-
dettu. Aaltoa (4.72) kutsutaan Alfvénin leikkausaalloksi (shear Alfvén wave) tai
hitaaksi Alfvénin aalloksi ja moodia (4.73) Alfvénin puristusaalloksi (compressio-
nal Alfvén wave) tai nopeaksi Alfvénin aalloksi. Termit nopea ja hidas viittaavat
vaihenopeuteen w/k. Dispersiorelaatioista (4.72) ja (4.73) havaitaan, ettd hidas
ja nopea Alfvénin aalto yhtyvat kentan suuntaisessa tapauksessa (6 = 0) ja hidas
aalto hivida kenttda vastaan kohtisuorassa suunnassa.

Kentin suuntaan (cosf = 1) eteneva Alfvénin aalto on sahkoisesti poikittainen
(E, = 0), joka voidaan todeta sijoittamalla dispersiorelaatiot dispersioyhtaloon
(4.38). Aalto on myos mekaanisesti poikittainen, silli plasman liike tapahtuu
suunnissa E ja E x By, jotka ovat zy—tasossa. Kohtisuoraan magneettikenttas
vastaan (§ = 7 /2) eteneva Alfvénin puristusaalto on niinikaan siahkoisesti poi-
kittainen (E, = E, = 0, E, # 0). Plasman liike tapahtuu kuitenkin E x Bo—
suunnassa, joka on sama kuin aallon etenemissuunta x. Alfvénin puristusaalto on
siten mekaanisesti pitkittdinen. Aalto on saanut nimensa plasman puristumisesta
ja harventumisesta pitkittdissuunnassa, joka muistuttaa aaniaaltoa ilmassa. Jos
plasman paine otetaan huomioon, saadaan kohdassa 3.6 kasitelty magnetosoninen
aalto, joka nimi myos viittaa tavalliseen aaniaaltoon.

4.10 Suuntiin 0 = 0,7/2 etenevit aallot

Edellad saatiin yleiselle dispersiorelaatiolle muoto (4.65), joka on kayttokelpoisin
tarkasteltaessa aaltoja, jotka etenevat kentdn suuntaan tai sitd vastaan kohtisuo-
raan suuntaan. Aaltojen polarisaatio selviad matriisimuotoisesta dispersioyhta-
18std (4.59), jolle voidaan kirjoittaa tapauksessa 6 = 0,7/2

S —n?cos?d —iD 0 E,
1D S —n? 0 E, | =0. (4.74)
0 0 P —n?sin?6 E,

missa sini ja kosini saavat vain arvoja 1 tai 0. Tastd syystd nurkkaelementit
n?sin @ cos @ haviaviat kummassakin tapauksessa.
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A. Kentin suuntainen tapaus: Kentin suuntaan eteneville aalloille (k || B,)
saadaan dispersiorelaatiosta (4.65) asettamalla kulma 6 = 0 kolme tapausta

P=0; n*=R; n’=1L. (4.75)

Nama havaitaan heti myds yhtilon (4.74) determinanttiehdosta. (i) Tapaukselle
P = 0 ndhdiin dispersioyhtilosti (4.59), ettd vain komponentti E, # 0 eli
saadaan puhtaasti pitkittiinen moodi (E || k). Dispersiorelaatio P = 0 on yksin-
kertaisesti w = wp, joten saatiin pitkittdiset plasmavirahtelyt vastaten magneet-
tikentitonti tapausta (Bo = 0). Tulos on luonnollinen, koska siéhkokentén ollessa
magneettikentin suuntaan on myos hiukkasten liike samaan suuntaan. Talloin
magneettikenttd ei vaikuta hiukkasten liikkeeseen Bo:n suunnassa.

(ii) Tapauksessa n? = R, L on komponentti E, = 0 ja kyseessd ovat poikittai-
set aallot. Polarisaatiolle zy—tasossa nihdaan matriisimuotoisen dispersioyhtalon
(4.74) toiselta riviltd

1By n? -8
E, D

(4.76)

Sijoittamalla n? = R, L ja toteamalla, ettdi R = S+ D ja L = § — D saadaan
tapaukset

n?=R =iE,=E, (oikeakitinen ympyripolarisaatio)
n? =1L = iE, =—E, (vasenkitinen ympyripolarisaatio)

Tasopolarisoitunut aalto voidaan esittdd summana kahdesta ympyrapolarisoitu-
neesta aallosta, joiden sihkovektorit pyorivat vastakkaisiin suuntiin. Naita kut-
sutaan usein RCP (right circular polarization) ja LCP (left circular polarization)
aalloiksi tai lyhyemmin R- ja L-aalloiksi. Siten kaytanndssa tasopolarisoitunut
sahkomagneettinen aalto, joka tunkeutuu plasmaan jakaantuu kahdeksi vastak-
kaisiin suuntiin ympyrapolarisoituneiksi aalloiksi, joilla on erilaiset dispersiore-
laatiot (n? = R, L).

B. Kenttaa vastaan kohtisuora tapaus: Aalloille, jotka etenevat magneet-

tikenttaad vastaan kohtisuoraan suuntaan (k L By) saadaan dispersiorelaatiosta
(4.65) tai (4.74):sta asettamalla § = /2

n?=P; n2=£. (4.77)

S
(iii) Tapauksessa n? = P saadaan E, # 0, joten E | B, L k eli aalto on poikit-
tainen. Dispersiorelaatio on w? = w? + k?c? on tismilleen sama kuin magneet-
tikentittomassa tapauksessa. Koska nytkin sihkokenttd ja hiukkasten liike on
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Kuva 4.6: Taitekertoimen n kdyttiytyminen katkaisu- ja resonanssipisteissd.

magneettikentin suuntaan, ei se vaikuta hiukkasten liikkeeseen, kuten oli edelld
tapauksessa (i). Tatd magneettikentisti riippumatonta moodia kutsutaan ordi-
naariaalloksi (O-aalto).

(iv) Tapauksessa n? = RL/S aalto on yleisesti elliptisesti polarisoitunut sihké-
vektorin E ollessa zy-tasossa ja E, = 0. Polarisaatiolle saadaan dispersioyhta-
losta (4.74)

5 i (4.78)

Koska aalto etenee zy-tasossa, se ei ole puhtaasti pitkittiinen eiki poikittainen
vaan sekamoodi. Tétéd aaltoa kutsutaan ekstraordinaariaalloksi (X-aalto) ja sen
dispersiorelaatio riippuu ulkoisesta magneettikentist painvastoin kuin ordinaa-
riaallon tapauksessa.

4.11 Resonanssit ja katkaisut

Aiemmat tarkastelut ovat osoittaneet, etti hivisttomaissi systeemissi aalto on
joko etenevi (n? > 0) tai hiipyva (n? < 0). Kun aalto etenee hitaasti muuttu-
vassa plasmassa ja se kohtaa alueen n? < 0, jossa ratkaisu tulee hiipyviksi, niin
voitaisiin ajatella aallon heijastuvan kyseisen alueen rajapinnalta. Niin ei kui-
tenkaan aina tapahdu, vaan aallon todellinen kiyttiytyminen riippuu siita, miten
taitekertoimen neli6 muuttuu negatiiviseksi. Kaksi mahdollisuutta on havainnol-
listettu kuvassa 4.6. Taitekerroin n? on jatkuvasti pieneneva funktio ja livistaa
lopulta n* = 0 akselin tai taitekertoimella on jossakin pisteessi singulariteetti
(n* = o) ja timin jilkeen n? < 0. Niille tapauksille kiiytetain nimityksia

n? =0  katkaisu (heijastus)
n? =00  resonanssi
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Katkaisupisteessa (cut-off) aallon vaihenopeus vp;, = w/k menee aarettomiksi ja
aalto todella heijastuu. Resonanssipisteessa puolestaan aallon vaihenopeus lahes-
tyy nollaa (vpn — 0). Kylméin plasman approksimaatiossa on hiukkasten termi-
nen nopeus vy, on unohdettu. Siksi ei voida sanoa, mita aallolle todella tapahtuu
resonanssissa, koska siind ei pade v,5 > vy, Yleensd resonanssissa aalto kokee
voimakkaan absorption kineettisistd efekteistd johtuen. Toinen mahdollisuus on
nk. moodikonversio, jolloin aalto muuttuu resonanssissa toiseksi moodiksi.

Katkaisut ja resonanssit 16ydetiaan helposti dispersiorelaation muodosta (4.60):
An* — Bn? + C = 0.

Katkaisu (n? =0) =C=0 eliP=0; R=0; L=0
Resonanssi (n? =o00) = A=0 elitan’6=-P/S.

Katkaisut eivat riipu lainkaan aallon etenemissuunnasta , mutta resonansseilla
on #-riippuvuus. Suuntien 6§ = 0,7/2 resonansseja kutsutaan pairesonansseiksi
(principal resonance).

Suunnassa 6 = 0 saadaan resonanssit S = (R + L)/2 — oo eli
L — oo, kun w = |4 (ionisyklotroniresonanssi)
"R — o0o0,kun w= || (elektronisyklotroniresonanssi)

Myoés P = 0 voi antaa resonanssin, jonka olemassaolo kuitenkin riippuu mi-
ten rajat ,P — 0 otetaan. Syklotroniresonanssissa aallon sahkovektori pyorii
hiukkasten (elektronit tai ionit) kanssa tdsmilleen samalla taajuudella ja samaan
suuntaan, joten aallon suuntaan lihelld vaihenopeutta kulkevat hiukkaset koke-
vat vakiosihkokentdn, joka kiihdyttad hiukkasia v, -suunnassa. Absorption voi-
makkuuden maarad resonanssissa olevien hiukkasten lukumééara, joten tarkempi
analyysi edellyttaa kineettista teoriaa.

Suunnassa 6 = 7 /2 16ydetaan resonanssit kohdasta § = 0, joita kutsutaan hybri-
diresonansseiksi. Niitd on kaksi: matalataajuinen alahybridiresonanssi (w < |$2.])
ja korkeataajuinen yldhybridiresonanssi (w > |Q.]).

4.12 CMA-diagrammi

Kylmissa plasmassa esiintyvien aaltojen yleisten ominaisuuksien kartoitusta hel-
pottaa nk. CMA-diagrammi, joka on saanut nimensa tekijéidensa Clemmow, Mul-
laly ja Allis mukaan. Aaltoja tarkastellaan parametritasossa (a?,”), missi ak-
selit on maaritelty seuraavasti:
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Kuva 4.7: Katkaisut ja resonanssit parametritasossa (n,B,w), joka jakaantuu
kolmeentoista alueeseen.

Y

|Qe‘Qi’|

w?

’ ﬁz=

(4.79)

€N| E

Siten a kasvaa tiheyden ja 8 magneettikentin mukana sekd molemmat pienevat
aallon taajuuden kasvaessa. Edellisessid kohdassa méaarityt katkaisut ja paareso-
nanssit jakavat parameritason kaikkiaan kolmeentoista alueeseen (kuva 4.7). Kus-
sakin alueessa olemassa olevien aaltojen aaltonormaalipintojen topologia sailyy
ja aaltonormaalipinnat voivat muuntaa luonnettaan vain siirryttiessi katkaisun
tai resonanssin lapi alueesta toiseen.

Jos ajatellaan parametritasossa (a?,?) suoraa 8% = Ka?, niin plasman olosuh-
teet tiheys ng ja magneettikentta B, maaraavat kyseisen suoran kulmakertoimen:
K = |Q.8;|/w?. Muuttamalla aallon taajuutta kuljetaan pitkin suoraa siten, etti
taajuuden kasvaessa lihestytaan origoa. Talld tavoin voidaan miirittid, missi
jarjestyksessi eri resonanssit ja katkaisut ovat taajuuden suhteen. Pystyakse-
lille A% on merkitty ioni-elektroni ja elektroni-ioni massasuhteet, joten skaala on
vahvasti logaritminen.

Kuvassa 4.8 on esitetty CMA-diagrammi ja eri alueissa olevat mahdolliset aal-
tomoodit (R- ja L-aallot sekd O- ja X-aallot) seké niiden aaltonormaalipinnat.
Katkoviivaympyrit esittivit valonnopeuspintaa ts. katkoviivapinnan ulkopuolella
olevien aaltojen vaihenopeus ylittda valonnopeuden ja sisipuolella vaihenopeus
jaa valonnopeutta pienemmaiksi. Kuvaan on piirretty myos esimerkkisuora, jo-
hon palataan Appleton-Hartreen dispersiorelaation yhteydessi. Huomaa, etta
alueessa 2 ei 16ydy lainkaan aaltoja.
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Kuva 4.8: Kylman plasman CMA-diagrammi ja eri alueiden aalionormaalipinnat.
Katkoviivalla piirretyt ympyrdt vastaavat valonnopeuspintoja.

4.13 Appleton-Hartreen dispersiorelaatio

Tarkastellaan seuraavassa yksityiskohtaisemmin suurtaajuusaluetta (w > ).
Kaytetaan notaatiota, joka muistuttaa CMA-diagrammin parametritasoa

a==—=; B=—, (4.80)

missa on kaytetty vain elektroneihin liittyvid suureita. Nyt voidaan dielektri-
syystensorin (4.29) elementit kirjoittaa edelld (4.80):ssa mairiteltyjen a:n ja B:n
avulla, kun ionitermit voidaan suurtaajuusrajalla unohtaa

az

T (4.81)
D~ — lffi’ (4.82)
P~1-a?. (4.83)
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Nyt voidaan myés R ja L kirjoittaa

(a3
— ~ pra— -4
R=S+D~1 - (4.84)
a2
L=S—-D~1- y 4.85
1+ 8 ( )

Jarjestelemalld termeja voidaan alkuperiinen n?:n determinanttiyhtald (4.60) kir-
joittaa seuraavasti:

An? - C
8
W= T A_B (4.86)
Sijoitetaan timan oikealle puolen n?:n ratkaisu yhtalosta (4.60)
n?=1 2A~8 4 Q) (4.87)

" 24— B+ +/B? - 4AC

ja sijoitetaan tahén juuri saadut approksimatiiviset lausekkeet (4.81)-(4.85), jol-
loin paastaan muotoon

3 _ 20%(1 — o?)
m =l ) - Frem0 AT’ e
missa
T = \/Bsin* 0 + 48%(1 — a?)? cos? 6. (4.89)

Saatu yhtalo (4.88) tunnetaan nimelld Appleton-Hartreen dispersiorelaatio, joka
johdettiin alunperin tutkittaessa radiotaajuusaaltojen etenemista ionosfaarissa.
Appleton-Hartreen dispersiorelaatio on voimassa vain suurtaajuusalueella eli alu-
eet 1-5 ja usein myos alueilla 6-8, mutta ei enad alueissa 9-13.

Dispersiorelaatio (4.88) johtaa yksinkertaisiin tuloksiin vain jos jompikumpi I':ssa
esiintyvistd termeistd on dominoiva. Kun aallot etenevit lahes ulkoisen mag-
neettikentin suuntaisesti (6 pieni), jolloin I':n kosinitermi on hallitseva, saadaan
vasen- (L) ja oikeakitisesti (R) polarisoituneet aallot

al

T (4.90)

2
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Kuva 4.9: Appleton-Hartreen dispersiorelaatiot magneettikentin suuntaisille
(R,L) ja kohtisuoraan (0,X) eteneville aalloille. Tummennetuissa alueissa ky-
seinen aalto ei voi edetd (hdipyvd).

Likipitden kohtisuoraan suuntaan eteneville aalloille pitee § — 7 /2, jolloin kosi-
nitermi on pieni I':n lausekkeessa. Tilléin saadaan ordinaariaallolle (+ merkki)

1-a?
= B —
"0 = T Tatcos?f (481)
ja vastaavasti ekstraordinaariaallolle (- merkki)
2 _ (1—a?)?—p?sin?d (4.92)

"X T 1" a?) - frsin?h

Kuvassa 4.9 on graafinen esitys ylld saaduista suurtaajuusalueen (w > ;) dis-
persiorelaatioista R-,L-,0- ja X-aalloille suunnissa = 0,7/2. Kuvassa nikyvat
katkaisutaajuudet w; ; ja wy. saadaan heti ehdoista R = 0, L = 0 ja P = 0 vasta-
ten taitekertoimen arvoa n = 0, kuten kohdassa 4.11 todettiin. Katkaisuille w; ,
saadaan

g = %(1/4@, T QL) (4.93)

70



Resonanssiehdoksi (kts. kohta 4.11) saadaan kentin suuntaan eteneville aallolle
R = oo vastaten elektronisyklotroniresonanssia ja kohtisuorassa suunnassa loytyy
ylahybridiresonanssi S = 0, jolle saadaan

WuHe = \;wgc + ﬂf . (494)

Kuvassa 4.9 olevien resonanssien ja katkaisujen valinen jarjestys on tapauksille,
joille pitee wpe < v/2|Qel, jolloin w; < |Q|. Tatd vastaava suora on piirretty
CMA-diagrammiin (kuva 4.8), josta voidaan kayda lapi eri alueissa olevat aal-
totyypit. Kuljettaessa suoraa pitkin kohti origoa alueesta 8 lipi alueiden 6,4,5,3
ja 1 lihestytdin suurempia taajuuksia. Tulokset ovat tdsmilleen yhtapitdvit
kuvassa 4.9 esitettyjen ratkaisujen kanssa. Jokaisesta alueesta 16ytyy ratkaisut,
koska suora ei kulje alueen 2 kautta. Sitivastoin tapauksessa wpe > v/2|Qe/, jol-
loin w; > |], €i |Qe|:n ja wiin ei 18ytyisi lainkaan aaltoja (CMA-diagrammin
alue 2).

Yhteenveto aalloista kylmissi plasmassa koko taajuusalueella on esitetty ku-
vassa 4.10. Kuvassa on esitetty dispersiorelaatiot (w, k)-tasossa eri aaltotyypeille.
Magneettikentin suuntaan etenevi oikeakitisesti ympyripolarisoitunut aalto (R)
lahtee Alfvénin aaltona ja kokee resonanssin elektronisyklotronitaajuudella |€.|.
Suurtaajuinen haara lahestyy tyhjon dispesiorelaatiota w = kc taajuuden kas-
vaessa. Vasenkitinen aalto (L) kokee ionisyklotroniresonanssin |Q;| ja suurtaa-
juushaara alkaa alemmasta katkaisutaajuudesta w;. Magneettikenttdd vastaan
kohtisuoraan eteneva ekstraordinaarinen aalto (X) lihtee matalilla taajuuksilla
kompressionaalisena Alfvénin aaltona ja kokee molemmat hybridiresonanssit wrg
ja wyg. Ordinaarimoodi (O) lahtee plasmataajuudesta w, ja ldhestyy tyhjon dis-
persiorelaatiota.
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Kuva 4.10: Dispersiorelaatiot kylmdn plasman aalloille: otkeakdtinen aalto (R),
vasenkdtinen aalto (L), ekstraordinaarinen aalto (X) ja ordinaarinen aalto (0O).
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Luku 5

Plasman kineettinen teoria

Edellisessa luvussa tarkasteltiin aaltoja kylmassa plasmassa, jolloin oletettiin aal-
tojen vaihenopeuksien olevat paljon suurempia kuin plasman hiukkasten ter-
miset nopeudet. Kun plasmassa olevan aallon vaihenopeudelle ei endd pade
von > vy = (kpT/m)!/?, ei systeemid voi kuvata pelkastaan keskimdaraisilli
virtausnopeuksilla, vaan partikkelien terminen liike ja nopeusjakautuman yksi-
tyiskohdat on jollakin tavoin otettava huomioon. Plasma on tallin kyseisen il-
mion kannalta kuumaa. Tarkastelun pohjana on tilastollinen kuvaus ja saatavaa
teoriaa kutsutaan plasman kineettiseksi teoriaksi. Térmayksettoman kineettisen
teorian perusyhtild on Vlasovin yhtalo, jonka lisdksi tarvitaan tietysti Maxwellin
yhtaloita.

5.1 Hiukkasjakautumafunktio

Tarkastellaan hiukkasjoukkoa kuusidimensioisessa faasiavaruudessa (r, v) ja maa-
ritellian plasmalle yksihiukkasjakautumafunktio f(r,v,t¢) seuraavasti:

e Lauseke f(r,v,t)d®r d®v ilmoittaa hetkelld ¢ faasiavaruuden tilavuusele-
mentissé (r,r+dr;v,v+dv) olevien hiukkasten lukumaaran.

Monikomponenttisessa plasmassa (elektronit ja liilkkuvat ionit) jakautumafunk-
tioon f(r,v,t) liitetdan laji-indeksi s = e,7. Tassa luvussa rajoitumme paiosin
elektroniplasmaan, jossa ionit oletetaan aarettoman raskaiksi muodostaen staat-
tisen positiivisen taustavarauksen. Notaation keventamiseksi jatetaan elektronei-
hin liittyva alaindeksi ”e” pois jakautumafunktiosta ja perussuureista g, m, jne.
Poikkeuksena on ioniakustista aaltoa kisitteleva kohta, jossa seka elektronien
ettd ionien dynamiikka on huomioitava.
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Kun jakautumafunktio f(r,v,¢) tunnetaan, saadaan tavalliset makroskooppiset
suureet jakautumafunktion nopeusmomentteina. Nyt voidaan kirjoittaa plasman
hiukkastiheydelle n, virtausnopeudelle u, painetensorille p; ; ja kineettiselle lim-
potilalle T

a(r,t) = f F(r,v,t) & (5.1)
1 3
u(r,t) = s fvf(r,v,t)d v _ (5.2)

/ m(v; — u)(v; — u;)f(r,v,t) v
= m/v.-v,—f(r,v,t)dav — mnuu; (5.3)

bi,;

m

1
b-—; — 2 o - 11 '4
T 3nk3/|v ol e v t) o = 2o 3 i (5.4)

missa i, = z,Y, 2.

5.2 Vlasov-Maxwellin yhtalot

Ajatellaan faasiavaruuden tilavuuselementissi d*r d®v (piste A) olevia hiukkasia,
joilla kaikilla on sama paikka r ja nopeus v. Hiukkasten tiheys faasiavaruuden
kyseisessd pisteessa on tallsin f(r,v). Jos systeemissi ei ole hiukkasten vali-
sia tormayksia, jotka sirottaisivat niitd faasiavaruudessa, niin ajan ¢ kuluttua
kaikki pisteessid A olleet hiukkaset ovat siirtyneet tasmaélleen toiseen faasiavaruu-
den pisteeseen B. Tama on seurausta siitd, ettd pisteessd A olleet hiukkaset ovat
siirtyneet paikassa yhtd paljon, koska niiden nopeudeus on sama. My®&s nopeus
muuttuu yhta paljon hiukkaseen vaikuttavien voimien ansiosta, koska voimat-
kin ovat samat kaikille pisteen A partikkeleille (ts. vaikuttavat voimat riippuvat
vain paikasta ja nopeudesta eli sijainnista faasiavaruudessa). Tama hiukkasten
haviamattomyyden laki voidaan kirjoittaa hiukkasjakautumafunktiolle kayttaen
analogiaa massan siilymiselle virtauksessa (esim. jatkuvuusyhtald)

%+v.(i-f)+v,-(¢f)=o, (5.5)

missd V, on nopeusavaruuden gradienttioperaattori (8/0v,, 8/8v,,8/0v.). Kaksi
ensimmaista termia yhtilossa (5.5) edustaa tavallista jatkuvuusyhtalda paikka-
avaruudessa ja kolmas termi on luonnollinen faasiavaruudessa, jossa nopeusulot-
tuvuus on myos mukana.
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Kiihtyvyydelle saadaan v = F/m = (¢/m)(E + v x B) Lorentzin voiman ta-
pauksessa. Ainoa nopeudesta riippuva termi Lorentzin voimassa on ristitulo,
jonka nopeusderivaatalle saadaan V, - v x B = 0, koska magneettikenttd ei riipu
nopeudesta ja V, x v = 0. Nyt voidaan kirjoittaa

3f+ VF+ (E+va)-V.,f=0, (5.6)

mikéd tunnetaan nimelld Vlasovin yhtalo tai torméykseton Boltzmannin yhtalo.
Vlasovin yhtélo saadaan myds suoraan asettamalla jakautumafunktion kokonais-
aikaderivaatta nollaksi

d of

= (red)= 3t+r Vf+v.-V,f=0, (5.7)

missd F = v ja v = F/m. Vlasovin yhtdlo kertoo jakautumafunktion kayt-
taytymisen sahko- ja magneettikentassa E ja B. Jakautumafunktiosta saadaan
puolestaan makroskooppiset suureet varaustiheys @ ja virtatiheys j integroimalla
nopeuden yli

Q=qf[fdv; j=qfvid. (5.8)

Itseiskonsistentti systeemi saadaan, kun kaytetdan ylld saatuja varaus- ja virtati-
heyksia (5.8) lihteind Maxwellin yhtdlGissa madraamaan kentat E ja B Vlasovin
yhtélossa (5.6). Kentat E ja B muodostuvat ulkoisista kentista ja hiukkasten ai-
heuttamien mikroskooppisten kenttien tasoitetusta (efektiivisestd) kentasta. Nyt
voidaan itseiskonsistentit Vlasov-Maxwellin yhtalot esittdd muodossa

Y vVt IE-Vf =0, (5.9)
F =Fen +g(E+v x B) (5.10)

- e—qo / Fd% | (5.11)
V:B=0 (5.12)
VxE= -%B (5.13)
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1 0E
VxB:,uoq/vfds'v+§§, (5.14)

missa F.,; tarkoittaa ulkoisia voimia. Sopivilla reunaehdoilla ylld olevat yhtalot
muodostavat suljetun systeemin, joka voidaan periaatteessa ratkaista. Hiukkas-
ten aiheuttamat mikroskooppiset kentin fluktuaatiot voidaan ottaa huomioon
tormaystermin (0 f/0t)cou avulla, jolloin Vlasovin yhtélé korvautuu Boltzmannin
yhtalolla

0
%+v-Vf+f;(E+vxB)-V.,f=(§'£)cou- (5.15)

Kun otetaan huomioon vain bindariset Coulombin térméykset, Boltzmannin yh-
taloa kutsutaan Fokker-Planckin yhtaloksi. Tormaystermin johtaminen vaatii
kineettisen yhtdlon yleisen kasittelyn kuusidimensioisessa faasiavaruudessa ja joh-
taa monimutkaiseen epilineaariseen integraalityyppiseen f:n funktionaaliin. Seu-
raavassa tarkastellaan kuitenkin ilmidita, jotka ovat paljon nopeampia kuin tor-
maystermin maardma efektiivinen térmiystaajuus (w > v.ss), joten systeemia
voidaan kuvata Vlasov-Maxwellin yhtalsilld (5.9)-(5.14).

5.3 Debyen varjostettu potentiaali

Tarkastellaan plasmaan tuodun pistemaisen testivarauksen +Qr synnyttimad
staattista potentiaalikenttda ¢(r). Plasman oletetaan muodostuvan elektroneista,
jotka liikkuvat staattisessa ionitaustassa (ionien varausluvuksi oletaan Z = 1,
joten tiheyksilleilman testivarausta patee n, = n; = ng). Tilastollisen mekaniikan
mukaan elektronien jakautumafunktiolle termisessa tasapainossa lampotilassa T'
saadaan

f(r,v) = C e W/ksT | (5.16)

missé W = 3m.v® + g.¢ on elektronin kokonaisenergia. On helppo todeta, etta
jakautumafunktio (5.16) toteuttaa Vlasovin yhtalon (5.6). Nyt plasman elektro-
nitiheys voidaan (5.1) lausua

ne(r) = /f(r, v) d®v = ne9#/*sT | (5.17)

missa vakiokertoimen ny taytyy olla tasmailleen taustan hiukkastiheys, koska aa-
rettomyydessi (¢ — 0) plasma on neutraali. Kirjoitetaan seuraavaksi Poissonin
yhtélo V - E = Q/¢, potentiaalin ¢(r):n avulla. Koska E = —V¢(r), niin
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vig=-2 = ~ = fami + ene + Qo600 (5.18)

missi §(r) on é-funktio, jonka arvo on nolla, kun r # 0. Sijoitetaan varaukset
ge = —e ja ¢; = e ja tiheydet n; = ng sekd n, (5.17):sta, jolloin

ENg
€p

V2 + SOy _ eblkaT) -%5@). (5.19)
0

Kaukana testivarauksesta Qr sen aiheuttama potentiaali on pudonnut riittivin
pieneksi (¢/kgT < 1), jolloin yhtalé (5.19) voidaan linearisoida kayttamalla
eksponenttitermille Taylorin kehitelmaa ts.

e’ng

Vip — ;kB-—Tgb =0. (5.20)

Pistemdisen testivarauksen synnyttima potentiaali on pallosymmetrinen, joten
kirjoitetaan yhtélo (5.20) pallokoordinaatistossa

d, ,dp. 1,
g ) " =0 (5.21)

missa

_ |eokpT
Ap =4 == (5.22)

on (elektronien) Debye-pituus. Sijoitetaan yhtaloon (5.21) yrite ¢ = ¢, /r, jolloin
paastaan tuttuun yhtaloon

==¢. (5.23)

Télle saadaan eksponentiaalinen ratkaisu ¢; ~ exp(—r/Ap), joten itse potentiaali
on tyyppid ¢ ~ (1/7)exp(—r/Ap). Lahelld testivarausta Q¢ potentiaalin taytyy
olla muotoa ¢ = Qr/4weor, joten potentiaalille voidaan kirjoittaa

_Qre
¢(r) = dreg T

(5.24)
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Kuva 5.1: Pistevarauksen Coulombin potentiaali ¢c(r) tyhjossd ja varjostetiu
Debye-potentiaali ¢(r) plasmassa.

Téatd kutsutaan varjostetuksi potentiaaliksi tai Debye-potentiaaliksi. Potentiaali
(5.24) muistuttaa tyhjossa olevan pistevarauksen 1/r-potentiaalia, mutta plas-
massa elektronien varjostus tuo tdhan lisad eksponenttitermin. Varjostuksesta
johtuen potentiaalin kantama on aarellinen (Debye-pituus Ap), kuten kuvasta 5.1
voidaan havaita. Varjostuksen syyna on positiivisen testivarauksen +@Qr aiheut-
tama atraktio elektroneihin, jotka viipyvat hiukan kauemmin Q7:n liheisyydessa
ohittaessaan sen. Siten positiivisen testivarauksen ymparille muodostuu lieva
negatiivisen varauksen ylimaara, joka heikentaa testivarauksen potentiaalikentan
kaavan (5.24) mukaisesti.

5.4 Plasmavarahtelyt kuumassa plasmassa

Kylméssa magneettikentattomassa plasmassa saatiin kohdassa 4.7 pitkittaiset
plasmavardhtelyt w = w,. Tarkastellaan seuraavassa uudelleen naitd pieniamp-
litudisia plasma-aaltoja, kun otetaan huomioon elektronien termisesta liikkeesta
ja nopeusjakautumasta aiheutuvat lisaefektit. Lahtokohtana on Vlasovin yhtalo
(5.6) ja Maxwellin yht&ldista tarvitaan vain Poissonin yhtalda (5.11), koska tar-
kastellaan pitkittdisid aaltoja (E || k), joihin ei liity lainkaan magneettista kom-
ponenettia. Asetetaan myos ulkoinen magneettikenttd nollaksi. Vlasovin yhtalo
on talléin

of q _
5 TV Vit —E-V,f=0. (5.25)

Vlasovin yhtélon (5.25) viimeinen termi on epilineaarinen. Linearisoidaan se
olettamalla aalto pieneksi hairicksi: f(r,v,t) = fo(v)+fi(r,V,t), missd f,(< fo)
on aaltoon liittyva hairié ja fo on hiukkasten jakautumafunktio tasapainotilassa,
joka on yleensd Maxwellista tyyppia

78



— ™ \3/2_—mv?/2ksT
fg(‘v) no( 27['kBT) € y (5.26)

missd v* = v2 +v] +v2. Yksidimensioisessa tapauksessa (v, = u) jakautumafunk-
tio on

= m 1/2 —mu? [2kpT
fo(u) no(?kaT) e ; (5.27)

kun on integroitu v,:n ja v,:n yli. Usein plasman tiheys irrotetaan jakautumafunk-
tiosta ja uutta funktiota merkitisn Fo(u) = ng* fo(u).

Tasapainotilassa ei ole sihkokenttad, joten aallon sihkovektori E on suoraan

héiridsuure. Sijoitetaan jakautumafunktio f = fo + f; Vlasovin yhtiléon (5.25)
ja suoritetaan linearisointi, jolloin paadytain muotoon

of

5 ¥ Vhi+L E Vofo=0. (5.28)

Taman lisdksi tarvitaan Poissonin yhtilo

v.E=1 f frd%. (5.29)

On huomattava, etté vain jakautumafunktion hairidosa f; (elektronien tiheysfluk-
tuaatio) toimii sahkokentan lahteend. Kuten edellisessa luvussa, etsitdan nytkin
tasoaaltoratkaisuja, joissa hairiésuureiden fi(r,t) ja E(r,t) aika- ja paikkariip-
puvuus on tyyppid E(r,t) = Eexp[i(k-r — wt)]. Sijoitetaan tasoaaltoyritteet
linearisoituun Vlasovin yhtiléon (5.28) ja Poissonin yhtaloon (5.29), jolloin amp-
litudeille f; ja E saadaan algebralliset yhtalot

ik v—w)f = —%E Voo (5.30)

K.E=2 3
ik E—eoffldv. (5.31)

Ratkaistaan f; ylemmastd yhtdlostd (5.30) ja sijoitetaan se alempaan (5.31), jol-
loin padstaan dispersiorelaatioon

ik.B=-L E/ ——— "f" (5.32)
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Im(v)

Im(v)
C?
e w/k
e
s
Re(v) C1 Re(v)
e ) w/k
Im(v)
w/k Re(v)
- o ——

Kuva 5.2: Integrointireitin valinta (Landaun reiiti) tapauksissa Im{w} > 0,
Im{w} < 0 ja Im{w} ~ 0.

Oletetaan, ettd tutkittava aalto etenee z-akselin suuntaan (k || E || z) ja merki-
tddn u = v, ja Fo(u) = ng [ fo(v) dv, dv,. Nyt dispersiorelaatio voidaan kirjoit-
taa muotoon

2
e(k,w) =1~ wf f_ ii"ia“ du=0. (5.33)

Funktiota ¢(k,w) kutsutaan plasman dielektrisyysfunktioksi ja se vastaa kylman
plasman teoriassa esiintyvaa dielektrisyystensorin elementtia P. Suuretta

% j CnioN (5.34)

kuw

kutsutaan usein (elektronien) pitkittdiseksi suskeptibiliteetiksi. Jos myds io-
nit otettaisiin huomioon, voitaisiin pitkittdisten aaltojen dispersiorelaatio esittiaa
muodossa €(k,w) = 1+ x.(k,w) + xi(k,w) = 0, missa x; on ionien pitkittdinen
suskeptibiliteetti (kts. kohta 5.8).

Dispersiorelaation (5.33) vaikeutena on, ettd siind esiintyvé integraali on singu-
laarinen, koska integroitavalla funktiolla on napa pisteessd u = w/k, joka on integ-
roimisreitilld C. Kdytannossa esiintyvit aallot ovat joko vaimenevia tai kasvavia
(epastabiileja), jolloin w on kompleksinen (aaltoluku k on valittu reaaliseksi). Si-
ten napa siirtyy pois reaaliakselilta kompleksitason ylempiin (Im{w} > 0) tai
alempaan (Im{w} < 0) puolitasoon. Landau osoitti, ettd oikea fysikaalinen rat-
kaisu saadaan valitsemalla integroimisreitti C siten, ettd napa jaa suljetun reitin
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sisipuolelle (kuva 5.2). Kun napa on hyvin lihelld reaaliakselia, se kierretiin
alapuolelta e-siteiselld puoliympyralld. Kyseisid integroimisreitteja kutsutaan
Landaun reiteiksi. Napa tuo mukanaan imaginaarisen residytermin, joten inte-
graali Landaun reittia C pitkin on muotoa

'/; I [_m e iﬂRes{...}uzwﬂ,, (5.35)

missa P tarkoittaa Cauchyn padarvoa, joka maaritelldan

oo wflk—e oo
P f v =lim { / il } , (5.36)
—a0 e—0 —00 Ufk+!

joten dispersiorelaation (5.33) integraali voidaan kirjoittaa

r OFo/ou , [ OFo/Ou , . %) , (5.37)
k u=w/k

—o0 ku—w ku — w Ou

Singulariteetti on pisteessi v = w/k, joten sen aiheuttavat nopeusjakautuman
hiukkaset, joiden nopeus z-suuntaan on sama kuin aallon vaihenopeus w/k. Sin-
gulariteetin fysikaalinen merkitys selvidd tuonnempana kohdassa 5.6 (Landau-
vaimennus).

5.5 Bohm-Grossin dispersiorelaatio

Tarkastellaan edelld saatua dispersiorelaatiota (5.33) ldhemmin pitkin aallon-
pituuden rajalla (k — 0). Talldin aallon vaihenopeus on suuri w/k > vy, =
(ksT/m)"? ja on odotettavissa, etts dispersiorelaatio muistuttaa liheisesti kyl-
man plasman vastaavaa dispersiorelaatiota pitkittaisille plasmavarahtelyille w =
wyp. Johdetaan seuraavaksi kineettisen teorian antama tarkempi dispersiorelaatio
pitkittaisille plasmavarahtelyille. Kuuman plasman dispersiorelaatioksi johdet-
tiin edelld

wy [ OFy/0u
— L =
1- 2 / du = (5.38)

ku —w

Yleisessi tapauksessa integraalilla on imaginaarinen residyosa i(w/k)(8F,/0u),
joten yhtalo (5.38) ei voi toteutua tarkasti puhtaasti reaalisella w:n arvolla. Pit-
killd aallonpituuksilla kuitenkin patee w/k > v, joten singulariteetti on kaukana
jakutumafunktion hanndssid. Talloin residytermi, joka on verrannollinen jakau-
tumafunktion derivaattaan vaihenopeuden kohdalla, on hyvin pieni ja se voidaan
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unohtaa ensimmdisessd approksimaatiossa. Kehitetddn jiljelle jiinyt padarvo-
osa sarjaksi ja suoritetaan termeittdinen osittaisintegrointi

Pf 3Fu/3”' — __.f 6F° (F—%)+(E)z+...]du

mu—w/k
W )2/ F.,[1+2(——)+3(—)"'+ Jdu.  (5.39)

Sarjakehitelméan kaytto poisti singulariteetin, joten integroinnit voidaan valitto-
masti suorittaa. Integraaleille patee [ Fodu = 1 ja jakautuman symmetrisyydesta
seuraa [uFodu = 0 ja [ mu?Fydu = nokpT, joten dielektrisyysfunktio redusoituu
muotoon

k’ kgT

e(k,w)=1- —3(1 + 3 = ——). (5.40)

Pitkilld aallonpituuksilla (¢ — 0) viimeinen termi on pieni ja siind voidaan
korvata w =~ w,, jolloin saadaan Bohm-Grossin dispersiorelaatio asettamalla

e(k,w) =0
w? = w + 3k*v} = w (1 + 3k%)%), (5.41)

missd v, = (kpT/m)*/? on elektronien terminen nopeus. Huomaa, ettd suurei-
den vililld on yhteys vy, = Apw,. Bohm-Grossin dispersiorelaatio kuvaa plas-
mavarahtelyjd hyvin aaltolukualueella kAp < 0.5. Dispersiorelaatio muistuttaa
laheisesti kylmén plasman vastaavaa, mutta aarellisen lampétilan mukana saatiin
pitkittaisten plasma-aaltojen dispersiorelaatioon lieva k-riippuvuus. Nyt aallon
ryhméanopeudelle v, = dw/dk saadaan v, = 3kv3, /w, joka lihestyy nollaa kylméan
plasman rajalla.

5.6 Landau-vaimennus

Jatketaan dispersiorelaation (5.38) iteraatiota pitkdaaltorajalla ja otetaan huomi-
oon myo0s imaginaarisen residytermin aiheuttama korjaus. Talloin dispersiorelaa-
tiosta (5.38) saatavan w:n taytyy olla kompleksinen w = w, +iv (aaltoluku k ole-
tetaan reaaliseksi). Reaaliosalle w, saatiin ylld approksimaatio (Bohm-Gross) ja
seuraavaksi lasketaan imaginaariosa <, jolle oletetaan 4 < w,. Dispersiorelaatio
(5.38) voidaan kirjoittaa kayttaden padarvo-osalle Bohm-Gross approksimaatiota
(5.40)

b 4

2 2 2
e(k,w)=1— S% — 3w? (Ec%) + o —ima2 (Q_F_O) i =0. (5.42)
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Fo(v) (1) hiukkaset saavat energiaa

(2) hiukkaset luovuttavat energiaa

Kuva 5.3: Landau-vaimennuksen fysikaalinen tulkinta.

Sijoitetaan kompleksinen taajuus w = w, + iy dispersiorelaatioon (5.42) ja kehi-
tetadn taajuuden potenssit sarjaksi, jolloin paastiin yhtaloon

w? v 3k*v3 w? ¥ w? (OF
] = =R(] =Pl et Pg _ ae Ty Wp | Ol =0, &
wf(l 2zwr) pr (1 43%) i ( % ) o (5.43)

Imaginaariosa on oletettu pieneksi ja siini voidaan kompleksinen taajuus w kor-
vata reaaliosalla w,, jolloin virhe on seuraavaa kertalukua. Dispersiorelaatio
(5.33) toteutuu, kun seki reaaliosa ettd imaginaariosa haviivit. Re{e} = 0
antaa edelld saadun Bohm-Grossin dispersiorelaation (5.41) ja imaginaariosan
hiviamisestd (Im{e} = 0) voidaan + ratkaista

3
LT W, OF,
7=k (6u u=wy [k . (54

Koska kyseessi on tasoaaltoyrite exp[i(k - r —wt)], saadaan ratkaisuja, jotka ovat
tyyppia exp(yt) exp[i(k - r—w,t)]. Siten amplitudiin tulee lisitekija exp(7t), joka
on ajallisesti vaimeneva, jos pitee ¥ < 0. Vaimeneva ratkaisu l6ytyy, jos ta-
sapainotilan jakautumafunktiolle on voimassa (0Fp/0u)y=u,/k < 0. Useassa ta-
pauksessa asia on niin ja tulosta (5.44) kutsutaan Landau-vaimennukseksi tai
torméyksettémiksi vaimennukseksi. Esimerkiksi Maxwellin jakautuman (5.26)
tapauksessa saadaan Landau-vaimennuksen dekrementille

E)Uz Wy

1 3
. (1 3 5.45
y= (8 5h exp| (2k2,\§,+2)]' (5.45)

Térméayksettomén Landau-vaimennuksen fysikaalinen selitys on se, ettd hiukka!.-
set, joiden nopeus on hyvin ldhelld aallon vaihenopeutta (u w,/k) °"’*{t o
makkaassa vuorovaikutuksessa aallon kanssa (kts. kuva 5.3). Hiukkn:sets joiden
nopeus on hiukan suurempi kuin aallon vaihenopeus luovuttavat energiaa aallolle
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Imw ImZ . ImZ

) ReZ ReZ

w -PLANE Z-PLANE

(o) (b)

Kuva 5.4: Muuttujan { = w/k kuvautuminen kompleksiseen Z(()-tasoon Mazwel-
liselle tapaukselle (a) ja epastabiilille jakautumalle (b). Kyseisia kayrid kutsutaan
Nygquistin diagrammoiksi.

ja aaltoa hitaammat hiukkaset puolestaan saavat aallolta energiaa. Jos jakau-
tumafunktion F, derivaatta on negatiivinen, niin absorboivia partikkeleita on
enemman kuin energiaa luovuttavia hiukkasia, mika johtaa energian absorptioon
plasmaan ja aallon vaimenemiseen. Painvastainen tapaus, jossa Fy:n derivaatta
on positiivinen, antaa kasvavan ratkaisun 4 > 0 ja kyseessd on amplitudiltaan
kasvava (epastabiili) aalto.

5.7 Mikroepastabiilisuudet

Luvussa 3 kasiteltiin plasman magnetohydrodynaamisia epastabiilisuuksia. Nii-
den esiintyminen riippui plasman ja kenttien makroskooppisista ominaisuuksista
kuten virta- ja painegradientista sekd magneettikentin kaarevuuden tyypista.
Tasta syysta MHD-epastabiilisuuksia kutsutaan myos makroepastabiilisuuksiksi.
Epastabiilisuuksia, jotka riippuvat hiukkasten nopeusjakautuman yksityiskoh-
dista kutsutaan puolestaan mikroepastabiilisuuksiksi. Tallaisia voi 16ytya, jos
aallon vaihenopeuden kohdalla nopeusjakautumafunktion derivaatta on positiivi-
nen (0Fy/0u)y=w/k > 0.

Tarkastellaan seuraavaksi plasmavéarahtelyjen epastabiilisuutta magneettikentit-
tomassa ja homogeenisessa plasmassa ts. milld ehdoilla edella johdettu plasmava-
rahtelyjen dispersiorelaatio (5.33) antaa reaaliselle k:lle ratkaisun, jolle Im{w} >
0. Kirjoitetaan dispersiorelaatio muotoon

z2(0)= [, ip"—_/‘zu du = g (5.46)

P

missi ( = w/k. Epastabiileja ratkaisuja 16ytyy alueesta, jossa Z(() saa reaa-
lisia. positiivisia arvoja (:n ollessa kompleksitason ylemmassa puolitasossa. Ku-
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vassa 5.4 on esitetty (~muuttujan suorittama kierros ylemman puolitason ympari
seka kaksi mahdollista funktion Z({) kuvaajaa. Fysikaaliselle jakautumafunkti-
olle Fo(u) taytyy pated Z(¢) — 0, kun ( — oo ja &arettdmyydessa kiertiva
puoliympyrén kaari kuvautuu Z({)-tason origoon. Kyseisid kuvaajia kutsutaan
Nyquistin diagrammoiksi. Koska aallon stabiilisuus riippuu siitd, saavuttaako
funktio Z(({) positiivisia reaaliarvoja (:n ollessa ylemmissi puolitasossa, nah-
daan etta tapaus (a) vastaa stabiilia (Maxwellin jakautuma) ja (b) epéstabiilia
ratkaisua pisteessi B.

Tarkastellaan millainen ehto vallitsee kuvaajan (b) pisteessa B.

Z({)=P / du +inFl(C). (5.47)

Pisteessi B on Im{Z} = 0, joten F}(¢) = 0. Lisiksi Im{Z} muuttuu negatii-
visesta arvosta positiiviseksi pisteen B ohituksessa. Tama antaa ensimmaiisen
ehdon epéstabiilisuudelle

o Jakautumafunktiolla Fy tiytyy olla minimi jollakin nopeuden arvolla u

Pisteessd B piatee Re{Z} > 0, mistd saadaan toinen ehto. Funktion Z reaaliosa
saadaan osittaisintegroinnilla

Re(z(0)} = P [7 B,

oa‘u—-

. M{ f“‘ } d[Fo(w) - Fo(¢)]

u—(
- . (e Fo(u) FO(C) u
o e c+;} (w=Cp
+ lim [FO(C)—FO(C"E)_Fn(C+ez-—Fo(C)
— Fo(u) - Fo(C) i
= P f P d (5.48)

Nyt voidaan edelld saadut ehdot yhdistad stabiilisuuskriteeriksi, jonka mukaan
eksponentiaalisesti kasvava plasma-aalto esiintyy vain, jos funktiolla Fo(u) on
minimi arvolla v = ( siten, ettd '

/ = °((';)_ Folw) = Fol€) g, 5 . (5.49)

Paaarvomerkinta on tarpeeton, koska u = ( antaa Fo(u):n minimin. Saatu ehto
tunnetaan nimelld Penrosen stabiilisuuskriteeri. Sen mukaan jakautumafunktiolla
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(a) (b) (c)
Fig. 10.3. Unstable, marginal and stable distributions.

) G
)

() (b) (c)

Kuva 5.5: Erilaisia jakautumafunktioita ja niitd vastaavat Nyquistin diagrammit
(a) epdstabiili, (b) marginaalisesti stabiili, (c) stabiili.

on kaksi huippua vastaten eri nopeuksilla tapahtuvia virtauksia ja virtausten on
oltava riittavin selvisti erottuneita, jotta niiden vilinen minimi on tarpeeksi
syva. Kuvassa 5.5 on esitetty joitakin jakautumafunktioita ja niitd vastaavat
Nyquistin diagrammit.

5.8 Ioniakustinen aalto

Kylméan plasman approksimaatiossa (T.; = 0) ei magneettikentattomassi ho-
mogeenisessa plasmassa ole matalataajuisia w < w,; aaltomoodeja. Jos plasman
paine otetaan huomioon, I6ydetiin matalataajuinen ratkaisu myds magneettiken-
tattomassa tapauksessa (v4 = 0) kuten MHD-aaltojen yhteydessi kohdassa 3.6
todettiin. Tarkastellaan seuraavaksi matalataajuusrajaa kineettisen teorian pe-
rusteella olettamalla magneettikentiaton (By = 0) ja homogeeninen plasma. Aal-
lot oletetaan pitkittaisiksi (sahkdstaattisiksi), joten Maxwellin yhtildista tarvi-
taan vain Poissonin yhtil6a, koska k || E ja aaltoon liittyvd magneettikentti ha-
vidd (B = 0). Ioneja ei voi enad pitaa paikallaan olevana taustavarauksena, vaan
niiden dynamiikka on oleellista matalataajuisissa ilmidissd. Kirjoitetaan lineari-
soitu Vlasovin yhtalé molemmille plasmakomponenteille

of 9 _
- +v-Vf,+m.E Vofio=0, (5.50)

missa 8 = e, ja f, edustaa pientd hairiota s~komponentin tasapainojakautumassa
fe0. Poissonin yhtaldsséd on mukana seki elektronien ettd ionien aiheuttama va-
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raustiheyden hairio

25 0 fd. (5.51)

l_ﬂ 3

Sijoitetaan tasoaaltoyritteet f, expli(k -r — wt)] ja Eexp[i(k - r — wt)] Vlasovin
ja Poissonin yhtaléihin, jolloin saadaan

: _¢E .
(w—k-v)f,= y ilio (5.52)
ik-E = E % f . d%. (5.53)

Ratkaistaan jakautumafunktion hiirio f, yhtalosta (5.52) ja sijoitetaan se yhti-
166n (5.53), jolloin

2
ik-E=—E. " % / Vol _ i, (5.54)

seyi €0TTY w—k-v

Kuten plasmavirihtelyjen tapauksessa kohdassa 5.4, oletetaan aallon etenemis-
suunnaksi z (k || E || z) ja merkitdin v = v,. Nyt voidaan matalataajuisten
sahkostaattisten aaltojen dispersiorelaatio kirjoittaa

1+x=+Xi=03 (555)
missd elektronien ja ionien suskeptibiliteetit ovat

3F.o/6u

kuw

(5.56)

Oletetaan seuraavaksi, ettd aallon vaihenopeus on paljon suurempi kuin ionien
terminen nopeus v; = (kg7T;/m;)"/? ja paljon pienempi kuin elektronien termi-
nen nopeus v, = (kgT./m.)"/* ts. v; € w/k < v,. Tilldin voidaan kayttaa
sarjakehitelmia suskeptibiliteeteissa

0 o sl (g (5.57)

w W
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velocity

Kuva 5.6: Ioniakustisen aallon vaihenopeus w/k ionien ja elekironien nopeusja-
kautumassa, kun oletetaan T, > T;.

Xe):  o ¥ (5.58)

Sarjakehitelmien avulla suskeptibiliteeteille saadaan likimaariiset lausekkeet

ku 31":0
Xi ™ — fF,o u)[1+4 2 ( ) + o) du — im B T ( o )u=w!k (5.59)
1 BF,o(u) aFeu
~ _._..E s PR o
Xe = k2 ] 2 6 du T ( 5u )u=wﬂ‘ i (5.60)

Elektronien ja ionien nopeusjakautumafunktiot on luonnollista olettaa Maxwel-
lisiksi Fyo = (2mv?)~/2 exp(—u?/2v?), jolloin integroinnit suskeptibiliteeteissa
(5.59) ja (5.60) voidaan suorittaa

2
F;
x;z—w - r—"—'(a 2

w?

Juzw/k (5.61)

w; OF, el

Xe = 12, 2 7"'}?( ou Jusw/k - (5.62)
Nyt voidaan dispersiorelaatio kirjoittaa
wz' 1 . aF,o
1— '—% + k202, L mze" k2 )u—w,!k =0. (5.63)

88



Oletetaan reaalinen k ja kompleksinen taajuus w = w, + iy, jossa imaginaariosa
on pieni ¥ < w,. T&lldin dispersiorelaatiossa (5.63) voidaan kehittid w2 ~
w; ?(1—247y/w,+...), jonka jilkeen merkitdéin (5.63):ssa reaaliosa ja imaginaariosa
nolliksi, jolloin dispersiorelaatioksi tulee

2.2
wz kca

y = l-I—T% ) (5.64)

missi ¢, = (kgT,/m;)/? on ionien dinennopeus. Huomaa, etti suureiden vilinen
vallitsee yhteys ¢, = Ap.w,:. Pitkaaaltorajalla (k — 0) dispersiorelaatio w =~ ke,
muistuttaa ddniaallon etenemistd ilmassa, mista syystd aaltoa (5.64) kutsutaan
ioniakustiseksi aalloksi (ion acoustic or ion sound wave). Lyhytaaltorajalla (k —
o) ioniakustinen aalto edustaa jonien plasmavirihtelyjd w o w;.

Imaginaariosan havidminen antaa ioniakustisen aallon Landau-vaimennukseksi
(osoita)

T

v = G (e (B ey (55

Lausekkeesta (5.65) havaitaan Landau-vaimennuksen muodostuvan kahdesta ter-
mista vastaten elektronien ja ionien nopeusjakautumaa. Tilannetta on havain-
nollistettu kuvassa 5.6. Koska vaihenopeudelle oletettiin w/k < v, niin se si-
jaitsee lahelld nollanopeutta elektronien jakautumassa. Talld alueella jakautu-
mafunktio on laakea pysyen likipitden vakiona. Elektroneista johtuva vaimennus
~ (m./m;)'/? jis pieneksi, koska jakautumafunktion derivaatta (0Fe0/0%)y=w/k
on pieni alueessa u < v,. Ionien nopeusjakautumassa vaihenopeus on jakau-
tuman hannassd (w/k > v;), kuten edelld oletettiin. Myos sielli derivaatta
(0F;0/0%)u=w/x jad pieneksi, mikili limpétiloille pitee T. > T:. Tapauksessa
(T. ~ T;) ioniakustisen aallon vaihenopeus on likipitden sama kuin ionien ter-
minen nopeus (w/k ~ ¢, ~ v;) ja aalto on vuorovaikutuksessa suuren hiukkas-
madrin kanssa (nopeusjakautuman padosa). Tastd syystd Landau-vaimennus on
hyvin voimakas ja aalto haviad nopeasti, joten ioniakustisen aallon olemassaolo
edellyttad lampétilasuhteelle T, >> T;.

Ioniakustinen aalto esiintyy vain matalilla taajuuksilla w < wy;, jolloin elektronit
pystyvat varjostamaan tehokkaasti ionitiheydessd esiintyvat fluktuaatiot. Tasta
syysta ioniakustiseen aaltoon liittyva pitkittdinen sihkokentta jaa hyvin pieneksi,
vaikka tiheysfluktuaatiot olisivatkin suuria. Siksi on ymmirrettivai, ettd mata-
limmilla taajuuksilla (w — 0) saadaan MHD-teorian ennustama dispersiorelaatio
magneettikentattomalle tapaukselle (vrt. kohta 3.6). MHD-mallissahan plasma
oletettiin yksikomponenttiseksi nesteeksi, jossa ei tapahdu varausten erottumista
elektronien ja ionien valilla.

Magneettikentattoman plasman ominaismoodien (ioniakustinen aalto, pitkittai-
set plasmavirahtelyt ja poikittaiset sihkomagneettiset aallot) dispersiorelaatiot

89



Kuva 5.7: Magneettikentatioman plasman ominaismoodien dispersiorelaatiot
(k,w)-tasossa: ioniakustinen aalto (S), pitkittdiset plasmavdrdhtelyt (L) ja poi-
kittaiset sahkomagneettiset aallot (T).

on esitetty graafisesti kuvassa 5.7. Siitd voidaan heti havaita, etti magneetti-
kentattomassi plasmassa ei 16ydy aaltoja taajuusvililld wy < w < w,. Pitkilla
aallonpituuksilla (k — 0) ioniakustisen aallon (S) vaihenopeus w/k ja ryhmano-
peus dw/dk lihestyvit ionien danennopeutta c,. Tilld rajalla pitkittdisten plas-
mavarahtelyjen eli Langmuir-aaltojen (L) vaihenopeus menee kohti daretonta,
mutta ryhménopeus lihestyy nollaa, mikid voidaan helposti nahdid Bohm-Gros-
sin dispersiorelaatiosta (5.41). Lyhyilla aallonpituuksilla ja suurilla taajuuksilla
(w > wp) poikittaisen sihkdmagneettisen aallon (T) dispersiorelaatio lihestyy
tyhjon relaatiota w = kc.
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