
PHYS-C0210 Kvanttimekaniikka
Laskuharjoitus 3, extra haasteita, viikko 46

1. a) Jos tilat ymmärretään vektoreina, niin operaattorit voidaan ajatella matriiseina. Jos
{|ai〉}i ovat ket-vektoriavaruuden kantavektorit, niin osoita tutkimalla kahden tässä kan-
nassa määritellyn tilavektorin tuloa 〈α|β〉, että∑

i

|ai〉〈ai | = Î, (1)

missä Î on identiteetti-operaattori (eli sillä operointi ei muuta tilaa lainkaan). Tämä ns.
täydellisyysrelaatio on tärkeä työkalu mm. jatkokurssilla. Vastaavanlaisia lausekkeita
esiintyy usein kun toimitaan vektoriavaruuksien parissa, sillä ainahan voi kertoa iden-
titeettimatriisilla tai muulla "hyvin valitulla ykkösellä".
b) Diskreeteistä muuttujista jatkuviin: Joillain observaabeleilla, esimerkik-
si paikalla, voi olla diskreettien ominaisarvojen sijaan jatkuva spektri, joten voi tuntua
epäintuitiiviselta puhua paikan ominaistiloista vektoreina. Integrointihan on periaattees-
sa pienten komponenttien summausta, joten yleistetään yhtälö (1) muotoon∫ ∞

−∞
|x〉〈x |dx = Î. (2)

Lisäksi aaltofunktio voidaan määritellä

〈x |α〉 = ψa(x). (3)

Perustele nyt, miksi Diracin notaatiolla vektoreiden sisätulona kirjoitettava 〈α|β〉 on sa-
ma asia kuin aaltofunktioiden tulojen integrointi.

2. a) Johda kahden ei-kommutoivan ([Â, B̂] = iĈ) hermiittisen operaattorin Â ja B̂ epämää-
räisyyksille epäyhtälö ∆A∆B ≥ |〈[Â, B̂]〉|/2.

(Huom. Tässä Heisenbergin epämääräisyysperiaate yleistyy mille tahansa operaattoreil-
le!)

Vihjeitä:

• Kirjoita auki tulo ∆A2 ∆B2

• Voit käyttää Cauchy-Schwartz epäyhtälöä kahdelle Hilbertin avaruuden vektorille
|φ〉 ja |ψ〉

|〈φ|ψ〉|2 ≤ 〈φ|φ〉〈ψ|ψ〉 (4)

• Jos 〈φ|ψ〉 = z, Cauchy-Schwartz yhtälössä esiintyy Re[z]2 + Im[z]2. Epämääräi-
syysperiaatteen johtamiseen riittää keskittyä esim. imaginääriosaan.

Näitä ei palauteta eikä arvioida. Nämä on tarkoitettu niille, jotka haluavat tähdätä syvem-
mälle kuin mihin kurssilla muuten päästään.


