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Sisalto

Nollahypoteesi ja p-arvo



Hypoteesin testaus pahkinankuoressa

1. Jos data X on perdisin erdan hypoteesin Hy mukaisesta
stokastisesta mallista, niin silloin siitd funktiolla t laskettu

—

tunnusluku t(X) noudattaa erastd jakaumaa J.
2. Lasketaan havaitusta datasta tunnusluku t(x).

3. Onko arvo t(x) "kovin yllattava" tulos jakaumasta J? Jos on,
niin hypoteesi Hy ei vaikuta uskottavalta ja se “hylatdan”.

Huomautuksia.

1. Hypoteesin hylkdys ei tarjoa mitdadn vaihtoehtoista selitysta
datalle. Se pitda tehda erikseen.

2. Vaikka hypoteesi olisi oikeasti totta, se saatetaan hylat3,
koska yllatyksid sattuu (satunnaisuus!).

3. Ei ole selvda, millainen t:n arvo on “lilan” yllattava.



Mustekala Paul

Jalkapallon MM-kisoissa 2010 Paul ennusti voittajan oikein
jokaiselle Saksan ottelulle.

Opponent ¢ | Tournament ¢ Stage ¢ Date ¢ | Prediction ¢ |Result ¢ | Outcome ¢
s Poland Euro 2008 group stage 8 June 2008 | Germany 2-0 Correct
=== Croatia Euro 2008 group stage | 12 June 2008 | Germanyl31[20] 12 Incorrect
== Austria Euro 2008 group stage 16 June 2008 | Germany 1-0 Correct
BN Portugal Euro 2008 quarter-finals | 19 June 2008 | Germany 3-2 Correct

Turkey Euro 2008 semi-finals 25 June 2008 | Germany 3-2 Correct
== Spain Euro 2008 final 29 June 2008 | Germany!®! 0-1 Incorrect
@l Australia | World Cup 2010 group stage 13 June 2010 | Germany!31l 4-0 Correct
7 Serbia World Cup 2010 | group stage | 18 June 2010 | Serbial3] 0-1 Correct
== Ghana World Cup 2010 | groupstage | 23 June 2010 | Germany!3'] 1-0 Correct
—- England | World Cup 2010 | round of 16 | 27 June 2010 | Germany!®2l 41 Correct

Argentina | World Cup 2010 | quarter-finals 3 July 2010 | Germany!??] 40 Correct
== Spain World Cup 2010 semi-finals 7 July 2010 | Spain(33] 0-1 Correct

Uruguay | World Cup 2010 | 3rd place play-off 10 July 2010  Germany 3-2 Correct

Onko poikkeuksellisen hyva ennustustulos tilastollisesti merkitseva,
vai voidaanko se lukea tavanomaisen satunnaisvaihtelun piiriin?

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_the_Octopus


https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_the_Octopus

Nollahypoteesi Hy

Tilastollisen merkitsevyystestin |ahtokohdaksi muotoillaan
nollahypoteesi Hp, joka vastaa tilannetta, jossa mitdan uutta tai
yllattavaa ei tarvita havaintojen selittamiseen.

Esim

Hy: Selvannikijan ennustukset eivit ole arvauksia parempia
Ho: Uusi lddke ei ole lumelddkettd tehokkaampi

Hp: Salkunhoitajan rahaston tuotto ei ole pdrssi-indeksid parempi

Merkitsevyystestin vastahypoteesi H; on yleensd nollahypoteesin
vastakohta.



Nollahypoteesi vs. data

Kuuluuko havaittu data tyypillisen satunnaisvaihtelun piiriin vai onko
syyta epailld nollahypoteesia?

Esimerkki (Kolikko)

Tasaiseksi viitettyd kolikkoa 50 kertaa heitettdessd saadaan 42 kruunaa.
Ho: Kruunan tn 8 = 1/2
Hi: Kruunan tn 6 # 1/2

Esimerkki (Kohinainen kanava)

Tiedonsiirtovirheiden vditetdan olevan normaalijakautuneita parametreina
1 =0 ja o = 3. Kanavaa kerran testaamalla mitattiin virheeksi x; = 4.8.
Ho:p =10
Hi:p#0

Esimerkki (Laadunvalvonta)

Tukkukauppias vaittia, ettd sen tomaateista enintddn 5% on huonoja.
Suuresta erdstd poimittiin 50 tomaattia ja niistd 4 todettiin huonoiksi.
Hy:Huonolaatuisten osuus 6 < 0.05
H;:Huonolaatuisten osuus 6 > 0.05



Testisuureen p-arvo

Havaitun datajoukon X = (xi,...,x,) poikkeuksellisuutta
analysoidaan laskemalla testisuure

t(xX) = t(x1, ..., Xn),

joka tiivistdd havaitut datapisteet yhdeksi reaaliluvuksi.

Testisuureen p-arvo on todennikoisyys, jolla nollahypoteesin
mukaisen dataldhteen ennakoidaan tuottavan ainakin niin
poikkeavia testisuureen arvoja kuin t(X).

p-arvo

Tulkinta

> 0.10
~ 0.05
< 0.01

Havainto ei ole ristiriidassa Hy:n kanssa
Havainto todistaa jonkun verran Hy:aa vastaan
Havainto todistaa vahvasti Hy:aa vastaan




Esim. Kolikko

Tasaiseksi vaitetty kolikko tuottaa 42 kruunaa 50 heitolla.
Ho: Kruunan tn 6 =1/2

Hi: Kruunan tn 6 # 1/2

Testisuure = kruunien lukumaara: t(x) = 42

T = t(X) = “kruunien Ikm stokastisessa mallissa”

f(x) = P(T =x|Ho) = <~rf> <;)X (1_;>50—X

Testisuureen odotusarvo to = E(T | Hp) = 25.

p-arvo = P(|T — to| > [t(x) — to| | Ho)
= P(|T — 25| > 17| Ho)

8 50
=) )+ Y flx) ~ 1.2x10°°
x=0 x=42

Havainto todistaa vahvasti Hp:aa vastaan.



Yllattavyyden maaritelmasta
Miksi tarkastellaan “ainakin” yhtd poikkeavan arvon
todennakoisyyttda — eikd esim. testisuureen arvon
todenndkdisyyttd sindnsad?

Esimerkki

Heitetdan kolikkoa n = 1000 kertaa. Jos kolikko on reilu (Hp), niin
testisuure t(X) eli kruunien m3ira noudattaa binomijakaumaa
Bin(500,1/2).

Havaitaan testisuureen arvo t(x) = 502. Binomijakauman mukaan
Pr(t(X) = 502) ~ 0.0250, aika pieni luku. Tulisiko meidan olla
yllattyneitd ja epailld kolikkoa epareiluksi?

Ei ehka kovin yllattyneitd, silla myds Pr(t(x) = 500) ~ 0.0252,
aika pieni. Mikaan yksittdinen arvo ei ole kovin todenn&dkdinen.

Tavanomainen ratkaisu on olla “yllattynyt” vasta, kun olisi
epatodennikdista saada tama t(x) tai jotain vield poikkeavampaa
(testisuureen jakauman hantitodennikdisyys).



Esim. Kohinainen kanava

Tiedonsiirtovirheiden vaitetddn olevan normaalijakautuneita
odotusarvona p = 0 ja keskihajontana 3. Havainto: x; = 4.8.
Ho: Odotusarvo p =0

H;: Odotusarvo i # 0

Testisuure = normitettu poikkeama nollahypoteesin mukaisesta

odotusarvosta: z(x) = X13_0 =16

p-arvo = P(|Z]| > 1.6|Hy) = 2P(Z > 1.6|Ho) ~ 11%,

Havainto on selitettdvissd tavanomaisella satunnaisvaihtelulla.
Havainto ei puhu Hp:aa vastaan.



Sisalto

Yhdistetty nollahypoteesi



Esim. Laadunvalvonta

Tukkukauppiaan véitteen mukaan sen toimittamista tomaateista enintdan
5% on huonolaatuisia. Suuresta erdstd poimittiin satunnaisesti 50
tomaattia ja niista 4 todettiin huonolaatuisiksi.

Hy: Huonojen osuus 6 < 0.05

H;: Huonojen osuus 6 > 0.05

Testisuure: Huonojen lkm: t(xX) = 4

Dataldhteen tuottamien testisuureen arvojen stokastinen malli:

Po(T =t) = fy(t) = <5t0>ef(1 —6)>0"
Poikkeavuus: testisuureen arvo poikkeaa yl6spain odotusarvosta
Po( T —Eo(T) 2 () ~Eo(T) ) = Po(T 2 £(x) = >_file).

Ongelma: tn riippuu #:sta. Valitaan suurin tn (miksi?).

50
- fr— > v = > X = =~ 0
p-arvo = max Po(T > t(X)) = Poos(T > t(x)) tz:; fo.os(t) ~ 24%



Tilastollisen merkitsevyystestin vaiheet

Joskus asetetaan myos vastahypoteesi Hi, jolloin tarkoitus on tutkia,
puoltaako havaittu datajoukko enemman Hp:n vai Hj:n hyvaksymista.
1. Asetetaan nollahypoteesi Hy ja mahdollisesti vastahypoteesi H;.
2. Valitaan kaytettdva testisuure ja lasketaan havaittua dataa X
vastaava testisuureen arvo t(X).

3. Méaritetddn dataldhteen tuottamia testisuureen arvoja mallintavan
satunnaismuuttujan T jakauma nollahypoteesin vallitessa.

4. Maaritetdadn mitka testisuureen arvot tulkitaan havaittua
testisuureen arvoa poikkeuksellisemmiksi (puoltavat Hy:n
hyvaksymistd Hp:n sijaan) ja lasketaan testin p-arvo.

5. Tehddan johtopaatokset:

® Pieni p-arvo = Hj hylatdan
® Suuri p-arvo = Hjp jaa voimaan



Testaaminen valitulla merkitsevyystasolla

Miten pieni p-arvo on riittdvan pieni?

Tietyissa tilanteissa vaaditaan yksiselitteistd johtopdatosta: testin
pohjalta Hy joko hyvaksytdan tai hylatdaan. Tallaisen testin
pohjaksi valitaan merkitsevyystaso « € (0,1) ja johtop&aatds
muodostetaan seuraavasti:

® Jos p-arvo > «, nollahypoteesi hyviksytidan (jaa voimaan),
® Jos p-arvo < «, nollahypoteesi hylatidan.

Usein on tapana valita merkitsevyystasoksi o = 1% tai a = 5%



Sisalto

Testausvirheet



Testausvirheet

Mikadan ei takaa, ettd tehty johtopaatos olisi oikea.

Tehty johtopaatos
Hp hyvédksytadan | Hp hylataan
Totuus Hp tosi Oikea p&datos Hylkaysvirhe

Hp epédtosi | Hyvaksymisvirhe | Oikea p&datos

Testaajan johtop&atds on aina arvaus. Hyva arvaus on
todennakdisesti oikein.

Tn-laskennan keinoin voidaan yrittaa laskea, milla
todennikdisyydelld sattuu hyvaksymis- ja hylkdysvirheita.

Tilastotieteessa kaytetddn myds nimid “tyypin | virhe" (vaira hylkdys) ja
“tyypin Il virhe” (v33r3 hyviksyminen).



Testausvirheiden todennakoisyydet
p(X) = testisuureen p-arvo datajoukolle X

—

X = (Xi,...,X,) mallintaa dataldhteen tuottamia arvoja ennen

—

niiden havaitsemista = p(X) on satunnaisluku
Hylkaysvirheen todennakaisyys on

P(Ho hylitaan | Ho) = P(p(X) < a| Ho)
Hyvaksymisvirheen todenndkaisyys on

P(Hy hyviksytian| H) = P(p(X) > a| Hy),

o Hylkdysvirheen tn  Hyvaksymisvirheen tn
Ldhelld nollaa Pieni Suuri
Lahells ykkostd  Suuri Pieni

Fakta

Hylkaysvirheen tn < c. (Miksi?)



Testausvirheiden tulkinta
Anni Aktiivi

K&yttdd merkitsevyystasoa
a=5%

Hylkdd useammin
nollahypoteeseja

On henkisesti varautunut
siihen, ettd tietty osuus testien
johtop&atoksista on virheellisia

Tietaa, ettd pitkalla
tahtaykselld hanen
hylkdamistdan
nollahypoteeseista enintiin 5%
on virheellisesti hylatty (Hén ei
kuitenkaan tiedd mitka niistd.)

Hyviksyy Villed harvemmin
virheellisesti nollahypoteeseja
(ei tiedd miten usein)

Ville Varovainen

K&yttdd merkitsevyystasoa
a=1%

Hylkda harvemmin
nollahypoteeseja

On henkisesti varautunut
siihen, ettd tietty osuus testien
johtopaatoksista on virheellisia

Tietda, ettd pitkalla
tahtaykselld hanen
hylkddamistdan
nollahypoteeseista enintiin 1%
on virheellisesti hylatty (Han ei
kuitenkaan tiedd mitka niista.)

Hyvaksyy Annia useammin
virheellisesti nollahypoteeseja
(ei tiedd miten usein)



Esim. Rikosoikeus

Hp: Epailty on syyton
Hi: Epailty on syyllinen
Havaittu data: Saatavilla oleva todistusaineisto

Hylkdysvirhe: Syyton tuomitaan

Hyvaksymisvirhe: Syyllistd ei tuomita

Anni Aktiivi

Kayttdd merkitsevyystasoa
a=5%

Langettaa useammin tuomioita

Tuomitsee pitkalla tahtaykselld
< 5% syyttomia

Jattaa Villed harvemmin
syyllisid tuomitsematta

Ville Varovainen

Kayttdd merkitsevyystasoa
a=1%

Langettaa harvemmin tuomioita

Tuomitsee pitkalla tahtayksella
< 1% syyttomia

Jattaa Annia useammin syyllisia
tuomitsematta



Esim. Kolikko

Tasaiseksi viitettyd kolikkoa 10 kertaa heitettdessd havaitaan data
x=(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0). Testaa viitettd 5% merkitsevyystasolla.

Ho: Kruunan tn 6 = 0.5,
Hi: Kruunan tn 6 # 0.5.

Testisuure: t(X)=kruunien lkm
Testisuureen stokastinen malli: T = t(X)

fro(t) = P(T = t|Ho) = (11?0) (;)w

Havainnon X p-arvo

p(x) = P([t(X) =5 >4 | Ho) = D fu(t) + D fin(t) =~ 2.1%.

Johtopiatds: Nollahypoteesi hylatdin (5% merkitsevyystasolla).
Mitd osataan sanoa virhetodennikdisyyksista?



Esim. Kolikko — Hylkaysvirheen tn

Testin p-arvot testisuureen funktiona:

# kruunat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p-arvo (%) 02 21 109 344 754 100 754 344 109 21 02

5% merkitsevyystasolla testin hylkdysalue on {0,1,9,10}.
Hylkaysvirheen tn on

1 10
P(t(X) € {0,1,9,10} | Ho) = > fu,(t)+ > _ frp(t) ~ 2.1%.
t=0 t=9



Esim. Kolikko — Hyvaksymisvirheen tn

Testin p-arvot testisuureen funktiona:

# kruunat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p-arvo (%) 02 21 109 344 754 100 754 344 109 21 02

5% merkitsevyystasolla testin hylkdysalue on {0,1,9,10}.
Hyvaksymisvirheen tn on

P(t(X) € {2,3,...,8}|Hy) = ?

Qngelma: vastahypoteesi (H; : 6 # 0.5) ei m3arai 6:n arvoa.
Adritapaus 6 ~ 0.5 (esim. § = 0.5001), jolloin

P(t(X) € {2,3,...,8} | H1) ~ P(t(X) € {2,3,...,8}| Ho)

8
Z ~ 97.9%.



Esim. Kahden tyyppisia kolikoita

Tasaiseksi viitettyd kolikkoa 10 kertaa heitettdessd havaitaan data
x=(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0). Tiedetdan, ettd joko # = 0.5 tai § = 0.9.
Testaa vaitettd 5% merkitsevyystasolla.

Ho: Kruunan tn 6 = 0.5,
Hi: Kruunan tn 6 = 0.9.

Sama testisuure, sama p-arvo, sama johtop3itds (Hp hylataan).

10

le(l’) = P(T:t|H1) = <t

)0.9f(1 —0.9)10-¢

Hyvaksymisvirheen tn:

8
P(t(X) €{2,3,....8}|H) = D fu(t) =~ 26%.
t=2



Sisalto

Odotusarvon testaaminen suurille datajoukoille



Odotusarvon testisuure suurille datajoukoille

Dataldhde tuottaa toisistaan riippumattomia ja samoin

jakautuneita satunnaislukuja Xi, Xo, ..., X, odotusarvona
(tuntematon) p. Dataldhteen viitetty odotusarvo on fi.
Ho: 1= po
Hi: o # o

Jakauma tuntematon == mahdoton testata?
Approksimatiivinen testi mahdollinen, jos paljon dataa.
Testisuure:

sd(x)/v/n’

t()_() — m()?) — Ho

Fakta
Suurille datajoukoille testisuureen stokastinen malli t()? ) noudattaa
likimain normitettua normaalijakaumaa, jolloin

p-arvo & P(|t(X)| = [t(X)| | Ho) ~ P(Z] = [¢(X)])-



Esim. Kahviautomaatti

Kahviautomaatin on tarkoitus laskea jokaiseen kuppiin keskim&arin
10.0 cl kahvia. Kahviautomaatin toimintaa testattiin valuttamalla
automaatista 30 kupillista ja mittamalla kahvin maarat kupeissa.

Mittauksessa havaittiin arvot (cl):

11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12
11.20 10.07 10.27 9.99 9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10
10.15 11.02 10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15

Onko kahviautomaatti oikein kalibroitu?

Mittausdatan X keskiarvo on m(x) = 10.473, joka poikkeaa
tavoitearvosta po = 10.0.

Onko poikkeama tilastollisesti merkitseva?



Esim. Kahviautomaatti

11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12 11.20
10.07 10.27 9.99 9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10 10.15 11.02
10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15

Datajoukon keskiarvo m(X) = 10.473, keskihajonta sd(X) = 0.563

Ho: p=10.0
Hi: o # 10.0

Havaitun datajoukon testisuure:

= 4.60

) — m(x) —po _ 10.473 —10.0
~ sd(X)/v/n 0.563/1/30

Koska datajoukon koko n = 30 on melko suuri, kdytetddn suuren
datajoukon testia:

p-arvo ~ P([t(X)| > |t(X)] | Ho) ~ P(|Z| >4.60) ~ 4.2 x10°°

Johtop&atds: Hyvin pieni p-arvo puoltaa vahvasti Hy:n hylkdamista.



Hypoteesin testaus laajemmin

Edelld testattiin odotusarvon hypoteeseja (esim. p = 1/2 tai
w = 10.0) testausta vahvoilla yksinkertaistavilla oletuksilla (esim.
“paljon dataa, testisuure normaali”).

Yleisemmin tilastotieteessa tutkitaan muitakin kysymyksia, esim.

® Muiden hypoteesien testaus. Esim. odotusarvo tunnetaan,
mutta kysytdan onko dataldhteen keskihajonta o = og vai
jotain muuta? — x2-testi

® Heikommat oletukset. Esim. testataan odotusarvoa, dataa on
vahan emmeka tunne ldhteen keskihajontaa. Testisuure ei
olekaan normaalijakautunut. — Studentin t-testi

Naissakin sovelletaan samaa perusasetelmaa.
1. Muotoillaan hypoteesi H (oletus dataldhteen jakaumasta).
2. Muotoillaan testisuure, paatellddn sen jakauma (jos H totta).
3. Tutkitaan, sopiiko testisuureen havaittu arvo ko. jakaumaan.

Naista lisaa esim. kurssilla Statistical inference MS-C1620.



Torstaina 5.12.2019 klo 10-12 kertausluento. (Perjantaina ei
luentoa, koska itsendisyyspaiva.)

Kertausluennolle saa ja kannattaa tuoda mukanaan kysymyksia
kurssilla kasitellyistd aiheista. Kysymyksia voi ldhettdd myos
etukateen sahkopostilla.
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