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Harjoitukset, Viikko 3, 2021

Tehtavatyypeista: Maaritelméatehtavat M1 ja M2 esittelevat lempeés-
ti peruskasitteitd. Johdantotehtavat J1 ja J2 ovat perustehtavia, jotka
tehddaan harjoituksissa. Johdantotehtavien jalkeen opiskelija on val-
mis ongelmanratkaisuun harjoituksen aihepiirisséd. Varsinaiset tehta-
vat K1 ja K2 palautetaan kurssin sivujen kautta ja tarkastetaan as-
sistenttien toimesta ellei toisin mainita. Haastetehtavat ovat yleison
pyynnosta lisattyja tehtavia iltojen iloksi. Niita ei varsinaisesti kési-
tella harjoituksissa ellei ryhmaéa niin erikseen halua.

Alkuviikko
TEHTAVA M1 Tarkastellaan funktiota

r—y
f('ruy>: xg_yg'

Onko funktiolla raja-arvo pisteessa (1,1)? Voiko funktion méaaritella
pisteessa (1, 1) s.e. se on jatkuva?

TEHTAVA M2 Jatkoa edelliseen: Voiko funktion mééarittelyaluetta laa-
jentaa s.e. se on jatkuva koko zy-tasossa?

TEHTAVA J1 Todista, ettd seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja méaarita tama:
(1+y?)sinz xtany
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Ratkaisu: a)1; b)O0.

TEHTAVA J2 Funktio f : R? — R mééiritelladn asettamalla £(0,0) = a
ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke
%y zy(z® +y)
4 + y2 ’ 4 + y2 '




Voidaanko a valita siten, ettd f on jatkuva origossa?
Ratkaisu: a) Ei voida; b)a =0.

TEHTAVA K1 Olkoon geometrisessa avaruudessa £° méairiteltyni re-
aaliarvoinen funktio

a-r
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missé a ja b ovat lineaarisesti riippumattomia vakiovektoreita. Tutki,
onko olemassa raja-arvoa

lim f(r).

r—o

Ratkaisu: Ei ole.

TEHTAVA K2 Funktio f : R?> — R mééritelldsan asettamalla f(0,0) = a
ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke

0 Ty & \/(1+x2)(1+y2) -1 o) In(1+ 22 + y?)

/w2+y2’ z2 + 12 ’ 22 + o2 ‘

Voidaanko «a valita siten, ettd f on jatkuva origossa?
Ratkaisu: ¢)a=0; d)a=1; ea=1

Loppuviikko

TEHTAVA M1 Evaluoi funktion f(z,y) = zy + 2> molemmat osittais-
derivaatat pisteessa (2,0).

TEHTAVA M2 Etsi funktion f(x,y) = y? + 2? kaikki toiset osittaisderi-
vaatat.

TEHTAVA J1 Maééritd se pinnan r(u,v) = (u+v)i+ (u? +v?)j+ (u +03)k
piste, jossa tangenttitaso on tason 9z + 3y — z = 0 suuntainen. Mika on
tangenttitason yhtilo?

Ratkaisu: (2,10,26), 9z + 3y — z = 22.

TEHTAVA J2 Maérita pinnan r(u,v) = ucosvi+ vcosuj+ cosucosvk
pisteeseen (0,0, 1) asetetun tangenttitason yhtélos. Piirra pinta.
Ratkaisu: z = 1.

TEHTAVA K1 Ma4éritd pinnan r(u,v) = u(l + v)i + v?(1 — v)j + v?vk
pisteeseen (1,1,0) asetetun tangenttitason yhtélos. Piirra pinta.
Ratkaisu: 2z —y — 3z = 1.



TEHTAVA K2 Etsi pinnan z = 22 + 3? tangenttitaso pinnan ja suoran
x =y = z origosta poikkeavassa leikkauspisteessa.

Haaste

Kertausta differentiaaliyhtaloista: Laplace-yhtalon Au = 0 radiaali-
nen eli sateittdinen muoto n-ulotteisessa avaruudessa on

n—1

f'(r) + f'(r)=0.

r
(Tulkinta: u(z,y,2) = f(v/2?2+y?>+2%) = f(r), kun n = 3 jne. Tdhén
palataan my6hemmin.)

Maarita kaikki radiaaliset ratkaisut f(r), kun

a)yn=3;

b) n = 2.

Vihjeité: a-kohta: Kerro puolittain lausekkeella 12, jolloin saadaan Euler-
tyyppinen DY: siihen yrite f(r) = .

b-kohta (kertaluvun pudotus): Merkitse v(r) = f’(r), jolloin v'(r) =
f"(r) ja saadaan separoituva (ja myos lineaarinen) 1. kertaluvun DY
funktiolle v(r). Lopuksi f(r) integroimalla v(r).



