MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl och statistik, period II1-21 Metsalo
Ovning 2, vecka 3

Onsdag

e Hemtal (som l6ses hemma fore rdknedvningen och ldmnas in for beddmning i motsvarande mapp pa

HA1.

HA2.

IA1.

TA2.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast onsdag kl. 08:00. Pa rédknedvningen presenteras
l6sningarna, varefter hemtalen bedéms av nagra kamrater senast fredag kl. 12:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

Knatte, Fnatte och Tjatte spelar ett litet hasardspel med en vanlig tarning med 6gon-antalen 1,
2, 3,4, 5 resp. 6. Forst kastar Knatte och om han far en 1:a, vinner han potten. I annat fall gar
turen till Fnatte. Om Fnatte da kastar en 2:a eller en 3:a, vinner han potten. I annat fall gar turen
till Tjatte. Om Tjatte da kastar en 4:a, 5:a eller 6:a, vinner han potten. I annat fall gar turen till
Knatte igen och spelet fortsitter som fran borjan.

Om Fnatte lagger 1 euro i potten, hur mycket maste Knatte och Tjatte lagga dit for att spelet skall
vara rattvist?

Bonden Pavo har 2 ankor, 3 géss och 5 hénor. En natt bryter sig tva vargar in i fagelgarden och
fangar varsin fagel. Antag att vargarna véaljer fangsten slumpméssigt. Lat slumpvariabeln X sta
for antalet ankor, Y for antalet géss och Z for antalet honor som Pavo forlorar.

a) Vad ér frekvensfunktionen fxz(z,z) for den 2-dimensionella diskreta slumpvariabeln (X, Z)?
b) Vad &r mer sannolikt: att Pavo forlorar tva honor eller att han inte férlorar ndgon hona alls?

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter raknedvningen och ldmnas in for bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. S&tt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

En urna innehaller 7 svarta och 4 vita kulor. Vi plockar ut kulor ur urnan utan aterlaggning
tills vi far en svart kula. Lat den diskreta slumpvariabeln X vara antalet kulor vi plockar ut, sa
X eS={1,23,4,5}.

a) Bestdm frekvensfunktionen fx(z) = P(X = z) for X. (Mark: fx(x) =0,om z ¢ S.)

b) Beréikna vintevardet ux = E[X] =Y ¢z fx(z), variansen 0% = Var(X) = E[X?]—(E[X])? =
>wes @ fx(z) — (E[X])? och standardavvikelsen ox = /Var(X) for X.

En kontinuerlig slumpvariabel T séges vara exponential-fordelad med parametern A > 0 (beteckning:
T ~ Exp(\)), om T har tithetsfunktionen fr(t) = A - e~ for t > 0 och fr(t) =0 for ¢t < 0.
(Mérk: fr(t) >0och [*_ fr(t)dt=1.)

Visa att dess vanteviarde ur = E[T] = ffooot - fr(t)dt =  och dess varians o
E[T?] — (E[T])? = [Z_t?- fr(t)dt — (E(T))?* = &5 (= standardavvikelsen o = +
(Partiell integrering och 'Hospitals regel fran DiffInt1 kan vara till nytta.)
Beriikna dven T:s median, dvs. virdet m siadan att P(T < m) = %, nedre kvartil a sidan att

2
P(T < a) = 1 samt 6vre kvartil b sadan att P(T < b) = 3.

2 = Var(T) =
).



Fredag

e Hemtal (som loses hemma fore rdknedvningen och ldmnas in for beddmning i motsvarande mapp pa

HB1.

HB2.

IB1.

IB2.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. P& rdkne6vningen presenteras
l6sningarna, varefter hemtalen bedéms av nagra kamrater senast séndag kl. 24:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

Den kontinuerliga slumpvariabeln X har tithetsfunktionen fx(z) = a-2? for —1 < z < 2 och
fx(x) =0 annars.

a) Bestam viirdet pé a s att fx(z) > 0 och [7 fx(z)dz = 1.

b) Berédkna fordelningsfunktionen Fx (z) = P(X < z), € R for X.

¢) Beriikna vintevirdet ux = E[X] = [z fx(z)dx for X.

d) Beriikna medianen for X, dvs. virdet m sadant att P(X <m) = 1.

e) Beriikna variansen 0% = Var(X) = E[X? — (E[X])? = [_2?- fx(2)dz — (E[X])? och standard-

avvikelsen ox = y/Var(X) for X.
f) Berikna P(X? < 1).

Ett skumrask-foretag siljer apparater, vilkas livslangder ar exponential-fordelade med vantevérdet
10 manader. Foretaget ger visserligen en garanti pa 2 ar (24 manader), men det star bara pa
kassakvittot, vars tryck bleknar bort fullstindigt pa 3 manader.

a) Beriikna sannolikheten for att en apparat gar sonder inom 3 manader, sa foretaget kan bli tvunget
att byta ut apparaten (for de har inga planer pa att ge tillbaka nagra pengar!).

b) Berdkna sannolikheten for att en apparat haller den utlovade garantitiden pa 2 ar.

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter réknedvningen och ldmnas in fér bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast sondag kl. 24:00. Satt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

En diskret slumpvariabel X med frekvensfunktionen fx(z) = P(X = z) = 6_7;7,"” for x € § =
{0,1,2,...} (och fx(z) = 0 annars), dar m > 0, séges vara Poisson-fordelad med parametern m.
Detta betecknas X ~ Po(m).

Visa att ux = E[X] =3 g fx(z) =m och 6% = Var(X) = E[X?] — (E[X])? =
>wes - fx(x) — (E[X])? = m for Poisson-fordelningen. (Formeln e’ = > tn—ﬂ, for alla t € R
fran DiffInt1 kan vara till nytta. Likasa kan det till synes triviala papekandet att 2% = z(z — 1) +x
vara till en viss hjélp.)

a) Antag att X; och X5 dr oberoende exponential-férdelade slumpvariabler:

X1~ Exp(A), X2 ~ Exp(X2); A1, A2 > 05 fx,x, (21, 22) = fx,(21) - fx,(22) = X1 L X>.
Slumpvariabeln ¥ = min{X;, X }.

Visa att dven Y &r exponential-fordelad och att Y ~ Exp(A; + A2) genom att bestimma Y':s
fordelningsfunktion Fy (t) = P(Y <t) = 1-P(Y > t) = 1-P(X; >t och X3 > t) = {oberoende} =
1—-P(X; > t) - P(X2 > t) och téthetsfunktion fy (t) = Fy (¢).

b) Visa mha. a)-delen och induktion att om Xi, Xo,..., X, dr oberoende exponential-férdelade
slumpvariabler: X; ~ Exp(\;);A; > 0 for i € {1,2,...,n}; fx,x,..x, (x1,22,...,2,) = {ober.} =
fx (1) - fxo(x2) ... fx, (zn), sa &r &ven slumpvariabeln Y = min{X;, Xo, ..., X,,} exponential-

fordelad och att Y ~ Exzp(A1 + Ao+ ...+ A,) for allan € N = {1,2,3,...}. Ange tydligt vilket
induktions-antagande som gors samt var det anvénds i beviset av induktionssteget.

Temat for Stack-uppgifterna (som fas via linken pa kursens hemsida i MyCourses och som skall
vara attackerade senast séndag kl. 24:00 ifragavarande vecka)

S1. Sannolikheter

S2. Sannolikhet mha. geometri

S3. Kontinuerlig slumpvariabel

S4. Vantevérde

S5. Véntevirde och standardavvikelse for en kontinuerlig slumpvariabel



