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Tahan mennessa

0 Olemme jo tarkastelleet erilaisten muuttujien 34000

valisia riippuvuuksia: 20000
— Henkilo lainaa 20 000€ pankista 5% vuosikorolla. 2 24000
Miten lainasumma K riippuu vuodesta t?
5 t 19000
_ . 2 0 2 4 6 8 10
K(t) = 20 000€ <1+100> ;
— Henkilo lainaa 5000€ 10% nimellisella vuosikorolla 10,6
siten, etta korkoa lisitaan paaomaan m kertaa vuodessa. ® 104
Miten efektiivinen vuosikorko p, riippuu m:sta? = 102
10/m\™ & 10
pe(m)=100(1+——) —100 o8
100 ’
1 m 6
—  Tarkastellaan geometrista lukujonoa (a,) = 60 - 1.2" 1, 2000
Miten jonosta muodostetun sarjan termi riippuu termin =~ __
jarjestysluvusta n? —
60 (12"~ 1) < 1000
0
1 3 5 7 9
n

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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O Muuttujien valisia yhteyksia kuvataan yleisesti funktioilla, esim.

t
— Lainasumma K (t)=20 000€ - (1 + %) on vuoden t funktio

m
— Efektiivinen korko p,(m) = 100 (1 + %) — 100 on koronlisaamiskertojen
maaran m funktio
60-(1.2"-1)

— Geometrisen sarjan termi s(n) = on jarjestysluvun n funktio

(1.2—-1)

O Talla luennolla tarkastellaan joitakin tavallisia funktiotyyppeja

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
u 3



O Esim. Kiinteistoyhtio ostaa teollisuusprosessissa syntyvaa lauhdevetta, jota
se valittaa edelleen kiinteistolle kaukolammoksi. Kiinteistolle valitettavasta
sopimuksesta yhtio maksaa tehtaalle

— Perusmaksun, joka on 20.30€ kuukaudessa ja
— Kulutuksesta 16.10€/MWh

O Kaytetaan merkintoja
— Ostettava lauhdevesimaara: x
— Laskun suuruus: y

O Ostettavan maaran ja laskun suuruuden yhteytta kuvaa funktio

£(x) on s&énts, joka y = f(x) = 16.10x + 20.30.

kuvaa ostettavan
lauhdevesimaaran (x)
laskun suuruudeksi (y).

Aalto University
School of Business
[ |



Lineaarinen funktio

O Funktiotyyppia f(x) = ay + a,x sanotaan lineaariseksi funktioksi

U Lineaarisen funktion kuvaaja on suora:

— Kerroin a, maarittaa kohdan, jossa suora leikkaa y-akselin

— Kerroin a; on suoran kulmakerroin, joka mittaa funktion f absoluuttista muutosnopeutta

200
y=f(x) (€)
15

O Esim. Kaukolammon kulutuksen ja
laskun suuruuden yhteytta kuvaa
lineaarinen funktio f(x) = 16.10x +
20.30

— Kerroin a, = 20.3: nollakulutuksella
lasku on perusmaksu 20.30€.
— Kerroin a; = 16.1: ynden MWh:n

lisays kulutuksessa kasvattaa laskua
16.10€.

0

20.3
36.4
52.5
100.8
181.3

50 -

0 2 4 6 8 10

Kulutus x (MWh)

Aalto University
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Sovellus tasapainohinnoitteluun

O Esim. Ekonomisti tutkii luomuturnipsin
kysynnan ja tarjonnan (t) riippuvuutta

yksikkohinnasta x (€/kg): 1000
—  Kysynti: f(x) = —15.9x + 810.2 ol A _
— Tarjonta: g(x) = 11.7x + 3.3
.€ 600 |
U Markkinat ovat tasapainossa suorien S o0l

leikkauspisteessa, eli kun kysynta =
tarjonta: 200 |

) = g0 e
—159x +810.2=11.7x+ 33 & 0 10 20 30 40 50

Yksikkohinta (€/kg)
€
x =~ 29.2 k—g, f(X) ~ 345.4t

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver5|_ty materiaaleihin)
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Juustomakkaran kysynta ja tarjonta (t) riippuvat yksikkohinnasta h
(€/kg) seuraavasti:

— Kysynta: k(h) = —10h + 700
— Tarjonta: t(h) = 12h + 480

Maarita tasapainohinta.

1. 7€/kg
2. 10€/kg
3. 40€/kg

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
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U Esim. Kiinteistohuoltoyhtion valittamissa kaukolamposopimuksissa on ehto,
jonka mukaan

1.  Perusmaksu toimituksesta on 20.30€/Kkk, ja
2.  Kulutuksesta maksetaan tehtaalle 16.10 €/ MWh, mutta
3. 50 MWh:n ylittavasta kulutuksesta maksetaan 10.50€/MWh.

1400
Q Kulutuksen ja laskun yhteytta kuvaa nyt 12000
paloittain lineaarinen funktio: 10007
% 800 r
Fl) = 20.30 + 16.10x, kun x < 50 S ool
~ 1300.30 + 10.50x, kunx > 50 -

400 f
ﬁ 200 I

20.30 + 16.10- 50 + 10.50(x — 50) 0 ‘ ‘ ‘ ‘
50 MWh:n 50 MWh:n 0 20 40 60 80 100
alittava osa ylittava osa Kulutus x (MWh)

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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Teleoperaattorin tarjouksessa asiakas maksaa datankaytosta kuukausittain
kiintean hinnan 3 €/kk ja kayton mukaan 0.2 senttia / Mt neljaan gigatavuun
asti. 4 Gt ylittavasta kaytosta asiakas maksaa 0.25 senttia / Mt. Mika funktioista

kuvaa datankaytosta aiheutuvaa kuukausilaskua (€) toteutuneen kayton x (Gt)
suhteen?

_ |3+ 0.2x, kunx < 4
L fi(x) = {3.8 +0.25x, kunx > 4

13+ 2x, kunx < 4
Z fZ(x)_{11+2.5x, kun x > 4

_13+2x, kunx <4
3. f3(x)_{1+2.5x, kun x > 4

Aalto University
School of Business
[ |



O Empiirisia ilmidita kuvaavista muuttujista x ja 'y
tunnetaan useimmiten tarkan yhteyden sijaan
vain joitakin havaintopisteita

29.9. (0) 96.31
7.10. (8) 27
17.10. (18)  97.87

(x1; yl)r (XZJ yZ)i L (xni yn) 25.10. (26) 98.57
1.11.(32)  99.17
O Havaintopisteiden valilla (lat. inter) muuttujien 99.5
yhteytta voidaan arvioida interpoloimalla 99 | .
g 98.5 ¢
d Esim. Kiinteisto on sitoutunut ilmoittamaan 2 o
kaytetyn kaukolammon maaran noin viikon E ¢
valein Energialaitokselle. Huolimattomuussyistad = °"°
7.10. otettu lukema on jaanyt ilmoittamatta. % 97 -
Miten arvioisit puuttuvaa lukemaa? * 9651
96 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40

Vuorokausi tarkastelujakson alusta
Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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Lineaarinen interpolointi

Lukema (MWh)

O Kuvan perusteella kulutuksen voi TR
olettaa kertyvan lineaarisesti: 710.(8) 72
— Valilla 29.9.-17.10. (18 paivaa) kulutuksen 70 ({19) | s
kasvu oli 97.87-96.31=1.56 MWh 230, 8) | BT
— Vilin 29.9-7.10. (8 paivaa) osuus tasta Rl el
kasvusta on 18—8- 1.56 ~ 0.69 MWh. 95r )
— Arvio 7.10. lukemalle = 96.31+0.69=97.00 3 o .
MWh 398.5
s
1%, = 1.56 MWh
< 0.69 MWh
96 ' 1 ' ‘
0 10 20 30 40

Vuorokausi tarkastelujakson alusta

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
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Taukojumppa

As.maara (tuhatta) | Myynti (1000€)

Taulukossa on dataa pikaruokaravintolaketjun 50 310
kvartaalikohtaisesta myynnista eri kokoisissa 95 535
kaupungeissa. Ketjun johtajat harkitsevat uuden 130 710
ravintolan avaamista kaupungissa, jossa on 200 000 190 1010
asukasta. Mika on lineaariseen malliin perustuva 240 1260
ennuste kvartaalikohtaiselle myynnille uudessa 300 1560
ravintolassa? 500 2560
1. 1060 3000
@2500
2. 1100 S 2000
o
3. 1160 1;/ 1500
; 1000
=

500

0 100 200 300 400 500 600
Asukasmaara (tuhatta as.)

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University toriaaleihi
A School of Business materiaaleihin)
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1000

O Lineaarinen interpolointi vastaa paloittain /
lineaarisen funktion maarittamista ol e

-500 /
O Paloittain lineaarisella funktiolla voidaan
approksimoida mita tahansa funktiota -10091"(;
— Jos havaintopisteet on valittu (tai ovat
valikoituneet) sopivasti, lineaarinen

interpolointi toimii hyvin todellisesta
funktiomuodosta huolimatta

1000

500

— Mutta jos havaintopisteet on valittu (tai ol
ovat valikoituneet) huonosti, myos
lineaarinen interpolointi toimii huonosti 500 |

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
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| |
E kStra po I o I ntl Kuvaladhde: Taleb, N. 2007. The black swan: the impact of the

highly improbable. Random House, New York.

o
X
o
. . . X
O Ekstrapolointi tarkoittaa S| © o
muuttujien valisen gt i §°‘°
yhteyden arviointia g o &) 7
. . . o = 5 o
havaintopisteiden S & &
S @
ulkopuolella (lat. extra) &t
’ @\ . 7
O Tama on usein vaarallista
toimintaa =
& :
fif
é‘ ~_ Aika

Historiadataan pohjautuvien 2 e P Py
ennusteidemme perusteella R0 A e
populaatiomme voi odottaa yha

kasvavan; suhtaudumme tulevaan
kiitospdivdsesonkiin luottavaisin
mielin.

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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O Lineaarinen funktio on muotoa y = f(x) = ay + a,x, ja sen kuvaaja on suora
— Kerroin a, maarittaa kohdan, jossa suora leikkaa y-akselin

— Kerroin a; on suoran kulmakerroin, joka mittaa funktion f absoluuttista
muutosnopeutta (eli mika on funktion arvon muutos, kun x kasvaa yksikon verran)

O Paloittain lineaarisella funktiolla voidaan mallintaa tilannetta, jossa kuvaajan
kulmakerroin vaihtelee x:n arvosta riippuen (esim. tuotteen yksikkohinta
halpenee tilausmaaran ylittaessa tietyn kynnysarvon)

U Lineaarista interpolointia kaytetaan, kun
— Tarkasteltavista muuttujista on saatavilla vain joitakin havaintopisteita,
— Muuttujien valinen yhteys voidaan olettaa lineaariseksi havaintopisteiden valilla, ja
— Muuttujien valista yhteytta halutaan arvioida nailla valeilla

A' Aalto University
|



Toisen asteen polynomifunktio

O Toisen asteen polynomifunktio on muotoa f(x) =
ax? + bx +c

O Esim. Luomuturnipsin kysynta f(x) yksikkdhinnan
x (€/kg) funktiona on f(x) = —15.9x + 810.2.
Turnipsin tuottajat muodostavat kartellin, jonka
tavoitteena on maksimoida markkinoilta saatava
voitto, kun tuotantokustannus on 5 €/kg. Mika on

kartellihinta x?

—  Voittoa/tappiota kuvaa toisen asteen polynomifunktio
v
v(x) = fl)(x—5) =
(—15.9x + 810.2)(x — 5) =

—15.9x% + 889.7x — 4051.

—  Kuvan perusteella voitto maksimoituu, kun x =
28 €/kg, jolloin v(x) = —15.9 - 282 + 889.7 - 28 —
4051 = 8395 k€ ~ 8.4M<€.

x10%

©
o

Voitto / tappio (k€)

-0.5¢

o
T

0 10 20 30 40 50 60

Yksikkohinta (€/kg)

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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Kuvaaja ja nollakohdat

fl@)y=2>+z-1

flx)y=-22"+2+2

L Toisen asteen polynomifunktion ° i
f(x) = ax?® + bx + c kuvaaja on 4 .
paraabeli, joka aukeaa oF =
— Ylospain, jos a > 0, - Tl
— Alaspaiin, jos a < 0. (Mita jos a = 0?) 0
-2- 1, 0 1 2 10—2 1 0 =z 1
O Paraabeli leikkaa x-akselin joko 0, 1 * o : SaEe
tai 2 kertaa 3 3
~ 2 - 27
O Naita leikkauskohtia sanotaan T Bt
funktion nollakohdiksi tai 0 .
(reaali)juuriksi ol | | 2 | | 0 |

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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17



(J Nollakohdat voidaan ratkaista kaavalla

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

Q Nollakohtien lukumé&ara riippuu diskriminantista b? — 4ac:

—b+\/b2—4acja X = —b—\/b2—4ac)

— Jos b? — 4ac > 0, nollakohtia on 2 (x =
2a 2a

— Jos b? — 4ac = 0, nollakohtiaon 1 (x = %)

— Jos b? — 4ac < 0, (reaalisia) nollakohtia ei ole

A' Aalto University
|



Nollakohtien ratkaiseminen

Q Esim. (Jatkuu) Milla valilla turnipsin kilohinnan
pitaa olla, jotta se tuottaisi voittoa?

v(x) = —15.9x2 + 889.7x — 4051

%104

Nollakohdat: x = —889.74./889.72—4-(-15.9)-(—4051) 1
2:(-1 .9)
= 27978 £22.978 = gos; s
x; = 5.00 ja x, = 50.96. g
< o0
O Kuvan perusteella voidaan siis sanoa, etta §_0'5/ _
tulos on voitollinen, jos kilohinta x €
€ €
[5-00 kg’ 50'961(_8]' o 10 20 30 40 50 e

Yksikkohinta (€/kg)

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University toriaaleihi
A School of Business materiaaleihin)
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Sovellus tasapainohinnoitteluun

O Esim. Ekonomisti tutki kapakalan kysynnan ja
tarjonnan (t) rippuvuutta yksikkohinnasta x

(€/kg):
—  Kysynta f: R* -» R, f(x) = —14.8x + 620.5 700 .
— Tarjonta g: Rt - R*, g(x) = 0.19x% + 2.1 600 | — Kysynta
— Tarjonta
500 |
O Markkinat ovat tasapainossa kysynta- ja a00!
tarjontakayrien leikkauspisteessa, eli kun
kysynta = tarjonta: 007
fx)=gkx) & 2001
—14.8x + 620.5 =0.19x2 + 2.1 & 100 |
0.19x2 4+ 14.8x — 6184 =0 0 . . .
€ 0 10 20 30 40
x; = 30.13 R’ f(x) =g(x) = 174.6 Kilohinta (€/kg)

X, ~ —108.02kig ei mielekis

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver5|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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Taukojumppa

Mika kuvaajista esittda funktiota f(x) = —2x2? + x + 1?

Kuva A Kuva B Kuva C

1.5 2 1.5
1.5} 1 16
0.5 1r 0.5
0 0.5f ] 0
0.5 €} 051
05} g At
1.5 -1r 15
-2 : : : : 1.5 : : : : 2
1.5 -1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Korkeamman asteen polynomifunktiot

0 Korkeamman asteen polynomifunktioita tarvitaan
— Joidenkin empiiristen ilmioiden mallintamiseen

n

— Funktioiden approksimointiin sarjakehitelmilla; esim. e* = )7, ’:1—'

0 Korkeamman asteen polynomifunktioiden nollakohtien ratkaiseminen kasin
on hankalaa

L Kaytettavissa on kuitenkin monenlaisia tyokaluja, ks. esim.
https://www.wolframalpha.com

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University toriaaleihi
A' School of Business materiaaleihin)
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Yhteenveto toisen ja korkeamman
asteen polynomifunktioista

Q Toisen asteen polynomifunktio f(x) = ax? + bx + ¢
— Kuvaaja on ylospain (alaspain) aukeava paraabeli, jos a > 0 (a < 0)
—b+Vb?%-4ac

2a

— Nollakohdat ratkaistaan kaavalla x =

0 Korkeamman asteen polynomifunktion nollakohtien ratkaiseminen
kasin on hankalampaa

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Potenssifunktio

O Potenssifunktio on muotoa f(x) = x™, n€ R

Esimerkkeja, kunn > 1:

- Kasvava marginaalihyoty
- Kasvava marginaalikustannus
(“Diseconomies of scale”)

10
o
E—E-1
8t 2
6
4t ///-
. //
2 T —
- =
0 ; 2

Esimerkkeja, kun 0 <n < 1: Esimerkkeja, kun n < 0:
- Laskeva marginaalihoyty —  Tuotannon arvon kasvunopeus
—  Laskeva tyovoimapanoksen funktiona
marginaalikustannus - Monet fysikaaliset ilmiot (esim.
(“Economies of scale”) gravitaatiovoima tai lampun

valaisuteho etdisyyden funktiona)

/3

25+

x

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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Potenssifunktion laskusaantoja

1. x™ex™ = xmm, Esim. x% - x3 = x°
n 5
2 =t Esim. £ = 3
x x
3 ()= X", Esim. (xV2)V2= x2
2 2 2
4. (xy)"=x"y", Esim. (xy)s= x3y3
x\" XM ] x\3 X3
5. (;) =n Esim. (;) =5
6. x°=1 Esim. 2° =1

Lisaksi kaytetaan merkintoja

- 1 . _ 1
1. x"=—. Esim. x™% ==
X X
1 1

2. xn=Y/x. Esim. xz2 = {/x = /x

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
[ |
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Sovellus tasapainohinnoitteluun

O Esim. Ekonomisti tutki kultakalakaviaarin
kysynnan ja tarjonnan (kg) riippuvuutta
yksikkohinnasta x (€/kg):

—  Kysynta f(x) = 13262x~ 114
— Tarjonta g(x) = 1.16x1-52

O Markkinat ovat tasapainossa kysynta- ja
tarjontakayrien leikkauspisteessa, eli kun
kysynta = tarjonta:

f)=gx) e
13262x "1 = 1.16x%? &
1.52
13262 _ X — 1524114 — 4266 o
116 x~11t
1
13262\266 _ . 2.66N— _
( 1.16 ) SR = e
x =~ 33.54 €/kg

1200

—Kysynta

1000 1  — Tarjonta

800 |

600 1

400 r

200 r

10 20 40 60 80
Hinta x (€/kg)

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
materiaaleihin)
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Matitahnan kysynta ja tarjonta (t) riippuvat yksikkohinnasta h (€/kg)
seuraavasti:

— Kysyntd k(h) = 15h713
— Tarjonta t(h) = 0.05~1°

Maarita tasapainohinta.

1. 7.67€/kg
2. 8.67€/kg
3. 9.67€/kg

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)

School of Business
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O Eksponenttifunktio on muotoa f(x) = a*, missa kantaluku a > 0,a # 1 on vakio

O Eksponenttifunktio sopii malliksi tilanteessa, jossa muuttujan suhteellinen muutos on
vakio (vrt. geometrinen jono).

%10°

O Esim. Geenimuunneltujen bakteerien avulla
tuotetaan laakkeen L erasta raaka-ainetta.
Kaytetysta bakteerikannasta tiedetaan, etta sen
koko kaksinkertaistuu tunnissa 20 °C lampaétilassa.
Jos bakteeriviljelmassa on talla hetkella n. 10 000
bakteeria, kuinka suuri maara on x tunnin
kuluttua?

— Tasatunneittain x € N kyseessa on geometrinen
lukujono (a,) = 10 000 - 2*
— Sama tulos voidaan yleistaa myos tilanteeseen, jossa 0

Esim. 2.5 tunnin
2+ kuluttua bakteereja on
10 000 - 22° ~ 56 600

| Esim. 1.5 tuntia
aiemmin bakteereja oli
| 10000-2715 ~ 3500

Bakteerikannan koko f(z) (kpl)

. . v . -2 0 2 4
x€ER- bakteerllfannan kehlfysta ajan suhteen kuvaa Aika tarkastelubetkestd « (L)
eksponenttifunktio f: R - R*, f(x) = 10 000 - 2*

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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O Eksponenttifunktio f(x) = a* on kasvava, jos a > 1.

— Esim. Kun alkupaaoma on K ja korkokanta 5%, kertynyt
padoma ajan t funktiona on f(t) = K - 1.05¢.

10
O Funktion arvo kasvavat nopeasti hyvin suuriksi — 15

eksponentiaalinen rajahdys 8+ 5

—  Esim. Pena on ryhtynyt verkostomarkkinointiyrityksen
myyjaksi. Hinen on itse rekrytoitava 5 uutta myyjaa, joiden
tulee taas kunkin rekrytoida 5 uutta myyjaa jne.

— Gold-tasolle paastakseen (vuosiansio n. 15 000 €) Penan
tulee saada alleen 5 myyjatasoa. Royal Diamond —tasolle
paastiakseen (vuosiansio n. 600 000€) Penan tulee saada
alleen 10 myyjatasoa.

—  Kuinka monta myyjaa Gold- ja Royal Diamond —tasoille
paasemiseksi tarvitaan yhteensa? “7

— Ratkaisu: Myyjien maara tasojen lukumaaran x funktiona
on f(x) = 5* . Gold-tasolle tarvitaan siis 5° = 3125 myyjaa
ja Royal Diamond —tasolle 51° = 9 765 625 myyjaa.

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
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L Tarkea erikoistapaus f(x) = e*
— Esim. Kun alkupadoma on K, vuosikorko on 5% ja korkoa lisataan jatkuvasti,
kertynyt padaoma ajan t funktiona on f(t) = K - e%95¢,
— Funktio e* esiintyy myos monien todennakoisyysjakaumien tiheysfunktiossa, esim:

1 1(x—_u)2
Normaalijakauma: f(x) = pw i

Eksponenttijakauma: f(x) = 1e~*

— Funktion e* derivointi (ja integrointi) on helppoa - tasta lisad myohemmin

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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Eksponenttifunktion kuvaaja, kun a < 1

Q Eksponenttifunktion f(x) = a* on vaheneva, jos

a<1.
— Esim. Kun auton arvo ostettaessa on K ja se alenee °
. . . . —0.2%
vuosittain 15%, on arvo ajan x funktiona f(x) = K - o
0.85%. ol 09"
—  Esim. Monet fysikaaliset ilmiot, kuten radioaktiivisen 3l
aineen maara ajan funktiona
2 L
QO Eksponenttifunktion f(x) = a*, a < 1 arvo
lahenee nollaa x:n kasvaessa, muttei koskaan 1 '
saavuta sitd x
0 ! 1

O Koska a® = 1 kaikilla a € R, kaikki
eksponenttifunktiot kulkevat pisteen (0,1) kautta
(ks. myos kalvon 29 kuva).

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
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Potenssifunktion laskusaannot patevat
myos eksponenttifunktiolle

1. a*-a¥ =a*"’, Esim. 2% - 2Y = 2*t¥
a* . _ . 3X . _
2. a—y—ax y, ESIm.S—y—3xy
3. (a*)Y=a"’, Esim.(2%)Y= 2%
4. (ab)*= a*b”*, Esim. 6* = (2 -3)*= 2%*3*
a\* _ o i ox — (1) =4
5 () =5 Esim. 2¢ = (3) =5

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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x10°

w
o

w

Esim. Laakeen L valmistuksessa kaytettavan
bakteerikannan suuruutta ajan y suhteen kuvaa
funktio f(y) = 10 000 - 2Y. Kauanko kestaa, etta
bakteereja on 80 000 kpl? Eli mika on y:n arvo,
kun 10 000 - 2Y =80 000 & 2Y = 87

N
)

N

-
()}

80 000 bakteeria

Bakteerikannan koko f(z) (kpl)

05 //
%2 0 2 4
Logantm'fu nktio Aika tarkasteluhetkestd x (h)

y:f(x):logax, a>0;a:'t1;x>0
vastaa kysymykseen:
“Mihin lukuun y kantaluku a pitaa korottaa, jotta saadaan x”?

Edella kantaluku 2 pitaa korottaa 3. potenssiin, jotta saadaan 8 — y = log, 8 = 3.

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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Logaritmifunktio

Yleisesti: Bakteerikannan
suuruutta ajan y suhteen kuvaa
funktio f(y) = 10 000 - 27.
Kauanko kestaa, etta bakteereja
on x kpl?

x=10000-2Y

X
2V =
10 000 N
= =] —_—
y =J(x) =logz 75555
Mihin lukuun 2
pitaa korottaa, jotta
saadaan 10’;00?

0 1 2 3
Bakteerikannan suuruus x (Ikm) 445

Aalto University
School of Business
[ |
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Logaritmifunktion ominaisuuksia

O Logaritmifunktio on

— Kasvava x:n suhteen, kun kantaluku
a>1

— Viaheneva x:n suhteen, kun kantaluku
a<l

1. log,1 =0, koska...
2. log,a =1, koska...
3. log,a”* = x, koska...

Kuvaldhde:
https://www.cs.helsinki.fi/u/jhasa/kurssit/y100_s12/materiaali
_osa6_y100_s12.pdf

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
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U Tavallisesti kaytetaan lahinna
— e-kantaista eli luonnollista logaritmia In x = log, x
— 10-kantaista eli Briggsin logaritmia lg x = log;o x

O Muu-kantaiset logaritmit saadaan helposti muutettua

_ logp x
jompaankumpaan muotoon kaavalla log, x = T—
b
. _Inx  1gx
Esim. log, x = n g2

O Tarkastelemme tastedes vain luonnollista logaritmia In x -
laskusaannot patevat kuitenkin myos muunkantaisille logaritmeille

A' Aalto University
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Logaritmifunktion laskusaannot

Tulon logaritmi on logaritmien summa:

Inxy =Inx+1Iny

Osamaaran logaritmi on logaritmien erotus:

X
In—-=Inx—Iny

Eksponentti hyppaa kertoimeksi:

Inx? =dlnx

Al

Aalto University
School of Business

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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O Laskusaantoja voi hyodyntaa eksponentti- tai logaritmifunktioita
sisaltavan yhtalon ratkaisemisessa.

 Esim. Bakteerikannan suuruutta ajan y suhteen kuvaa funktio f(y) =
10 000 - 2Y. Kauanko kestaa, etta bakteereja on 50 000 kpl?

10000:2Y =50000=2Y =5 n2Yy =In5o©yln2=Ih5s

_>  2h19mi
Y Tz " mn

A' Aalto University
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Taukojumppa

Mika vaihtoehdoista on yhtapitava lausekkeen In e? + In 2e kanssa?

1. 1+In2
2. 2In2
3. 3+In2

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver5|_ty materiaaleihin)
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Taukojumppa

Auton arvo on uutena 80 000 €, ja arvo vahenee 20% vuodessa. Kuinka
pitkan ajan kuluttua auton arvo on 40 000 €7

1. 2v6Kkk
2. g3vi1kk
3. 4vikk

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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L Potenssifunktio f(x) = x™, n € R on yksinkertaisen polynomifunktion
yleistys tilanteeseen, jossa eksponentti ei valttamatta ole positiivinen
kokonaisluku.

O Eksponenttifunktio f(x) = a*, missa kantaluku a > 0,a # 1 on vakio
— Funktio kasvaa kiihtyvasti, jos a > 1
— Funktio vaimenee nollaan, josa < 1

O Logaritmifunktio f(x) = log, x vastaa kysymykseen: “Mihin lukuun a pitaa
korottaa, jotta saadaan x"?

— Funktio kasvaa vaimenevalla nopeudella, jos a > 1

— Funktio vahenee vaimenevalla nopeudella, jos a < 1 (ei maaritelty, jos a <0)

Aalto University
School of Business
[ |



Yhteenveto yleisimmista
funktiotyypeista

0 a-kantainen logaritmi saadaan muutettua luonnolliseksi logaritmiksi

In x

kaavalla log, x = —

0 Logaritmin laskusaannot:

1. Inxy=Inx+Iny,
2. ln% =Ilnx—1Iny,

3 Inx?®=dlnx

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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