ni

(&) > = cost 1: sint - o0&
Lb\ X = Sin bz ‘3’- cos ‘tl < g &
Lc\%)s= cos (T4 1) /

03 = <sin (T A4) ; L € C‘L\Ll

(a\g ~= A -4°
;Jz 1';1/2—{‘ / e {—-\/z‘-\/;:l

M2, x= {1t +4
y = £ - 43
dx 2 d 3
— =X e S = -3t
dt at
dy -
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Loppuviikko

TEHTAVA J1 Piirra kayra
2+1 t

r(t) = 1+
®) 41—t t+1
ja madarita sen (suoraviivaiset) asymptootit sekéd pisteet, joissa tan-
gentti on vaaka- tai pystysuora.
Ratkaisu: Asymptootitz =4, y=1,y=1;
pystysuora tangentti pisteissa ((v2 — 1), —1/v?2), (—3(vV2+1),1/V?2).

J

RATKAISU Suoraviivaiset asymptootit ovat suoria, joita kdyra r 14-
hestyy, kun ||r(¢)|| — oco. Koska koordinaattifunktiot

?+1 . t

z(t) = =0 ja y(t) = P

ovat rationaalifunktioita, voidaan rajoittaa tarkastelu parametrin ¢ ar-
voihin, joilla ainakin toisen koordinaattifunktion nimitt4ja kasvaa ra-

Jatta tai oseittaja lahestyy nollaa. osoittaja
nimittaja . .
e Havaitaan, etté lim; ,;+ x(¢) = —oo ja lim;_,;- z(t) = oo. Toisaalta
t 1

fmy(t) =lm = =5

Nain ollen yksi kdyran asymptooteista on y = 1/2.

e Vastaavasti havaitaan, etté lim, , |+ y(¢) = oo, lim; , - y(t) = —oc0
ja
, .+l 1
Jim, of) = lim 73—y = 1

Siten kayralla on myos asymptootti =z = 1/4.


Harri Hakula

Harri Hakula

Harri Hakula
osoittaja

Harri Hakula
nimittäjä


e Lisdksi lim; o, x(t) = —oc ja lim,, ., 2(t) = oo. Toisaalta

. . 1
tgglooy@) o tlg:noo 1+ 1/t o

joten myos suora y = 1 on kdyran asymptootti.

Kayralla on pystysuora tangentti ainoastaan pisteissé, joissa z'(t) = 0
ja y'(t) # 0. Ratkaistaan tangenttivektorin z-komponentin nollakoh-
dat:

—t24+2t+1
"= ——" =0 —t24+2t+1=0
2'(t) 11— 1) + 2t +

o t=1+V2

Toisaalta y-komponentin derivaatta

J(t) = s £ 0

(t+1)2
kaikilla parametrin ¢ arvoilla. Ndin ollen kayralla on pystysuorat tan-
gentit pisteissa

14+ V2) = —5(VE+ i+ ]

ja
1 ] 1.

Vastaavasti vaakasuoran tangentin olemassaolo edellyttaisi, etta v/ (t) =
0. Kuitenkin jo edella havaittiin, ettei tdmaé toteudu millaéan paramet-
rin ¢ arvoista. Tasta seuraa, ettei kayralla voi olla vaakasuoria tan-
gentteja.

Piirto esim. Maple:

plot([(t~2+1)/(4(1-t)), t/(t+1), t = -infinity..infinity])



TEHTAVA J2

a) Laske pituus ruuviviivankaarelle r(t) = acosti + asintj + btk,
t €0, 27].

b) Johda ellipsin kehén pituudelle lauseke

2
a V1 —e2cos?tdt,

0

missé a on ellipsin ison akselin puolikas ja e¢ eksentrisyys. Inte-
graalia ei voida laskea alkeisfunktioiden avulla.

Ratkaisu: a) 27va2 + b2.
RATKAISU
a) Tangenttivektoriksi saadaan
r'(t) = —asinti+acostj+ bk

ja talle normi

X' (t)|| = \/(—asint)2 + (acost)? + b2 = \/aQ(singt + cos?t) + b2

=Va?+ b

Kaarenpituus on siten
2m 2w
e:/ Hr’(t)Hdt:/ VEFRdt = 2B .
0 0

b) Ellipsilla, jonka polttopisteet ovat z-akselilla, on parametrisointi
r(t) = acosti+ bsintj, kunt € [0,27],!

Lisiksi ellipsin eksentrisyydelle pétee?

[ b2 b2
e = 1——220;»—2:1—62.
a a

IT4ssd a on puolet ellipsin isoakselin pituudesta ja b puolet pikkuakselin pituu-
desta.

2Voi toki halutessaan myos johtaa: Eksentrisyys mééritellasn ellipsin polttopis-
teiden vilisen etdisyyden suhteena isoakselin pituuteen.




Ratkaistaan ensin tangenttivektorin normi:

r'(t) = —asinti+ bcostj
=|t'(t)|| = Va%sin 2t + b2 cos? t

= a\/sin2 t+ (b?/a?) cos®t

= a\/sin2t+ (1 —e?)cos?t

=aV1—e2cos?t.

Siten ellipsin kaarenpituus on

2 2
(= / I ()] dt = / VT ool dt
0 0



K4

Asrurwvd o
Lt = aces™t
nL-H = asit

e

|
; ' e ' [ 3
o

y‘L‘t V= - 3a LOS'I‘& sin t

\d‘ (t) = Ve cost it

A 4

‘]:‘ = 4.3 -a [—Jtesﬁﬁ <t + uszé si«"ﬁ at
o

pA

= 42La ‘ cast sk 4t = 11&/— 2 oS
(o]

o

= Ge.






K2 (b)

K‘.‘l“\ = O cest sink

3L+\ = a._s.;uzf
z Y = bt
H—wlj‘-;&uyvs : xlt) = 25\.?\1&
3“\ = %:(l—c:sslb)

el ijem:- C"\LL;X\ SJL;I«J-M\'M\
xl + (y - 2 )2 = iz ’Pdv\v\gus., ’
3= %) = % !

T L
Pt = g_‘/z/'- 2 -
Lt~y q - Q. <cosS 2£ + o
o

sindzt ~ b ot

- —r-_‘/‘-z*b‘l \



Haaste

Hiukkanen liikkuu pitkin ellipsia

.TQ y2

T A

9 + 4 ’
parametrisoituna muodossa = = 3cost, y = 2sint, t € [0, 27].
a) Maarita hiukkasen nopeus ja kiithtyvyys parametrin arvolla ¢t = 7 /4.
b) Maarita kiihtyvyyden tangentti- ja normaalikomponentit paramet-
rin arvolla ¢ = 7/4.

(Vast: ay = —(6v/2/13)(2i + 3j))

RATKAISU
a) Nopeus:
v(t)=r'(t) =2'(t)i+ y'(t)j = —3sinti+ 2costj
2
v(m/4) = \/7_(—3i +2j)
Kiihtyvyys:

a(t) =r"(t) = —3costi— 2sint]
a(m/4) = —§(3i+2j)

b) Kiihtyvyyden tangenttikomponentti eli hiukkasen nopeuden suun-
tainen osa saadaan pistetulolla

A%
v

Sijoitetaan a-kohdassa lasketut arvot:

o= (3-2) Loy (Je)
5V2

= V2314 2)).
26( 3i+ 2j)

Normaali- ja tangenttikomponenteille piatee ay + ar = a, joten

3v2 5 2v/2 5
aN:a—aT:T\/_(—1+1—3>i+£(—1——)j

2 13
V2, : 6vV2 . ..

ar=(a-v)



