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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

] Hakula/Karjalainen

Malliratkaisut, Viikko 3, 2020

Alkuviikko

TEHTAVA J1 Todista, ettd seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja maarita tama:

2) (1+y2)sinx’ b) Ttany
Z Y

Ratkaisu: a)1; b)0.

RATKAISU Kumpikin tehtdvassid annetuista funktioista on muotoa
f(z,y) = g(x)h(y), joten voimme kayttad hyodyksi tietoa:
Jos lim,_,o g(z) = a ja limy_,o h(y) = b, niin lim(, ) 0,0) f() = ab.

a) Valitaan

sinx .
glr) =—— ja hy) =1+,
jolloin .
. SInx
g(z) = lim —— =1
ja

h(y) = lim(1 4+ 4?) = 1.

y—0

Naiin ollen myos tulon raja-arvo on olemassa ja se on

: (1+y*)sinz .
lim 21— limh(y) =1-1=1.
(x,y)gr%0,0) €T acgl(l] g(l’) yl—r>r(1) <y)



b) Vastaavasti valitaan

. tany
glz) =z Jja hly) = :
)
Talloin
li o) =l =0
ja
) . tany ) siny 1
lim A(y) = lim —— = lim : =1
y—0 y—=0 y y—0 Yy Cos Yy
Siten

rtany

— i lim h(y) =0 -1 = 0.
e mgrg)g(x)ygrg) (y)



TEHTAVA J2 Funktio f : R? — R mééiritellddn asettamalla £(0,0) = a
ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke

2%y b zy(z® +y)

a )
)x4+y2 x4+y2

Voidaanko a valita siten, ettd f on jatkuva origossa?
Ratkaisu: a) Eivoida; b)a =0.

RATKAISU

a) Tama funktio on esimerkki tapauksesta, jossa funktiolla ei valt-
tamatta ole tarkastelupisteessid raja-arvoa, vaikka jokaista suo-
raa pitkin ldhestyttidessa raja-arvo olisikin sama. Nimittiin, jos
origoa lahestytdén pitkin suoraa (¢, kt) saadaan

ekt Kkt
th4 (kt)2  #2(12 + k2) 12 + k2

f(t, kt) =

= lim f(t, kt) = 0, kaikilla k € R.

Toisaalta, jos origoa ldhestytddn pitkin paraabelinkaarta (¢, kt?),

niin 2 g2 ” "
. t
t4+ (kt?)2 Y (1+k%) 14k
k

=0 f(t, kt) = T

eli raja-arvo riippuu téalloin paraabelin valinnasta. Ndin ollen funk-

tiolla ei ole raja-arvoa origossa, eiké lukua a voida valita s.e. funk-
tiosta saataisiin jatkuva.

b) Osoitetaan, ettd funktion raja-arvo origossa on nolla. Havaitaan,



etta

zy(2® +y) aty + zy?
Toirge T | e
=ty xt+y
_ ety +ay’|
xt 492
4 2
kolmioepiyht#lo S M
xt 4 y?
_ @yl +J2ly
xt+ 92
4 2 4 9
wi<ztiy?,  y2<ziiy? < (LE + vy )|le + ‘LU|(I +y )
xt 492
() =lzl+yl

|z < /22 +y? < 2v/2? 4 y?

(*) Loppu voidaan tietysti myos padtelld jo tdstd tutkimalla puo-
littain yhtdlon raja-arvoa, kun (z,y) — (0,0).

Formaalisti: Olkoot ¢ > 0 ja /22 +y? < § = ¢/2. Talloin edelli-
sen paittelyn nojalla patee

zy(a® +y)
xt+ 92

—o’ <9 x2+y2<2§:e.
Maaritelmédn mukaan funktiolla on télloin origossa raja-arvo ja

se on nolla. Siten funktiosta voidaan tehda jatkuva valitsemalla
a=0.



K1 TEHTAVA #2 Olkoon geometrisessa avaruudessa £ méariteltyné re-
aaliarvoinen funktio

a-r

f(r):ﬁ, b-r#0,

misséd a ja b ovat lineaarisesti riippumattomia vakiovektoreita. Tutki,
onko olemassa raja-arvoa

lim f(r).

r—o

Ratkaisu: Ei ole.

RATKAISU J2 Kun origoa ldhestytdin suoraa ta pitkin, raja-arvo on

(ta)_, tara a-a
lg%f(ta)_lﬁob (ta) i~0tb-a b-a

Jos taas ldahestytddn suoraa tb pitkin, saadaan samanlaisella laskulla

a-b
i F(tb) = 5

Nama raja-arvot ovat samat vain jos

a-a a-b

ccs_ =~ 2
2220 & jaPbP = (b

mika patee ainoastaan, jos vektorit ovat lineaarisesti riippuvia. Koska
oletettiin, ettd vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, saadaan eri
raja-arvot ldhestyttéessé eri suunnista ja néin ollen raja-arvoa lim,_,, f(r)
ei ole olemassa.


Harri Hakula
K1

Harri Hakula
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