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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

HMS-A0201
Hakula/Karjalainen

Malliratkaisut, Viikko 3, 2020

Alkuviikko

TEHTÄVÄ J1 Todista, että seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja määritä tämä:

a)
(1 + y2) sin x

x
, b)

x tan y

y
.

Ratkaisu: a) 1; b) 0.

RATKAISU Kumpikin tehtävässä annetuista funktioista on muotoa
f(x, y) = g(x)h(y), joten voimme käyttää hyödyksi tietoa:
Jos limx!0 g(x) = a ja limy!0 h(y) = b, niin lim(x,y)!(0,0) f(x) = ab.

a) Valitaan
g(x) =

sin x

x
ja h(y) = 1 + y2,

jolloin
g(x) = lim

x!0

sin x

x
= 1

ja
h(y) = lim

y!0
(1 + y2) = 1.

Näin ollen myös tulon raja-arvo on olemassa ja se on

lim
(x,y)!(0,0)

(1 + y2) sin x

x
= lim

x!0
g(x) lim

y!0
h(y) = 1 · 1 = 1.



b) Vastaavasti valitaan

g(x) = x ja h(y) =
tan y

y
.

Tällöin
lim
x!0

g(x) = lim
x!0

x = 0

ja

lim
y!0

h(y) = lim
y!0

tan y

y
= lim

y!0

✓
sin y

y
· 1

cos y

◆
= 1.

Siten
lim

(x,y)!(0,0)

x tan y

y
= lim

x!0
g(x) lim

y!0
h(y) = 0 · 1 = 0.



TEHTÄVÄ J2 Funktio f : R2 ! R määritellään asettamalla f(0, 0) = a
ja origon ulkopuolella funktiolla on lauseke

a)
x2y

x4 + y2
, b)

xy(x3 + y)

x4 + y2
.

Voidaanko a valita siten, että f on jatkuva origossa?
Ratkaisu: a) Ei voida; b) a = 0.

RATKAISU

a) Tämä funktio on esimerkki tapauksesta, jossa funktiolla ei vält-
tämättä ole tarkastelupisteessä raja-arvoa, vaikka jokaista suo-
raa pitkin lähestyttäessä raja-arvo olisikin sama. Nimittäin, jos
origoa lähestytään pitkin suoraa (t, kt) saadaan

f(t, kt) =
t2 · kt

t4 + (kt)2
=

kt3

t2(t2 + k2)
=

kt

t2 + k2

) lim
t!0

f(t, kt) = 0, kaikilla k 2 R.

Toisaalta, jos origoa lähestytään pitkin paraabelinkaarta (t, kt2),
niin

f(t, kt) =
t2 · kt2

t4 + (kt2)2
=

kt4

t4(1 + k2)
=

k

1 + k2

)t!0 f(t, kt) =
k

1 + k2
,

eli raja-arvo riippuu tällöin paraabelin valinnasta. Näin ollen funk-
tiolla ei ole raja-arvoa origossa, eikä lukua a voida valita s.e. funk-
tiosta saataisiin jatkuva.

b) Osoitetaan, että funktion raja-arvo origossa on nolla. Havaitaan,



että
����
xy(x3 + y)

x4 + y2
� 0

���� =
����
x4y + xy2

x4 + y2

����

=
|x4y + xy2|
x4 + y2

kolmioepäyhtälö  |x4y|+ |xy2|
x4 + y2

=
x4|y|+ |x|y2

x4 + y2

x4x4+y2, y2x4+y2  (x4 + y2)|y|+ |x|(x4 + y2)

x4 + y2

(⇤) = |x|+ |y|
|x|

p
x2+y2  2

p
x2 + y2

(*) Loppu voidaan tietysti myös päätellä jo tästä tutkimalla puo-
littain yhtälön raja-arvoa, kun (x, y) ! (0, 0).

Formaalisti: Olkoot ✏ > 0 ja
p
x2 + y2 < � = ✏/2. Tällöin edelli-

sen päättelyn nojalla pätee
����
xy(x3 + y)

x4 + y2
� 0

����  2
p

x2 + y2 < 2
✏

2
= ✏.

Määritelmän mukaan funktiolla on tällöin origossa raja-arvo ja
se on nolla. Siten funktiosta voidaan tehdä jatkuva valitsemalla
a = 0.



kun r ! r0, sillä limr!r0 f(r) 6= o. Edellä johdetun epäyhtälön perus-
teella pätee siis

����
f(r)

|f(r)| �
a

|a|

���� ! 0, kun r ! r0

ja näin ollen

lim
r!r0

f(r)

|f(r)| =
a

|a| .

TEHTÄVÄ J2 Olkoon geometrisessa avaruudessa E3 määriteltynä re-
aaliarvoinen funktio

f(r) =
a · r
b · r , b · r 6= 0,

missä a ja b ovat lineaarisesti riippumattomia vakiovektoreita. Tutki,
onko olemassa raja-arvoa

lim
r!o

f(r).

Ratkaisu: Ei ole.

RATKAISU J2 Kun origoa lähestytään suoraa ta pitkin, raja-arvo on

lim
t!0

f(ta) = lim
t!0

a · (ta)
b · (ta) = lim

t!0

ta · a
tb · a =

a · a
b · a .

Jos taas lähestytään suoraa tb pitkin, saadaan samanlaisella laskulla

lim
t!0

f(tb) =
a · b
b · b .

Nämä raja-arvot ovat samat vain jos

a · a
b · a =

a · b
b · b , |a|2|b|2 = (a · b)2,

mikä pätee ainoastaan, jos vektorit ovat lineaarisesti riippuvia. Koska
oletettiin, että vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, saadaan eri
raja-arvot lähestyttäessä eri suunnista ja näin ollen raja-arvoa limr!o f(r)
ei ole olemassa.

TEHTÄVÄ V1 Todista, että seuraavilla kahden reaalimuuttujan reaa-
liarvoisilla funktioilla on raja-arvo origossa ja määritä tämä:

a)
(1 + y2) sin x

x
, b)

x tan y

y
.

Harri Hakula
K1

Harri Hakula
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