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Malliratkaisut, Viikko 3, 2020

Loppuviikko

TEHTAVA J1 Maéirité se pinnan r(u,v) = (u+0v)i+ (u? +0?)j+ (v*+0v*)k
piste, jossa tangenttitaso on tason 9z + 3y — z = 0 suuntainen. Mika on
tangenttitason yhtilo?

Ratkaisu: (2,10,26), 9z + 3y — z = 22.

RATKAISU

e Idea: Pinnan tangenttitaso on annetun tason suuntainen pisteis-
sd, joissa pinnan (tangenttitason) ja tason normaalit ovat yhden-
suuntaisia.

Pinnan kaksi tangenttivektoria saadaan osittaisderivaatoista
r,(u,v) =i+ 2uj + 3u’k

ja
r,(u,v) =i+ 2vj + 30k,

Naiista voidaan maarittaa pinnalle normaalivektori

Ny =r, xr,=6uww(v—u)i+3u—ov)(ut+v)j+2v-—uk

Toisaalta tarvitaan myos tason 9z + 3y — 2 = 0 & 2z = f(x,y) =
9x + 3y normaalivektoria:



Normaalit ovat samansuuntaisia, kun N; = ANy, jollain A\ # 0.
Téasta seuraa yhtaloryhma

6uv(v —u) = —9A
3(u—v)(u+wv)=—3\
2(v —u) = A

Yhtédloryhmén viimeisesta yhtéalostd seuraa v — u = A\/2 ja sijoit-
tamalla tdma ensimmaiseen yht&dloon saadaan

6uv(v —u) = 3uv\ = =9\ & wv = —3.

Vastaavasti myos toisesta yhtélosta voidaan nyt eliminioida ), sil-
1a

3A
3(u—v)(u+v)=-3wv—u)(ut+v)= —7(u+v) =-3\sutv=2.
Parametrien u ja v taytyy néain ollen toteuttaa yhtalot
w=-3 ja ut+uv=2

Talla yhtaloparilla on ratkaisut (u,v) = (3,-1) ja (u,v) = (-1, 3).
Naiilla parametrien arvoilla saadaan

r(3,—1) =r(-1,3) = 2i+10j + 26 k,

joten pinnan tangenttitaso on tason 9z + 3y — z = 0 suuntainen
pisteessi (2, 10, 26).

Pinnan normaalivektori pisteessi (2, 10,26) on
N, = 72i + 24j — 8k = 8(9i + 3j — k)
ja tangenttitason yhtdlo on muotoa
(r—rp)-N; =0,
joten saadaan

(r—rg) - Ny = ((wi + yj + 2k) — (2i + 10j + 26k)) - 8(9i + 3j — k)
=8(9(z —2) +3(y — 10) — (2 — 26)) =0
&= 9z —2)+3(y—10) — (2 —26)=0
& 9z + 3y — 2z = 22.



TEHTAVA J2 Maérita pinnan r(u,v) = ucosvi+ vcosuj+ cosucosvk
pisteeseen (0,0, 1) asetetun tangenttitason yhtélo. Piirra pinta.
Ratkaisu: z = 1.

RATKAISU Havaitaan, etté piste (0,0, 1) on pinnalla r(0,0) = k. Kaksi
tangenttivektoria pinnan pisteeseen ovat

r,(u,v) =cosvi—vsinuj—sinucosvk = r,(0,0) =i
ja
r,(u,v) = —usinvi+ cosuj — cosusinvk = r,(0,0) = j.

Selvisti pinnan normaalivektori kyseiseen pisteeseen on télloin N = k.
Tangenttitaso voidaan méaarittaa yhtalosta

(r—rg) - N=0,
kun valitaan lisdksir = zi + yj + 2k, ry = k.! Saadaan

(ri+yj+zk)—k) k=2—-1=0 & z=1

lrq on siis pisteen (0,0, 1) paikkavektori.
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Haaste

Kertausta differentiaaliyhtéaloista: Laplace-yhtalon Au = 0 radiaali-
nen eli sateittdinen muoto n-ulotteisessa avaruudessa on

)+ "2 ) =0

(Tulkinta: u(z,y,2) = f(\/2?2+y*+2%) = f(r), kun n = 3 jne. Tdhén
palataan my6hemmin.)

Maarita kaikki radiaaliset ratkaisut f(r), kun

a)yn=3;

b) n = 2.

Vihjeiti: a-kohta: Kerro puolittain lausekkeella 2, jolloin saadaan Euler-

tyyppinen DY: sithen yrite f(r) = r*.

b-kohta (kertaluvun pudotus): Merkitse v(r) = f’(r), jolloin v'(r) =
f"(r) ja saadaan separoituva (ja myos lineaarinen) 1. kertaluvun DY
funktiolle v(r). Lopuksi f(r) integroimalla v(r).

RATKAISU

a) Kerrotaan yhtilo puolittain lausekkeella 72:
2 (ro+2rm) =0
= rf(r)+2rf(r)=0.
Sijoitetaan yrite f(r) = r:

AA =D 20 =AM+ 1) = 0.

Koska 7 # 0 kaikilla \ seuraa téstd A = 0 tai A\ = —1. Niin ollen
kaikki radiaaliset ratkaisut ovat muotoa

fry=cir®+cyrt = + e,
T

b) Merkitaan v(r) = f'(r). Talloin

P+ 27 = o)+ So(r) = 0
v'(r) 1
TR
dv dr
N aw __ [ar
v T
= Infy|=—-Inlr|+¢



Edelleen

= f(r):/%dr:cllnr+cz.



