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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

HMS-A0201
Hakula/Karjalainen

Malliratkaisut, Viikko 4, 2020

Loppuviikko
TEHTÄVÄ J1 Laske seuraavien funktioiden suunnatut derivaatat an-
nettuihin suuntiin annetuissa pisteissä:

a) f(x, y) = ex+y, i + j, (0, 0),

b) f(x, y) = sin(πx) cos(πy2), i− 2j, (1, 2),

c) f(x, y, z) = xy2z3, 6i− 2j + 3k, (−3, 2, 1),

d) f(x, y, z) = xy2 + yz3, i + j− 2k, (3,−1, 4).

Ratkaisu: a)
√
2; b) −π/

√
5; c) −60/7; d) 155/

√
6.

RATKAISUT Funktion f suunnattu derivaatta vektorin u suuntaan
pisteessä x0 on muotoa

Duf(x0) = ∇f(x0) ·
u

‖u‖
.

a) Nyt x0 = (0, 0) . Tällöin funktion f gradientiksi saadaan

∇f(x, y) = ex+y i + ex+y j⇒ ∇f(x0) = i + j.

Lisäksi
u = i + j⇒ ‖u‖ =

√
2.

Siten suunnattu derivaatta haluttuun suuntaan on

Duf(x0) = (i + j) · 1√
2

(i + j) =
2√
2

=
√

2.



b) Nyt x0 = (1, 2). Gradientti:

∇f(x, y) = π cos(πx) cos(πy2) i− 2yπ cos(πx) sin(πy2) j

⇒ ∇f(x0) = π cos(π)︸ ︷︷ ︸
=−1

cos(4π)︸ ︷︷ ︸
=1

i− 4π cos(π) sin(4π)︸ ︷︷ ︸
=0

= −πi,

ja suuntavektorin normi:

u = i + 2j⇒ ‖u‖ =
√

5.

Siten kysytty derivaatta on

Duf(x0) = (−πi) · 1√
5

(i + 2j) = − π√
5
.

c) Tässä x0 = (−3, 2, 1). Gradientti:

∇f(x, y, z) = y2z3 i + 2xyz3 j + 3xy2z2 k

⇒ ∇f(x0) = 4i− 12j− 36k

ja suuntavektorin normi:

u = 6i− 2j + 3k⇒ ‖u‖ =
√

49 = 7.

Siten

Duf(x0) = (4i− 12j− 36k) · 1

7
(6i− 2j + 3k) = −60

7
.

d) Tässä x0 = (3,−1, 4). Gradientti:

∇f(x, y) = y2 i + (2xy + z3) j + 3yz2 k⇒ ∇f(x0) = i + 58j− 48k.

Suuntavektorin normi:

u = i + j− 2k⇒ ‖u‖ =
√

6.

Tällöin suunnatuksi derivaataksi saadaan

Duf(x0) = (i + 58j− 48k) · 1√
6

(i + j− 2k) =
155√

6
.



TEHTÄVÄ J2 Laske kohdassa a) vektorimuuttujan vektoriarvoisen
funktion Jacobin matriisi ja kohdassa b) Taylorin polynomi

a) f(x, y, z) = (xe−yz,
y

x
+
z

y
,
√
xz2),

b) f(x, y) = 2x4 − 5y3 + 2xy2, keskus = (0, 0), aste = 3.

Ratkaisu: a)

 e−yz −xze−yz −xye−yz

−y/x2 1/x− z/y2 1/y
z2/(2

√
x) 0 2

√
xz

; b) 2xy2 − 5y3.

RATKAISUT

a) Vektoriarvoisen funktion f ∈ R3 Jacobin matriisi on muotoa

Df(x) =

∂xf1 ∂yf1 ∂zf1
∂xf2 ∂yf2 ∂zf2
∂xf3 ∂yf3 ∂zf3

 ,

joten laskemalla kaikki matriisin alkiot (osittaisderivaatat jokai-
selle funktion f komponentille) saadaan

Df(x) =


e−yz −xze−yz −xye−yz

− y

x2
1

x
− z

y2
1

y
z2

2
√
x

0 2
√
xz

 .

b) Lasketaan tarvittavat osittaisderivaatat:

fx(x, y) = 8x3 + 2y2 fy(x, y) = −15y2 + 4xy

fxx(x, y) = 24x2 fyy(x, y) = −30y + 4x

fxy(x, y) = 4y

fxxy(x, y) = 0 fxyy(x, y) = 4

fxxx(x, y) = 48x fyyy(x, y) = −30.

Kun (x, y) = 0 saadaan näistä

fx(0, 0) = 0 fy(0, 0) = 0

fxx(0, 0) = 0 fyy(0, 0) = 0

fxy(0, 0) = 0

fxxy(0, 0) = 0 fxyy(0, 0) = 4

fxxx(0, 0) = 0 fyyy(0, 0) = −30.



Onneksi löytyi paljon nollia! Funktion f 3. asteen Taylorin poly-
nomiksi kehityskeskusksena (0, 0) = 0 saadaan nyt

f(h, k) ≈ f(0) + h · ∇f(0) +
1

2!
(h · ∇)2f(0) +

1

3!
(h · ∇)3f(0)

= f(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

+(h fx(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

+k fy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

)

+
1

2

(
h2 fxx(0, 0)︸ ︷︷ ︸

0

+ 2hkfxy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

+ k2fyy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

)
+

1

6

(
h3 fxxx(0, 0)︸ ︷︷ ︸

=0

+3h2k fxxy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

+3hk2 fxyy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=4

+k3 fyyy(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=−30

)
=

1

6
(12hk2 − 30k3) = 2hk2 − 5k3

tai
f(x, y) ≈ 2xy2 − 5y3.
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