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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

] Hakula/Karjalainen

Ratkaisut, Viikko 5, 2020

Loppuviikko

TEHTAVA J1 Etsi origon lyhin etdisyys hyperbelistd 22+ 8zy+7y? = 45
kayttden Lagrangen kertoimia.
Ratkaisu: /5.

RATKAISU Euklisidisessa tasossa pisteen etdisyys origosta on /2 + y2.
Toisaalta neliojuuri on kasvava funktio, joten voimme minimioida funk-
tiota f(z) = z? + y*. Annettu sidosehto voidaan kirjoittaa g(z) = 2> +
8xy + Ty? — 45. Talloin Lagrangen funktioksi saadaan

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y)
=22 +y* + \a? + Szy + Ty* — 45)
= (14+Nz® + (1 + 7Ny + 8\zy — 45).

Lagrangen funktion kriittiset pisteet saadaan nyt yhtaloryhméasta

Lo(z,y,\) = 2(1 + Nz + 8y =0
L(z,y,\) =0 & { Ly(x,y,A) = 2(1 + TA\)y + 8z =0
Ly(z,y,\) = 2>+ 8xy + Ty> —45 =0.

Kahdesta ensimmaisestd yhtalostd saadaan

20+ Nz +8\y=0 20+ 7Ny +8 z =0
Ay 1+ 7Ny

xr = _ = —

1+ A a4\



joten

Ay 4Ty
L+ 4N

L (T )
INTan 1N T

1+70  4x
4\ 1+X

=y =0 tai 0.

Tutkitaan tapauksittain:

(i) Jos y = 0, niin talloin my6és x = 0 ja viimeisestd epiayhtalosta
seuraisi —45 = 0. Siten y # 0.

(ii) Ratkaistaan

)
1+7M\N— ——=0
+ 1A

= -0\ 48\ +1=0
1

Jos A = 1, niin
Ay Ay

C1+A 2
ja sijoittamalla viimeiseen yht&loon saadaan

T = —2y

2?2+ 8xy+ Ty  —45= -5y —45=0

= y?> = -9 = eireaalisia nollakohtia.

Jos taas A = —1/9, niin

4y 49y y

T I+ N . 1-1/9 2

ja talloin viimeisesta yhtéalosta seuraa
2 2 45 4
x° 4 8ry + Ty” — 45 = gy —45=0

=y=12 = g=+1.



Loydettiin siis pisteen (1,2) ja —1, —2). Niiden etdisyys origosta on /12 + 22 =
VDT (-2 = V5.

Koska Lagrangen funktiolla ei voida 16ytd4 dariarvoja pisteissé, jois-
sa Vg(z,y) = 0, taytyy ne tarkastella viela erikseen.

gy(z,y) =14y + 8z =0

Piste (0,0) ei kuitenkaan toteuta sidosehtoa g(x,y) = 0, joten origon
lyhin etiisyys hyperbelista on v/5.



TEHTAVA J2 Mairita origon suurin ja pienin etaisyys kayrasta

4 4
Tl
a b*

Ratkaisu: (a > 0,b > 0) va* + b*, min{a, b}.

RATRAISU Minimioitavaksi funktioksi voidaan tassdkin valita f(z,y) =
2% + 12 ja sidosehdoksi

4 y4
9($,y):g+b—4—1:0-

Nyt Lagrangen funktion

x? 4
M%%A%:ﬂ%w+km%wZwﬁuf+k<ﬁ+%z—o

kriittiset pisteet ratkeavat yhtialoryhmaéasta

( 2
2

Y
y4

72
\LA(JJ,y,)\) :g—i-b——l:o.

Tutkitaan taas tapauksittain:

(1) Jos x = 0, niin viimeisesta yhtalosta seuraa y = +b. Talloin etéi-
syys on v/02 + b2 = b. Toisaalta, jos y = 0, niin viimeisestd yht&los-
td seuraa r = =+a, jolloin etidisyydeksi saadaan 0?2 + a? = a.

(ii) Jos taas x,y # 0, niin

244202 =0
a
2 a*
= A
= =z ) (=)A<0)

Vastaavasti toisesta yhtédlostd saadaan

b4
2 _ P
Y7 Ton



Sijoittamalla viimeiseen yhtdloon seuraa talloin

x2+y4 1_1 a® +1 b® _,
at bt oat \ 4)2 bt \4)2)

a* + b*

= e =1

S W L
N 2

N s a4 . - b4
Var L bl ) C VatF o

Talloin origon etiisyys kdyréasta on

Vaz+y2=vVat + ¢ (> a,b).

Lisdksi gradientin Vg ainoa nollakohta on origo, joka ei kuulu kayral-
le. Niin ollen kohdissa (i) ja (ii) saaduista tuloksista seuraa, etta etéi-
syyden minimin oltava joko « tai b riippuen siitd, kumpi on pienempi.
Siten minimi on min{a, b}.



Wi -I:LL‘u\\‘é\ = leza

Plle xFeyiazt 22

’H-

Kaska 3 T =20 vem jr J:L. y=o tus
z=0,

el JL/\.L'--’\ Lt ?%{-g ataa ocvoa F O

Moksine 3-. g . "& sSC&s ?a-ucr\ ?Cr\r\c.li«

(H‘\Acm.,.. Y"‘-’-K—L-L.;»LV\ YC......\‘\ FW\G.LLG‘ )

L°Jcmf_\t’ L,y X)) = X:Sza's‘\- A Lxl‘-ejz—\- 12—13

>‘=¥'°,a=tolz:l=o
T - 224 2%x=0 |
PES 3% - X =0Q
1 3
g = T E2Ay=0 | kellima 23 @

3

3szz& +« 22z =0

e 4’
A 2 2 3 _
~ * 44 4«2 -2=0
3213 E 2
R = > = 2x?T =3XJ£
R
2 4
i gte 2 2= Ty = Al

—
i
3
>
N
*
4
w
X
i

b

\

X

)l
Gl



T

z =1

y

IS

5&6) \:\do.ewsuna. ohla~Hssew on ﬂ’uu ln.mu\mm
'PCn&-Q_

o - £ L /%
MO..«L-SWW . ‘FL*\'&\%) - ‘p(ﬁ ) R 3 j—)
- _j_'. .& - _3-
G 2 33

Mq.)tf-;vv; Sc\ et~ Qs;:.v\-\:lv:-‘k MoLLMMQ.,‘e
Mljtss: G ?CS-\M‘:_



L2,  LecAllea

V= xyz

LWO \\;\'L\L(‘.hv\ o3 sk B

?dL{uﬁ ole x‘l
L')"A—Lu'\jv\sl-ﬁ; : X2

SCvt»luvnv\ adoe !32

Kms'\'svw\v\§ - C— = ‘SK(XZ-FXJB -t k(l:%‘\"(%)

La.dt‘mac, °

L(X"ﬁ\t\'\\ = k(fxn + bxz +23) +’>\(x:‘l—-\/>
Kn-«.\‘u\s'g't :?(r;-Lo_,c;t :

Au

i Sky +bkz + Ayz = 0O

2L
Ry
™

A

52 = blex ~ 2%y -1—’)\&.,& = 0

NN _ — _
,a,}\—x:‘Z: V = 0



Haaste

Tassa tehtavassa gradienttia V f kasitellaan pystyvektorina. Yksittai-
sen osittaisderivaatan arvo kuten f,(z¢,yo) riippuu (yleensé) koordi-
naatiston valinnasta. Osoita, etta gradientti Vf on koordinaatistosta
riippumaton suure seuraavassa mielessi (n = 2): Olkoon A ortogonaa-
linen 2 x 2-matriisi, ts. AT A = I (eli kierto, jos liséiksi det A = +1) ja

F(x) = f(Ax) = f(anr + a2y, an1 v + any).
Talloin
AVF (x) = Vf(Ax).
Vihje: Aloita laskemalla F), ja F,. Huomaa liséksi, etté oikealla puolella

lasketaan vektorin V f arvo pisteessa Ax.
Huom: Vastaava paéattely toimii tietysti kaikissa dimensioissa.

Todistus. Olkoon A ortogonaalinen eli AT A = I seké

F(X) = f(AX) = f((lnl’ + a2y, a1 + (122y> = f(l‘/, y/).

Téassa merkittiin lineaarimuunnettuja, uusia = ja y-koodinaatteja se-
kaannusten valttamiseksi seuraavasti: @' = a1z + apy ja y = anx +
as0y. Lasketaan aluksi osittaisderivaatat ketjusddnnon avulla:

_0fUAN) _ 0f(y) 0 | OFy) Oy
ox or'  Ox oy Ox
= f:r:’(xla y/) c a1l + fz/(xla y/) +da1,

F,.(x)

0/(Ax) _0f(y) _0f('y)0x  Of(x'.y) By

F = g Pt - v N s v

v(x) dy dy oxr’ Oy * dy' Oy
= fx’(x/7 y/) Cai2 + fy’(I,7 y,) ©a22.

Lasketaan sitten gradientti:

_ fa:’ (I/’ y/> “ap + fy’ ([E/, y/) “Q21\ _ (a1 a2 f:c’(xlu y/) __ AT
VEE) = <fx’($l»y/) a2+ fy (@, y) 'a22) B (a12 a22) (fy/ (x’,y’)) = ATV f(Ax).

Koska A on ortogonaalinen, niin

AVFE(x) = AATVf(Ax) = IV f(Ax) = Vf(Ax).



