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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

HMS-A0201
Hakula/Karjalainen

Ratkaisut, Viikko 6, 2020

Alkuviikko
TEHTÄVÄ J1 Sovita paraabeli y = p + q x2 mittausdataan (xi, yi) =
(1, 0.11), (2, 1.62), (3, 4.07), (4, 7.55), (6, 17.63), (7, 24.20). Arvioi mahdollis-
ta mittaustulosta, kun x = 5.

RATKAISU Sovitetaan paraabeli y = p+ qx2 mittausdataan

xi 1 2 3 4 6 7
yi 0.11 1.62 4.07 7.55 17.63 24.20

soveltamalla matriisimuotoista PNS-menetelmää. Etsitään siis vekto-
ria x = (p, q)T , joka tuottaa parhaan mahdollisen "ratkaisun" lineaari-
selle yhtälöryhmälle

Ax = b⇔


1 x21
1 x22
...

...
1 x26


(
p
q

)
=


y1
y2
...
y6

⇔

1 12

1 22

1 32

1 42

1 62

1 72


(
p
q

)
=


0, 11
1, 62
4, 07
7, 55
17, 63
24, 20

 .

Sovitus saadaan nyt ratkaisemalla yhtälö ATAx = AT b. Ensinnäkin

ATA =

(
1 4 9 16 36 49
1 1 1 1 1 1

)

1 1
1 4
1 9
1 16
1 36
1 49

 =

(
6 115
115 4051

)



ja

ATb =

(
1 4 9 16 36 49
1 1 1 1 1 1

)


0, 11
1, 62
4, 07
7, 55
17, 63
24, 20

 =

(
55, 18
1984, 5

)
.

Siten

ATA(p, q)T = ATb

⇒
(

6 115
115 4051

)(
p
q

)
=

(
55, 18
1984, 5

)
⇒

{
6p+ 115q = 55, 18

115p+ 4051q = 1984, 5

⇒

{
p = −0, 422644 ≈ −0, 423
q = 0, 0501877 ≈ 0, 502

⇒y = −0, 42 + 0, 50x2.

Kun x = 5 saadaan sovituksesta y = 12, 08.



TEHTÄVÄ J2 Muodosta Newtonin menetelmän mukainen matriisi-
muotoinen iteraatiokaava yhtälöparille{

x4 + y4 = 2xy5,

x6 + x2 + y4 = 4.

Etsi tämän avulla yksi yhtälöparin kaikkiaan neljästä (reaalisesta)
ratkaisusta.

RATKAISU Yhtälöryhmän{
x4 + y4 = 2xy5

x6 + x2 + y4 = 4

ratkaisu vastaa tapausta f(x, y) = 0, kun valitaan

f1(x, y) = x4 + y4 − 2xy5 ja f2(x, y) = x6 + x2 + y4 − 4.

Newtonin menetelmässä

xn+1 = xn −Df(x, y)−1f(x, y), n = 0, 1, 2, . . .

iteroinnin alkuarvo x0 täytyy valita itse. Asetetaan tässä x0 = (1, 1)T.
Lisäksi tarvittava Jacobin matriisi on

Df(x, y) =

(
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

)
=

(
4x3 − 2y5 4y3 − 10xy4

6x5 + 2x 4y3

)
.

Neliömatriisin käänteismatriisille (jos se on olemassa ⇔ det(A) 6= 0)
pätee

A−1 =

(
a b
c d

)−1

=
1

det(A)

(
d −c
−b a

)
,

joten tässä saadaan

Df(1, 1)−1 =

(
2 −6
8 4

)−1

=
1

56

(
4 −8
6 2

)
.

Nyt voidaan ratkaista

x1 = x0 −Df(1, 1)−1f(1, 1)

=

(
1
1

)
− 1

56

(
4 −8
6 2

)(
0
−1

)
=

(
1, 10714
1, 03571

)
,



vastaavasti
x2 = x1 −Df(x1)

−1f(x1) =

(
1, 09081
1, 03144

)
ja

x3 =

(
1, 0903
1, 03135

)
, x4 =

(
1, 09029
1, 03135

)
,

x5 =

(
1, 09029
1, 03135

)
= x4.

Siten yksi yhtälöryhmän ratkaisu on (x, y) = (1, 09029; 1, 03195).
Muut mahdolliset ratkaisut ovat(

−1, 09029
−1, 03135

)
,

(
0, 38005
1, 40256

)
ja

(
−0, 38005
−1, 40256

)
.
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