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Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)

' MS-A0201
u Hakula/Karjalainen

Ratkaisut, Viikko 6, 2020

Loppuviikko
TEHTAVA J1 Laske seuraavat integraalit:
2 [ atde, A= {() el +lyl <1
b) /Agda, A={(x,y)||z| <1, 1<y<2).

Ratkaisu: a) 1; b)0.

RATKAISU

a) Integroimisalue A on suorien rajaama nelion muotoinen tasojouk-

ko, jonka karkipisteet ovat (1,0), (0,1),(—1,0) ja (0, —1).

tapa 1. Itegroimisrajat ovat
l—|z|<y<l-—Jz|] ja —-1<z<l.

Integroidaan:

1—|z| 1 1—|z|
/x da—// xdydx—/x/ dy dx
|z|—1 |z[—1
1—|z|
:/x(Z/ dydx) 2/:1c (1 —|z|)dx
~1 0 1
0

3

:4/01w2(1—x)dx:4 (%—%)

11y 1
:4<___>:_-
3 4/ 3

parillinen muuttujassa y

parillinen muuttujassa x



tapa 2. Tehddan muuttujanvaihto

u—+v

= z
v=x—y U v.

Talloin uudeksi integroimisalueeksi saadaan
B ={(u,v) | [ul <1,]v] <1}
ja vaihdoksen Jacobin determinantiksi

I(z,y) |12 1/2‘ 1

Ly Ty
Yu Yo

O(u,v) T2 —1/2| T Ty
Sitten integroidaan:
(@y)]

2
+ v 0
xzda:/(u )
/A B 2 (u,v)
B U+ v 2alu
— _1 5
3
/ / u+v) (utv)?
1/ 3

24 ((v +1)° = (v—1)*) dv

=13 (3v +1D)dv=-—/ (v*+0)

112@ FL=((C1P 4+ (1) =5

b) Integroimisalue on suorakaide, jonka karkipisteet ovat (1,2), (—1,2),(—1,1)
ja (1,—2).

Integroimisrajoiksi saadaan

—1<z<1 jal<y<2

2 1

/fda:// zdgudy:(),

AY 1 J1Y
———’

=0

Havaitaan, etta



koska sisempi integraali on (oleellisesti) pariton muuttujan x suh-
teen.



TEHTAVA J2 Olkoona > 0,0 > 0, A= {(z,y) |z >0, y > 0}. Laske
epéoleellinen integraali
/e_(ax+by)2 da

A
sijoituksella v = ax + by, v = y/z.
Ratkaisu: ;.

RATKAISU Tehdididn muuttujanvaihto ohjeiden mukaisesti:

U

{u Zaj”rby# Y T o ga
v = xXr =

Y y bv+ a

Voidaan osoittaa, ettd kuvaus
F: B — A F(u,v) = (e(u,v), y(u,v))
on bijektio, kun A = A\ dAja B = {(u,v) | u > 0,v > 0}.* Liséksi, koska

A=AU(A\dA)
N——’

erilliset

ja reuna 0A on nollamittainen, niin kaikilla integroituvilla funktioilla

f on voimassa
L= bt =L 2= 1
=0

Naiin ollen integraali voidaan muuttujanvaihdon jidlkeen laskea yli jou-
kon B.
Jacobin determinanttia laskiessa kannattaa huomata, etta

oz, O(u,v)\
(det DF(u,v) =) @E%z; B <8Ex,y;> ’

silla kdanteisfunktion determinantti on téssa tapauksessa hieman hel-
pompi laskea. Saadaan

d(u,v)
9(z,y)

ITodistus ylim#irdinen HT

a by

r 22

Uy Uy
Uy Uy

| a b
|=y/2t 1)z




joten

Voidaan integroida:

/ —(az+by)? da —/6_
B
/ / 4 du dv
v+ a 2




Haaste

Tassa tehtaviassa tarvitaan kaavaa

b b
%/a f(x,t)dx:/a fi(z, t) dx;

kts. MS-A0101:n materiaali soveltuvin osin.
Laske integraali
*© sinx
/ dx
0 T

kayttamalla integraalin derivointia parametrin suhteen seuraavalla
tavalla: Osoita, ettd funktion

F(t) = / et 0T gy
0 x

derivaatta on —1/(1 + ¢?), joten F'(t) voidaan laskea integroimalla, kun
liséksi tiedetdén F(t) — 0, kun ¢t — oo. Tamén avulla saadaan F(0).
Huom: Vilivaiheet vaatisivat tarkempia perusteluja, koska kyseessa
on epaoleellinen integraali. Vastaus on kuitenkin oikein, joten voit las-
kea ilman perusteluja (hieman kyseenalainen paéttely?). Kurssilla M'S-
A0101 johdettiin (olennaisilta osin) kaava

o b
/0 e sin(bx) dr = pEEwEE kun a < 0.

RATKAISU Vaihtamalla derivoinnin ja integroinnin jirjestysti saa-
daan

F'(t) = — / e—wtw dr = / & ot sin & dr — / (—ze=) sinx e
dt 0 €T 0 dt T o —:L'

o 1
:—/ e “sinrdr = — 5 ,
0 t“+1
joten
1
F(t) = —m:—arctant—i—C.

Koska tiedetaén, etta F(t) — 0, kun ¢t — oo, niin

hmF@:—g+C:O:C:g.

t—00



Nain ollen

o sin
F(t)= / e "L gy = —arctant + —
0 x 2

ja valitsemalla ¢t = 0 saadaan tasta

*sinz T
F(0) = do = =
0= [ -]
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\/ = {Ltqtz) | x>0, y20,2z2q,

X+ty+T & i }



1
L 4 % e &
=3 [z j(j - 2(4-2)y +U-z)1)
9 0 A
L Y
4 4
= ji JE (%(i—‘&) - %(Lz)"*—%(pz)j
d L .
- = ]‘fj‘(i-i—)dz
24
P
8
= %,1 X(E“‘lg* be Xz +Z ) da
B O
N S LN T 3 5 A5 20



L

LO ‘1) C\\ j = Z - zﬁ
(1p) Gy y=x -4
@)
LQ,-i)
(2)
L - 2x
“ < dA = s 2 % quch
K
X~
1-2x
= Y ' /:1 dx
*—1

I

/—s
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