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Luento 5: Z-muunnos



Luennon aiheet kirjassa
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• Mitra: Digital Signal Processing: A Computer Based Approach

⊲ 6 z-Transform: 6.1-6.7

• Vaihtoehtoinen materiaali Rawat, Digital signal processing:
6.1-6.12



Oppimistavoitteet
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• z-muunnos

⊲ määritelmä ja laskeminen
⊲ ominaisuudet
⊲ käänteismuunnos

• LTI-järjestelmän siirtofunktio

⊲ laskeminen z-muunnoksella
⊲ yhteys taajuusvasteeseen

• Nolla–napakuvio ja LTI-järjestelmän taajuusvaste ja stabiilius



Sisältö
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1. z-muunnoksen määritelmä ja suppenemisalue
2. z-muunnoksen ominaisuudet ja käänteismuunnos
3. Nollat ja navat
4. Siirtofunktio ja suodattimet
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• Käytetään LTI-järjestelmän impulssivaste h[n]
• Käytetään LTI-järjestelmän syötteenä sekvenssiä x[n] = zn, z ∈ C

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞

h[k]zn−k

= zn
∞∑

k=−∞

h[k]z−k

︸ ︷︷ ︸

Z{h[n]}

• zn on LTI-järjestelmän ominaisfunktio
• Z{h[n]} on h[n]:n z-muunnos (engl. z-transform)
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• Määritelmä

X(z) = Z{x[n]} =
∞∑

n=−∞

x[n]z−n

• z on kompleksiluku
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• Valitaan z = ejω

X(z) =
∞∑

n=−∞

x[n]e−jωn = F{x[n]}

• DTFT on z-muunnos yksikköympyrällä |z| = 1
• z-muunnos on DTFT:n yleistys
• Käytetään DTFT:lle samaa merkintätapaa X(ejω) kuin

z-muunnokselle
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• Suppenemisalue SA (engl. Region Of Convergence, ROC)
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• Jatkossa tarkastelemme vain itseistä suppenemista
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• Itseisen suppenemisen perusteella suppenemisalue on
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• Itseisen suppenemisen perusteella suppenemisalue on
rengasmainen
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∣
∣
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∣
∣
∣ =

∞∑

n=−∞

|x[n]||z|−n

• Vertaa DTFT:een, suppenee tasaisesti, jos x[n] suppenee
itseisesti
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• Divergoi, kun n −→ ±∞
• Tässä tapauksessa z-muunnnosta ei siis ole
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• Oletetaan kausaalinen x[n] = αnu[n]
• kausaalinen: x[n] = 0 kun n < 0

Z{x[n]} =
∞∑

n=−∞

x[n]z−n =
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n=0

(αz−1)n =
1

1− αz−1

kun |αz−1| < 1 ⇒ |z| > |α|
• suppenemisalue R = {z ∈ C

∣
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• Oletetaan reaaliarvoinen ja antikausaalinen x[n] = −αnµ[−n− 1]
• antikausaalinen: x[n] = 0 kun n ≥ 0
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= −
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= −

1
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=

1

1− αz−1

kun |α−1z| < 1 ⇒ |z| < α
• suppenemisalue R = {z ∈ C||z| < α}
• Saatiin sama lauseke z-muunnokselle kuin edellä, mutta eri SA!
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• Äskeisillä kausaalisella ja antikausaalisella sekvenssillä on
täsmälleen sama z-muuunnoksen lauseke

• Suppenemisalue erottaa sekvenssit z-tasossa toisistaan
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• Äskeisillä kausaalisella ja antikausaalisella sekvenssillä on
täsmälleen sama z-muuunnoksen lauseke

• Suppenemisalue erottaa sekvenssit z-tasossa toisistaan
• z-muunnos on aina yhteydessä suppenemisalueeseen!
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= αZ{x[n]}+ βZ{y[n]}

• Itseisen suppenemisen perusteella lin. yhdistelmä suppenee, kun
molemmat Z{x[n]} ja Z{y[n]} suppenevat

• Suppenemisalue ainakin
Rx ∩Ry = {z|max(Rx−, Ry−) < |z| < min(Rx+, Ry+)}
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y[m]z−m = Z{x[n]}Z{y[n]}

• Itseisen suppenemisen perusteella suppenemisalue ainakin
Rx ∩Ry

• Huom! Z{x[n]y[n]} 6= Z{x[n]} ∗ Z{y[n]}
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• Käänteismuunnos voidaan laskea suoraan

⊲ parametrisoimalla polku (kuten DTFT:n tapauksessa)
⊲ residyteoreemaa käyttäen (engl. residue theorem)

• Usein käytännössä käytetään

⊲ z-muunnoksen taulukoita
⊲ osamurtokehitelmää
⊲ symbolisen laskennan ohjelmistoja
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Z{x[n]y[n]} =
1

2πj

∮

C
X(v)Y (z/v)v−1dv

• Suppenemisalue

⊲ X(v): Rx− < |v| < Rx+

⊲ Y (v/z): Ry− < |z/v| < Ry+ ⇒ |v|Ry− < |z| < |v|Ry+

⊲ molemmat: Rx−Ry− < |z| < Rx+Ry+
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• Yksikköimpulssi: Z{δ[n]} = 1
• Kausaalinen geometrinen sarja Z{αnµ[n]} = 1

1−αz−1 , |z| > |α|
• Vaimeneva siniaalto

Z{rn cos(ω0n+ φ)µ[n]}

=
1

2
Z{rn(ejω0n+jφ + e−jω0n−jφ)µ[n]}

∣
∣
∣α = rejω0n

=
ejφ

2
Z{αnµ[n]}+

e−jφ

2
Z{(α∗)nµ[n]}

=
ejφ

2

1

1− αz−1
+

e−jφ

2

1

1− α∗z−1
= . . .

=
cos(φ)− r cos(ω0n− φ)z−1

1− 2r cos(ω0n)z−1 + r2z−2
, |z| > r
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Ominaisuus Sekvenssi z-muunnos Supp. alue

g[n] G(z) Rg : Rg− < |z| < Rg+
h[n] H(z) Rh : Rh−

< |z| < Rh+

konjugaatio g∗[n] G∗(z∗) Rg

ajan kääntö g[−n] G(1/z) 1/Rg+ < |z| < 1/Rg−

lineaarisuus αg[n] + βh[n] αG(z) + βH(z) ainakin Rg ∩ Rh

aikasiirto g[n − n0] z−n0G[k] Rg , mahdollisesti ei 0 tai ∞
exponetiaalisekvenssillä
kertominen

αng[n] G(z/a) |α|Rg− < |z| < |α|Rg+

z-muunnoksen derivointi ng[n] −z
dG(z)

dz
Rg , mahdollisesti ei 0 tai ∞

konvoluutio g[n] ∗ h[n] G(z)H(z) ainakin Rg ∩ Rh

modulaatio g[n]h[n] 1
2πj

∮
C

G(v)H(z/v)v−1dv ainakin Rg ∩ Rh

Parsevalin teor.
∑N−1

n=0 g[n]h∗[n] = 1
2πj

∮
C

X(v)Y (1/v∗)v−1dv
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• Polynomi voidaan kirjoittaa sen juurien ξk avulla

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . anx

n

= a0(x− ξ1)(x− ξ1) · · · (x− ξn)

• Reaalikertoimisen polynomin ei-reaaliset juuret esiintyvät
kompleksikonjugaattipareina

p(ξk) = a0 + a1ξk + a2ξ
2
k + . . . anξ

n
k = 0 |()∗

⇒ p∗(ξk) = a0 + a1ξ
∗
k + a2(ξ

∗
k)

2 + . . . an(ξ
∗
k)

n = 0
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k=0(z − λk)

• Osoittajan juuret ξk ovat nollia (engl. zero), k = 1, . . . ,M

H(ξk) = 0

• Nimittäjän juuret λk ovat napoja (engl. poles)

H(z)
z→λk−−−→ ±∞

• Nollien ja napojen määrä kausaalisilla sekvensseillä/järj.:
max(N,M)
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• h[n] = 0.8nµ[n]

H(z) =
1

1− 0.8z−1
= z

1

z − 0.8

• M = 0, ylimääräinen nolla z = 0
• N = 1, napa z = 0.8

Rez

Imz nolla

napa
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H(z) =
1− 2.4z−1 + 2.88z−2

1− 0.8z−1 + 0.65z−2
=

(z − 1.2 + j1.2)(z − 1.2− j1.2)

(z − 0.4 + j0.7)(z − 0.4− j0.7)

Rez

Imz
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• Oletetaan äärellisen pituinen sekvenssi h[n] =
∑M2

k=M1
pkδ[n− k]

• z-muunnos polynomi H(z) =
∑M2

k=M1
pkz

−k

• z-muunnos määritelty, z ∈ C

⊲ |z| > 0 jos M2 > 0
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• Oletetaan kausaalinen (oikeanpuoleinen) sekvenssi
• z-muunnos rationaalifuntio

H(z) = zN−M p0
d0

∏M
k=0(z − ξk)

∏N
k=0(z − λk)

• Käytetää osamurtokehitelmää

H(z) = zN−M p0
d0

[

R(z) +
N∑

k=0

ck
z − λk

]

missä polynomi R(z) 6= 0, jos M > N
• R(z) ei vaikuta suppenemisalueeseen
• Aiemman perusteella suppenemisalue on joukkojen |z| > |λk|

leikkaus, eli

R = {z
∣
∣|z| > max

k
|λk|}
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• Käytetään osamurtokehitelmää

H ′(z) =
p0
d0

[

R′(z) +
N∑

k=0

c′k
z − λ′

k

]

• Aiemman perusteella suppenemisalue on joukkojen |z| < |λ′
k|

leikkaus
• Molemminpuolinen sekvenssi voidaan jakaa kausaaliseen ja

antikausaaliseen osaan, joilla navat λa,k ja λc,k

h[n] = ha[n] + hc[n]
Z
−→ H(z) = Ha(z) +Hc(z),

• Aiemman perusteella suppenemisalue on

R = {z
∣
∣max

k
|λc,k| < |z| < min

k
|λa,k|}
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1. z-muunnoksen määritelmä ja suppenemisalue
2. z-muunnoksen ominaisuudet ja käänteismuunnos
3. Nollat ja navat
4. Siirtofunktio ja suodattimet
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• ARMA-prosessin differenssiyhtälo
N∑

k=0

dky[n− k] =
M∑

k=0

pkx[n− k]
∣
∣
∣Z{·}

Y (z)
N∑

k=0

dkz
−k = X(z)

M∑

k=0

pkz
−k

⇒Y (z) = H(z)X(z) ⇒ H(z) =

∑M
k=0 pkz

−k

∑N
k=0 dkz

−k

• H(z) on siirtofunktio (engl. transfer function)
• Vertaa: taajuusvaste H(ejω) on siirtofunktion erikoistapaus
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34

• Luennolla 3 nähtiin, että LTI-järjestelmä on BIBO-stabiili, jos ja
vain jos

∞∑

k=−∞

|h[k]| < ∞

• Vastaa ehtoa, että z-muunnos suppenee, kun |z| = 1
(DTFT suppenee tasaisesti)

⇒ LTI-järj. BIBO-stabiili jos ja vain jos yksikköympyrä kuuluu
suppenemisalueeseen

⇒ Kausaali LTI-järj. BIBO-stabiili jos ja vain kaikki navat
yksikköympyrän sisäpuolella
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Olemme pääasiassa kiinnostuneet seuraavista LTI-järjestelmistä:

1. FIR-tyyppiset digitaaliset suodattimet

• siirtofunktio z−1:n polynomi

2. IIR-tyyppiset digitaaliset suodattimet

• siirtofunktio z−1:n rationaalifuntio
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k=0 pkδ[n− k]
• siirtofunktio

H(z) =
M∑

k=0

pkz
−k = z−M

M∑

m=0

pM−mzm

• Nollien lisäksi M napaa origossa
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• Liukuva keskiarvo h[n] = 1
K

∑K−1
k=0 δ[n− k] (huom! nyt M = K − 1)

• siirtofunktio

H(z) =
1

K

K∑

k=0

z−k =
1

K

1− z−K

1− z−1

zk

zK
=

1

K

zK − 1

zK−1(z − 1)

• Nollat: zK = 1 ⇒ ξk = e2πjk/K , k = 0, . . . ,K − 1
• Navat: λ0 = 1, λk = 0, k = 1, . . . ,K − 1
• Huom! Siirtofunktiosta supistuvat tekijät (z − λ0) ja (z − ξ0)

H(z) =
z−(K−1)

K

K−1∏

k=1

(z − e2πjk/K) 7 Rez

Imz

K = 8
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=
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∏M
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k=0(z − λk)

• Suppenemisalue |z| > maxk |λk|
• Stabiili jos maxk |λk| < 1
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• differenssiyhtälö y[n] =
x[n−1]−1.2x[n−2]+x[n−3]+1.3y[n−1]−1.04y[n−2]+0.222y[n−3]

• siirtofunktio H(z)

=
1z−1 − 1.2z−2 + 1z−3

1− 1.3z−1 + 1.04z−2 − 0.222z−3

=
1z2 − 1.2z + 1

z3 − 1.3z2 + 1.04z − 0.222

=
(z − 0.6− j0.8)(z − 0.6 + j0.8)

(z − 0.3)(z − 0.5− j0.7)(z − 0.5 + j0.7)

Rez

Imz



Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat

40

• Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat jokainen itsesään
määrää järjestelmän (kausaalisuuden lisäksi)



Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat

40

• Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat jokainen itsesään
määrää järjestelmän (kausaalisuuden lisäksi)

• Impulssivaste → siirtofunktio → nollat ja navat

⊲ z-muunnos
⊲ osoittajan ja nimittäjän nollakohtien ratkaisu



Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat

40

• Impulssivaste, siirtofunktio sekä nollat ja navat jokainen itsesään
määrää järjestelmän (kausaalisuuden lisäksi)

• Impulssivaste → siirtofunktio → nollat ja navat

⊲ z-muunnos
⊲ osoittajan ja nimittäjän nollakohtien ratkaisu

• Nollat ja navat → siirtofunktio → impulssivaste

⊲ nollien ja napojen sijoitus ja sievennys
⊲ z-käänteismuunnos
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• Magnitudivasteen määritelmästä

|H(ejω)| = |ejω|N−M |p0|

|d0|

∏M
k=0

∣
∣
∣ejω − ξk

∣
∣
∣

∏N
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∣
∣
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∣
∣
∣
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• Magnitudivasteen määritelmästä

|H(ejω)| = |ejω|N−M |p0|

|d0|

∏M
k=0

∣
∣
∣ejω − ξk

∣
∣
∣

∏N
k=0

∣
∣
∣ejω − λk

∣
∣
∣

∝

∏M
k=0 pisteen ejω etäisyys nollasta ξk

∏N
k=0 pisteen ejω etäisyys navasta λk

• Lähellä nollia ja kaukana navoista ⇒ magnitudivaste pieni
• kaukana nollista ja lähellä napoja ⇒ magnitudivaste suuri



Seuraava luento

42

• Aiheet

⊲ Suodattimet ja niiden suunnittelu

• Aikataulu

⊲ Ensi viikolla ei luentoa eikä harjoituksia
⊲ Arviointiviikolla ylimääräiset laskuharjoitukset
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