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Sisalto

Satunnaismuuttujan kasite
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Satunnaismuuttuja
Satunnaismuuttuja (lyh. sm) on suure, jonka arvo maaraytyy
satunnaisilmion toteumasta:
® Sattuma maaraa satunnaisilmion toteuman s € S
® Toteuma s maarda satunnaismuuttujan arvon X(s)
e Tapahtuma {X = a} := {se€S : X(s)=a}

® Sm:n arvoja vastaavat tapahtumat ovat perusjoukon ositus

Esim (Kaksi nopanheittoa)

Perusjoukossa S = {(s1,52) : s1,2 =1,...,6}
¢ Silméalukujen summa N(s) = s; + s, on satunnaismuuttuja
¢ Niiden maksimi M(s) = max(si, s2) on satunnaismuuttuja

® Myés 1. silmaluku Xi(s) = s1 on satunnaismuuttuja!

Usein sm:n arvoa X(s) merkitaan lyhyesti X.
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Satunnaismuuttuja: Teoria ja kdytanto

Huomaa kaksi abstraktion askelta:

® Perusjoukko S ja todennikoisyysfunktio P kuvaavat kaiken
satunnaisuuden satunnaisilmiossa.

¢ Kun (satunnainen) toteuma s € S toteutuu, niin se maaraa
kaikkien satunnaismuuttujien arvot.

Yhdessa satunnaisilmiossa (esim. “jaetaan yksi kortti”, “jaetaan

viisi korttia”) voimme mdaritelld mielivaltaisen paljon
satunnaismuuttujia (funktioita toteumasta).

Matemaattisesti satunnaismuuttuja on (deterministinen) kuvaus eli
funktio toteumasta s esim. reaaliluvuksi X(s).

Kaytdnndssa satunnaismuuttujan arvoa X(s) merkitaan lyhyesti X,
ja tapahtumaa, ettd X saa esim. arvon 5, merkitdan {X = b} tai
ilman sulkuja X = 5.
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Eri tyyppisia satunnaismuuttujia
Usein satunnaismuuttujan arvot X(s) ovat reaalilukuja, mutta ne
voivat olla jotain muutakin.

Nimitys Maalijoukko Esim.

Satunnaisluku R

Satunnaisvektori R" (X1, X2, X3) kolmesta nopanheitosta;
tai noppatulosten (Minimi, Maksimi)

Satunnaismatriisi RmM*n

Satunnaismerkkijono A" DNA-sekvenssi, A = {A,C,T,G}

Stokastinen prosessi R aikavalin T funktiot

Satunnaiskentt3 RY alueen U funktiot

Satunnaisverkko {0,1}VxVv solmujoukon V' verkot

Talla kurssilla kasitelldan Idhes yksinomaan satunnaislukuja (eli
reaaliarvoisia satunnaismuuttujia) ja R?:n satunnaisvektoreita.

Satunnaismuuttuja on diskreetti jos sen arvojoukko on darellinen

kuten {1,2,3,4} tai numeroituvasti dareton kuten N.
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Sisalto

Jakauma ja kertymafunktio
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Satunnaismuuttujan jakauma

Satunnaismuuttujan X jakauma on taulukko tai funktio,
josta voidaan maarittdd X:n mahdolliset arvot ja niiden
todennakdisyydet.

Esim (Kaksi nopanheittoa)

Nopan 1 silmaluvun X; jakauma on ons
k 0.10
P(X1 = k) 005

eli lukujoukon {1,...,6} tasajakauma. 000

Al |
ol N
ol | W
ol | N
ol | Ol
o= O

Nopan 2 silmiluvulla X5 on sama jakauma.

—> Satunnaismuuttujat X; ja X, ovat samoin jakautuneita. Ne
ovat kuitenkin eri satunnaismuuttujat. (Kun heitdt noppaa, voi
hyvin sattua, ettd X # Xz).
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Esim. Kahden nopan maksimi
M = max(X1, X2), missd Xi ja Xz ovat kahden nopan tulokset.
<k)-PM< k-1)

(M
P(X; < kjaXo < k)—P(X; < k—1jaX,<k—1)
P(X; < k) -P(Xo < k) —P(Xy < k—1)-P(Xp < k — 1)

S<>

Satunnaismuuttujan M jakauma:

P(M:k) =P

>“CM»

0.3

0.2

— 1 3 5 7 9 1 01
P(IM=k) 3% 3 3 3 3 36 II
[ |

0.0

1 2 3 4 5 6
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Uusia satunnaismuuttujia vanhoista

Yhdestad tai monesta satunnaismuuttujasta voi luonnollisesti laskea
jollakin funktiolla uuden arvon, joka on taas satunnaismuuttuja.

Esim (Tunnusluvut)

Nopan tulokset X1, Xa, X3, niistd suurin Y = max(Xy, X2, X3),
pienin A = min(X1, X2, X3). Méaaritellddn uusi sm L =Y — A, joka
kuvaa, miten levedlle vilille tulokset ovat asettuneet.

Jos tulokset ovat (4,2,5), niin Y =5, A= 2, ja edelleen
[=5-2=3.

® [ on myds satunnaismuuttuja ja silld on jokin jakauma, ts. eri
arvojen todennakoisyydet.

¢ Tillaisia toteutunutta lukujonoa (dataa) kuvailevia
tunnuslukuja kaytetdan paljon tilastotieteessa. Myds
lukujonon keskiarvo on tunnusluku.
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Uusia vanhoista: Yhden sm:n muunnos

Esim (Satunnaisen kokoinen nelid)

Kone tekee nelidlaattoja, joiden sivu X maardytyy nopanheitolla.

ol | D

ol W
o= | Ol

ol | O

Laatan pinta-ala A = X? on my&s sm. Miki on
sen jakauma? Otettava selville (1) mit3 arvoja X2
voi yleensdkian saada ja (2) milla tn:ll3.

N
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Uusia vanhoista: Yhden sm:n muunnos

Esim (Satunnaisen kokoinen nelid)

Kone tekee nelidlaattoja, joiden sivu X maardytyy nopanheitolla.

k 1 2 3 4 5 6
P(X=k) &t &t &t &t ¢ ¢

Laatan pinta-ala A = X2 on myés sm. Mik3 on
sen jakauma? Otettava selville (1) mitd arvoja X2
voi yleensdkiin saada ja (2) milla tn:lla.

k 1 4 90 16 25 36
PA=k) ¢t &t &t &t &t &

(Muunnoksista tulee lisdd luennossa 2A.)
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Esim. Metron odotusaika (reaaliluku)

X = seuraavan metron odotusaika (min) asemalla, jonne metroja
saapuu 10 min valein. Mika on satunnaismuuttujan X jakauma?

*P2<X<3) =4 =01

°* P(29<X<3) = % = 001

° P(2.999999 < X < 3) = 92000001 — 0,0000001
*P(X=3) =0

Vastaavasti padtellen havaitaan, ettd P(X =t) = 0 kaikilla t.
Meniko ylla olevassa paattelyssa jotain vaarin?
Ei mennyt. Koska X:n arvojoukko on jatkuva vili [0, 5], tarkoittaa

{X = 3} tapahtumaa, ettd X:n arvo on 3 ddrettdman monen desimaalin
tarkkuudella. Téllaisen tapahtuman todenn&kaisyys on nolla.

Tarvitaan vaihtoehtoinen tapa esittdd odotusajan jakauma.
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Esim. Metron odotusaika

X = seuraavan metron odotusaika (min) asemalla, jonne metroja
saapuu 10 min valein. Mika on satunnaismuuttujan X jakauma?

Yksittdisten arvojen todenndkaisyyksista P(X = t) = 0 ei ole
hyotya laskennassa, joten keskitymme valien todenndkdisyyksiin.

P(a< X <b) = P(a< X < b)
= P(X < b)—P(X < a)
= Fx(b) — Fx(a),

missa
0, t <0, o
Fx(t) = {35 0 < t <10,
1, t > 10. e .

on odotusajan jakauman kertymafunktio.
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Kertymafunktio

Satunnaisluvun (eli reaaliarvoisen satunnaismuuttujan) jakauman
kertymafunktio on funktio Fx(t) = P(X < t).

Fakta
Kertyméafunktio maaraa jakauman: funktion Fx(t) avulla voidaan
laskea kaikkien tapahtumien {X € B} todennakéisyydet.

Esim (Metron odotusaika)

Milla todennakéisyydelld odotusaika osuu vilille (1,2) tai (3,4)?

P(X € (1,2) tai X € (3,4)) = P(X €(1,2))+P(X € (3, ))
= (Fx(2) — Fx(1)) + (Fx(4) — Fx(3))
2 1 4 3
—(10—10)+(o o)

0.2.
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Sisalto

Jakauman tiheysfunktio
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Tiheysfunktio

0.3

X on diskreetti, jos sen jakauma

voidaan esittda funktion fx(x) >0
avulla muodossa
P(X €A) = > f(x I III

xEA

)
N

o
s

o

0123 456 78910

03

X on jatkuva, jos sen jakauma voidaan
esittda funktion fx(x) > 0 avulla
muodossa

P(X € A) = /fx(x) dx. ot

0.0

01 2 3 45 6 7 8 910

Molemmissa tapauksissa funktiota fx voidaan kutsua X:n
tiheysfunktioksi (tf). Alaindeksi X voidaan jattda pois jos siita ei

tule sekaannusta.
16 /47



Diskreetin jakauman tiheysfunktio

Diskreetin satunnaismuuttujan tiheysfunktio voidaan kirjoittaa
muodossa fx(x) = P(X = x) ja se toteuttaa ehdot

()0 ja > fx(x) = 1.

Vastaavasti mikad tahansa yo. ehdot toteuttava funktio on jonkin
diskreetin jakauman tiheysfunktio.

Diskreetin satunnaismuuttujan tiheysfunktion arvoja kutsutaan
my0s pistetodennikaisyyksiksi (= todennakdisyys, ettd sm:n arvo
osuu tiettyyn pisteeseen).
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Diskreetin jakauman tiheysfunktio
Kun satunnaismuuttujan arvojoukko on pieni, jakauman voi esittaa
taulukkona, jossa on sm:n kaikki mahdolliset arvot ja niiden tn:t.

0 1 2 3 4 5

Suuren arvojoukon tapauksessa jakauma kannattaa esittda
tiheysfunktion avulla jonkinlaisena lausekkeena.

Esim (Kruunien lukumaard n =5 000 000:lla kolikonheitolla)

f(k) = (Z) <;>k<1—i>nk, k=0,1,....n.

Tama on binomijakauma parametreilla n =5 000 000 ja p = %

Esim (Kruunien lukumaara 5:113 kolikonheitolla

k 0o 1 2 3 4 5

— il 5 10 10 5 1
P(X = k) 32 32 32 32 32 3

03
02
0.1
00
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Jatkuvan jakauman tiheysfunktio
Jatkuvan jakauman tiheysfunktio toteuttaa ehdot

)20 G [ A= 1

Vastaavasti mikad tahansa yo. ehdot toteuttava funktio on jonkin
jatkuvan jakauman tiheysfunktio.

Jatkuvan jakauman tiheysfunktiota ei voi kirjoittaa
pistetodennékaisyyksien avulla, silla P(X = x) = 0.

Jatkuva tiheysfunktio ilmaisee, milld tiheydelld todenn3koisyytta
(“massaa”) on pisteen x ymparistdssd. Jos fx on jatkuva x:n
ymparilld ja h > 0 on pieni, niin

P(X =x=+ h/2) ~ fx(x)-h

(Huom. Tiheysfunktion arvo voi olla miten suuri tahansa, kunhan
se on sitad vain lyhyelld valilla.)
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Kertymafunktio ja tiheysfunktio

Jatkuvan satunnaisluvun

® kertymafunktio saadaan tiheysfunktion integraalina
X
Fx(x) = P(X < x) = / (1) dt
—0o0
e tiheysfunktio saadaan kertymafunktion derivaattana

fx(x) = Fx(x)

kertymafunktion derivoituvuuspisteissa.
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Esim. Jatkuva tasajakauma

Funktio

&5, a<t<b, o
f(t) =
0, muuten.

a b
on erdin jatkuvan jakauman tiheysfunktio: lukuvalin [a, b] jatkuva
tasajakauma.

Kertyméafunktio saadaan integraalina

; 0, t<a, '
F(t) = / fls)ds = { . a<t<b,
— 0 0
a b

1, t > b.

Sijoittamalla a = 0 ja b = 10 saadaan metron odotusajan jakauma.
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Eksponenttijakauma
Tyypillinen kaytto: 1lmid, jota tapahtuu toistuvasti satunnaisin
valiajoin, keskimaarin A kertaa aikayksikossd. Odotusaika on
eksponenttijakautunut. (Esim. hyonteisia tuulilasiin tai
alkeishiukkasten hajoamisia.)

Eksponenttijakauman parametrilla
A > 0 tiheysfunktio on

e 0
fix) = {2 X7 .l
0, x < 0. -

f(x)

}__4
o
-

X N
w -
»
o -

Integroimalla tiheysfunktiota
=—> kertymafunktio on

0 x<0
F(x) = ’ -7 0+
() {1—e/\x, x>0 T
X

o 4
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Eksponenttijakauman muistittomuus

F(t)=1—e ", t>0

P(X>s+t ja X>5s)

P(X>s+t|X>s) =

P(X > s)
_ P(X>s+t) 1-F(s+1t)
P(X>s) 1—F(s)
e—Mt+s)

T e T e = P(X>1)

Sis P(X >s+t|X >s) = P(X > t) kaikilla s, t > 0.
Tulkinta

Riippumatta siitd onko edellisen hyonteisen jalkeen ajettu 1 vai 5
minuuttia, on odotusaika seuraavaan hyonteiseen edelleen samalla

tavoin eksponenttijakautunut.
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Satunnaisluvut — yhteenveto

Diskreetti jakauma

Jatkuva jakauma

X:n arvot sisaltyvat darelliseen tai
numeroituvasti aarettomaan arvo-
joukkoon

P(X = x) = fx(x)

Jakauma maaraytyy tiheysfunktiosta

kaavalla
= > flx

XEA

P(X € A)

Tiheysfunktion arvot ovat tarkkoja
todennakaisyyksia

X:n arvot sisdltyvat ylinumeroituvas-
ti ddrettdméaan lukujoukkoon

P(X = x) = 0 kaikilla x

Jakauma maaraytyy tiheysfunktiosta
kaavalla
/ fx(x) dx
A

Tiheysfunktion arvot ovat suhteelli-
sia likiarvoisia todenndkdisyyksia

P(X € A) =

fx(x) =~ h™'P(X = x+ h/2)
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Sisalto

Monen muuttujan yhteisjakauma
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Satunnaismuuttujien yhteisjakauma

Samaan satunnaisilmiéon liittyvien satunnaismuuttujien X ja Y
yhteisjakauma on taulukko tai funktio, josta voidaan maarittaa
parin (X, Y) mahdolliset arvot ja niiden todennikéisyydet.

Esim (Kaksi noppaa)

Noppien silmalukujen Xj ja X; yhteisjakauma on

X2
X1 1 2 3 4
1 T 01 1 1 1 1
3% 36 36 3 3% 36
s 1 1 1 1 1 1
% 36 36 3 % 3%
3 1 1 1 1 1 1
3% 36 36 36 36 36
4 L 1 1 1 1 1
% 36 36 3 % 3%
5 1 1 1 1 1 1
3% 36 36 3 3% 36
6 L 1 1 1 1 1
3% 36 36 36 36 36

eli tulojoukon {1,...,6} x {1,...,6} tasajakauma.
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Ensimmaisen nopan ja noppien maksimin yhteisjakauma
PXi=1,M=1)=PX1=1,X%=1)= %
Yleisesti:

o k<i = PX1=i,M=k) =0
e k=i = PXy=i,M=k) = P(Xy =i, X <i) = X

36
*k>i = P(Xi=iiM=k) = PX1=i,X=k) = %
Satunnaismuuttujien Xj ja M yhteisjakauma:
M
XX 1 2 3 4 5 6
1 % % 3% % % 3%
2 0 % % ® W W
3.0 0 % % % 3%
4 0 0 0 5 %= =
5 o 0 0 0 2 %
6 o o 0o 0 o 2
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Indikaattorifunktio

Joukon A indikaattorifunktio maaritellaan kaavalla

1, x € A,
1a(x) = {

0, muuten.

Sen avulla voidaan yhden muuttujan jakaumien esityskaavat
kirjoittaa muodossa

P(X € A) ZlA

xESx

ja
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Diskreetti ja jatkuva yhteisjakauma

Satunnaismuuttujilla X ja Y on diskreetti yhteisjakauma, jos
niiden todennakdisyydet voidaan esittda funktion fx y(x,y) >0
avulla muodossa

P((X,Y)€A) = > > 1alx,y)fxy(xy),

xE€Sx yGSy

missd joukot Sx ja Sy ovat numeroituvia, ja jatkuva
yhteisjakauma, jos niiden todennakdisyydet voidaan esittida
funktion fx y(x,y) > 0 avulla muodossa

P((X,Y) / / (%, ¥)fx,v(x, y) dx dy.
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Yhteisjakauman reunajakaumat

Rivi- ja sarakesummia kutsutaan yhteisjakauman reunajakaumiksi.

M
Xx 1 2 3 4 5 6 Yht

1 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
2 o 2 L L1 1 1 1
36 36 36 36 36 6
3 1 1 1 1
3 0 0 3% 3% 3 3 &
4 1 1 1
4 0 0 0 3% 3% 3% &
5 1 1
5 o o o o 2 % 1
6 1
6 0O 0 0 0 s 1

1 3 5 7 9 11

Yht % % % % 3% 3%

Rivisummista saadaan Xi:n jakauma
Sarakesummista saadaan M:n jakauma
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Silmalukujen yhteisjakauman reunajakaumat

Xo
X, 1 2 3 4 5 6 VYht
1 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
5 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
3 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
4 L 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
5 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
6 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
1 1 1 1 1 1
Yot 5 5 5 5§ &5 &

Rivisummista saadaan Xi:n jakauma
Sarakesummista saadaan X;:n jakauma
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Reunajakaumat

Diskreettia yhteisjakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien X ja
Y tiheysfunktiot saadaan yhteisjakauman tiheysfunktiosta kaavoilla

() = > fy(xy)

y€Sy

fr(y) = D fv(xy).
XESx

Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa

o0

fx(X) = / fX7y(X,y) dy

—0o0

fy(y) = /oo fx,y(x,y) dx.

—0o0
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Esim. Yksikkonelion tasajakauma

Yksikkonelion (0, 1)? tasajakaumaa noudattavan satunnaisvektorin
(U1, Up) tiheysfunktio on

1, kun x; € (0,1) ja x2 € (0,1),

0, muuten.

fU1,U2(X17 XZ) - {

Yhteisjakauman reunatiheysfunktiot ovat

1, kun x; € (0,1),

0, muuten.

fu, (x1) :/ fur,u, (X1, X2) dxo = {
1, kun x2 € (0,1),

0, muuten.

fu,(x2) :/ fur,u, (X1, x2) dxy = {

—00

U ja U, noudattavat siis vélin (0, 1) tasajakaumaa.
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Sisalto

Ehdollinen jakauma
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Ehdolliset jakaumat

Y:n ehdollinen tiheysfunktio X:n suhteen maaritelldan kaavalla

Aixtrlx) = )

Diskreetissd tapauksessa fy|x(y|x) > 0ja 3 s, fyix(v|x) = 1,

Jatkuvassa tapauksessa fy|x(y|x) > 0ja [T fyx(y|x)dy = 1.
=y fy|x(y|x) on yhden muuttujan jakauman tiheysfunktio.

Tulkinta diskreetille:
frix(y[x) = P(Y =y | X = x).

Tulkinta jatkuvalle: yhteisjakauman tiheysfunktion jatkuvuuspisteissa
pienilla h > 0 arvoilla patee

P(Y=y+h/2 | X=x=£h/2
ity = TR A,
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Satunnaismuuttujien riippuvuus ja riippumattomuus

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat stokastisesti riippumattomat, jos
kaikilla A, B patee

P(X €A YeB) = P(XeAP(Y €B).
Yhtapitavasti:
P(YeB|Xe€A) = P(Y €B)
tai
P(X € AlY € B) = P(X € A).

Tapahtuma X € A ei sisdlla mitdan informaatiota, josta olisi
hyotyd Y:n arvon ennustamiseen.

Jos tapahtumat eivat ole riippumattomat, niin ne ovat
(stokastisesti) riippuvat. Silloin Y:n ehdollinen jakauma on
erilainen eri X:n arvoilla.
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Satunnaismuuttujien riippuvuus ja riippumattomuus

Fakta

Diskreettid tai jatkuvaa yhteisjakaumaa noudattavat
satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat jos ja vain niiden
yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan esittdd muodossa

fxy(xy) = &(x)fr(y)

Tama3 vastaa ehtoa
frix(ylx) = fr(y),

eli Y:n ehdollinen jakauma X:n suhteen on sama kuin Y:n
jakauma sellaisenaan.
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Esim. Satunnaisotanta

Kuinka moni opiskelijoista katsoi viime to Salatut elamat?
e S ="Kaikki opiskelijat”, #S = 80
e A ="Salkkarit katsoneet opiskelijat”, #A = 3.

(#A olisi kdytdannon tilanteessa tuntematon)

Haastatellaan satunnaiset n = 2 opiskelijaa ja merkitaan

X {1, jos 1. haastateltu opiskelija € A
1 pu—

0, muuten

x {1, jos 2. haastateltu opiskelija € A
2 =

0, muuten

Mika on Xi:n ja Xy:n yhteisjakauma?
P(Xi1=1,X=1) =7
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Satunnaisotanta palauttaen ja palauttamatta

® Palauttaen = toinen opiskelija valitaan taas koko joukosta

® Palauttamatta = toinen opiskeilja valitaan jaljelldolevista

Palauttamatta

Palauttaen
Xz
X1 0 1 Yht
77 77 7 3 7
0 80 X8 8 X8 8
3 77 3 3 3
80 <8 80 <8 80
77 3
Yht i =

Xz
Xi 0 1 Yht
77 76 77 3 77
0 X7 8 X7 8
3 77 3 2 3
80 <79 8 X7 80
77 3
Yht I =

Molemmissa tapauksissa saadaan samat reunajakaumat.

Yhteisjakaumaan vaikuttaa, miten otanta suoritetaan.
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Satunnaisotanta palauttaen ja palauttamatta

Palauttamatta

Palauttaen
X2

X1 0 1 Yht
LT 11,3 11
0 g0 <8 8 <8 80
3 17 3 3 3
80 <80 8 <8 80

77 3

Yht &0 %0

X2

X1 0 1
7 % 17 3
0 80 X709 8 X 79
3 7w 3 2
80 X709 8 X 79

77 3

Yht &0 %5

fxl,X2("7.j) = le(i)fX2(j)

fX1,X2(i’.j) 7é fX1(i)fX2 (./)

Molemmissa tapauksissa saadaan samat reunajakaumat.

Satunnaisotannassa palauttaen ovat Xj ja Xo riippumattomat.

Satunnaisotannassa palauttamatta Xj ja X ovat riippuvat.



Esim. Satunnaisotanta palauttaen

Mika on satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma tapahtuman
{X1 = 0} sattuessa?

x Tx 77
_ 80 %80 _
X 0 1 Yht frox (010) = =777 = o5
80
77,11 17.3 711
O s %8 8 X& 8 7.3
3 17 3 3 3 80 ~ 80
1 80 <80 80 <38 80 fxox, (10) = &= = 80"
77 3 80
Yht 80 30

Tassa tapauksessa X:n ehdollinen jakauma tapahtuman {X; = 0}
sattuessa on sama kuin X>:n ehdoton jakauma.
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Esim. Satunnaisotanta palauttamatta

Mika on satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma tapahtuman
{X1 = 0} sattuessa?

X2 17 16 76
_ 80779 _
X 0 1 Yht frox (010) = =777 = -5
80
77,16 17 . 3 717
O gX7m 8X7 8 7.3 .
3 17 3 2 3 80 © 79
1 80 70 80 79 80 fxo %, (1]0) = 80? = 79
77 3 80
Yht 0 30

Tassd tapauksessa Xz:n ehdollinen jakauma tapahtuman {X; = 0}
sattuessa on eri kuin X3:n ehdoton jakauma.
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Sisalto

Esimerkkeja
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Aareton diskreetti arvojoukko
Diskreetin sm:n mahdollisten arvojen joukko voi olla dareton.

Esim (Kimblen alkuvaihe)

N = nopanheittojen lukumaara, kunnes saadaan kuutonen.

P(N =k) = P(X; #6,...,Xe_1# 6, X = 6)
= P(Xi #6) - P(Xk—1 # 6)P(Xx = 6)

- (5) ()

Satunnaismuuttuja N noudattaa darettéman arvojoukon
{1,2,...} geometrista jakaumaa onnistumistodennikdisyytena
p= %. Tama on numeroituvasti darettéman joukon diskreetti
jakauma, tiheysfunktiona

fin(k)=(1—-p)'p, k=12,
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Esimerkki: Metron odotusaika
Y = odotusaika (min) asemalla, jonne metroja saapuu 10 min
vdlein, ja jossa metrot pysdhtyvdt 1 min ajan. Y:n jakauma =7
X = aika (min) edellisen metron saapumisesta noudattaa valin

[0, 10] tasajakaumaa. Kun t € [0, 9],

P(Y<t) = P(Y=0)+P0<Y<t)
= P(X<1)+P0<10-X < t).

0, t<0,
= Fy(t) = (&H+4, 0<t<0,
1 t>0.

Onko Y':n jakauma diskreetti vai jatkuva?
® Y saa arvoja jatkuvalla valilla [0,9] = ei diskreetti
e P(Y=0)>0 = eijatkuva
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Esimerkki: Metron odotusaika

Y = odotusaika (min) asemalla, jonne metroja saapuu 10 min
valein, ja jossa metrot pysahtyvat 1 min ajan.

Kertyméafunktio voidaan kirjoittaa muodossa

1 9
F - —F ZF
v(t) 10 vo(t) + 10 v (1),
missa
0. t<0 0, <0
el = {1 t20: Fr(t) = 45, 0<t<09,
1, t>9,

Y:n jakauma on diskreetin ja jatkuvan jakauman sekoitus:
® Yj on diskreetti sm, joka varmuudella saa arvon 0
(Y:n jakauma ehdolla, ettd metro on odottamassa asemalla)

® Y] on jatkuva sm, joka noudattaa vilin [0, 9] tasajakaumaa
(Y:n jakauma ehdolla, ettd metroa joudutaan odottamaan)
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Seuraavalla kerralla puhutaan satunnaismuuttujien
odotusarvoista. . .
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