MS-A0502 Todennakaisyyslaskennan ja
tilastotieteen peruskurssi

4A Parametrien estimointi

Emilia Blasten

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Perustieteiden korkeakoulu
Aalto-yliopisto

Lukuvuosi 2021-2022
Periodi Il

1/21



Sisalto

Tilastollinen paattely

2/21



Tilastollinen paattely

Tavoitteena tehda paitelmia havaitun datan pohjalta.

1. Valitaan tilanteeseen sopiva stokastinen malli

jakaumaperhe, esim. “kaikki normaalijakaumat” tai “kaikki tasajakaumat [0, m]"

2. Sovitetaan malli havaittuun dataan
(estimoidaan mallin parametrit)

3. Lasketaan sovitetusta mallista tarvittavat tunnusluvut

4. Tehddan johtopaatokset
Johtopaatokset ovat yleensd (valistuneita) arvauksia:

® Mika on kirahvin todellinen paino, kun kolmen punnituksen tulokset
olivat 1250 kg, 1300 kg, 1360 kg?

e Kannattaako espoolaisten enemmistd Espoon pysymist3 itsendisend,
kun mielipidekyselyssd 509 tuhannesta kannatti itsendisyytta?

® Pysyyko raakadljyn hinta nykytasollaan vuoden loppuun asti?
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Tuntemattoman jakauman parametrit

Tarkastellaan tuntematonta dataldhdettd, jonka tutkittavan
suureen jakauma f(x) tunnetaan parametreja vaille.

Esim. (yksi tuntematon parametri):
e Bernoullijakauma: f,(1) = pja f,(0)=1—p
® Eksponenttijakauma: f,(x) = Ae™**,x > 0
* Vilin [0, b] tasajakauma: f,(x) = %
Esim. (2 tuntematonta parametria):

e Vilin [a, b] tasajakauma: £, p(x) = ﬁ

.. 1 —
° m ma: = -2
Normaalijakauma: f, ,2(x) = —=—=e" 2

Mika on havaitun datan (xi,...,x,) perusteella paras arvaus
tuntemattoman parametrin arvoksi?

Huom. merkinnéista: Tassa alaindeksilld tdsmennetdan erds tietty tiheysfunktio
(tietyilla parametreilla), eikd satunnaismuuttujaa. Voitaisiin myds kayttaa

pystyviivamerkint3i, esim. (x| \).
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Parametrien estimointi

Tarkastellaan tuntematonta dataldhdettd, jonka tutkittavan
suureen jakauma on fy(x), parametri 6 tuntematon.

Dataldhteestd on saatu n riippumatonta ja samoin (tiheydelld fp)
jakautunutta havaintoa xi, ..., Xp.

Parametrin 6:

° (istimaatti on datan X = (xi,...,x,) pohjalta laskettu arvaus
0 =g(x)
e estimaattori on funktio (x1,...,xn) — g(x1,...,xn), joka
kuvaa datan estimaatiksi
Tietyn parametrin estimaattoriksi ei yleensa ole yksikasitteista
“parasta” valintaa.
On olemassa (useitakin) ominaisuuksia, joita estimaattorilla olisi mukava olla.
Muutamia ké&sitelladn tdssa luennossa: suurin uskottavuus ja harhattomuus.

Valitettavasti nama voivat olla ristiriidassa.
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Esimerkki: Viallisten osuus

Tuotantolinja tuottaa komponentteja, joista osuus p on viallisia,
toisistaan riippumattomasti. Kun tarkastettiin 200 komponettia,
havaittiin 22 viallista. Maaritd estimaatti tuntemattoman
parameterin p arvolle.
Intuitiivisesti luonteva estimaatti on
22

ph = — = 11%

P = 200
Onko tdma paras estimaatti? Onko muita luonnollisia vaihtoehtoja?

Huom: Hatullisella kirjaimella merkitdan yleensd estimaattia ja ilman hattua “oikeaa”

parametrin arvoa (populaatiossa tai generoivassa mallissa).
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Esimerkki: Diskreetin tasajakauman parametri

Vieraan vallan sotilaskoneissa on sarjanumerot 1,2, ..., n.
Tiedustelijat ovat havainneet kolmen sotilaskoneen sarjanumerot
x1 = 63, xo = 17, x3 = 203. M&aritad havaintojen pohjalta
estimaatti sotilaskoneiden lukumaaralle n.

Tiedustelutietoa tuottava dataldhde noudattaa tasajakaumaa

L k=1,...,n,
fin(k) = <"

0, muuten.
Mika on luonteva estimaattori 7i(x) parametrille n?

T&ta estimointitehtdvda voi ldhestya eri tavoin ja saada erilaisia estimaattoreita. Ks.

harjoitus 4B.
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Uskottavuusfunktio
[engl. likelihood function]

Dataldhteen stokastinen malli: (X1, ..., Xy), jonka komponentit
fg-jakautuneet ja toisistaan riippumattomat.

Mallin ennustama todennikdisyys havaita arvot (xi,...,X,) on
diskreetille jakaumalle

]P)(X1:X1, sy Xn:Xn) = fe(Xl)"'fe(Xn)

ja jatkuvalle jakaumalle (likimain, pienelld ¢)

3

P(Xl = X1i§7 ..

€
o Xn = Xnii) ~ efy(x1) - fy(xn).
Uskottavuusfunktio L(0) = fy(x1) - - - fo(xn) kertoo fp-mallin
ennustaman todenndkdisyyden havaita (likimain) sama data,

mita oikeasti havaittiin.
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Suurimman uskottavuuden estimaatti

[engl. maximum likelihood estimate, ML estimate]

Uskottavuusfunktio L(0) = fy(x1) - - - fo(xn) kertoo fp-mallin
ennustaman todennakdisyyden havaita (likimain) sama data,
mitd oikeasti havaittiin.

Mitd suurempi uskottavuusfunktion arvo on pisteessa 6, sen
uskottavampana voidaan pitda oletusta, ettd havaittu data on
perdisin fyp-jakautuneesta dataldhteesta.

Parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti § = 9A(>'<') on se
parametrin arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion.

Nain aseteltuna kyseessa on optimointitehtdva, tarkemmin
sanottuna funktion L maksimikohdan etsimistehtdva. Funktion
maksimointiin [0ytyy tyokaluja differentiaalilaskennasta.
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Esimerkki: Viallisten osuuden estimointi

Tuotantolinja tuottaa komponentteja, joista kukin on toisista
riippumatta viallinen tn:lld p. Kun tarkastettiin 200 komponenttia,
havaittiin 22 viallista. Maaritd suurimman uskottavuuden
estimaatti tuntemattomalle parametrille p.

Kun tarkastetaan n = 200 komponentin erd, noudattaa viallisten
komponenttien lukumaara N binomijakaumaa

n
X

fo(x) = P(N=x) = ( )px(l—p)"x, x=0,1,...,200

Milla parametrin p arvolla uskottavuusfunktio

L(p) = (22020> p?(1 — p)200-22

saavuttaa suurimman arvonsa?

Tama on yhden muuttujan (p) optimointitehtdva. Kaikki muut

suureet (n ja x) ovat tunnettuja.
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Esimerkki: Viallisten osuuden estimointi
200
L(p) — 2201 _ ,)178
(p) (22 )p (1-p)
maksimoituu silloin, kun ¢(p) = log L(p) maksimoituu:

l(p) = logfy(22) = log (22020> + 22logp+ 178log(1 — p)

1 1
O(p) = 22= —178——
(p) ’ 87

-p
1 1
("(p) = —22— —178——— < 0
2 p (1-p3? ~

Parametrin p suurimman uskottavuuden estimaatti l16ytyy derivaatan
nollakohdasta:

22 178 22
!(p)=0 = = — =—
(p) = I » P= 500

Logaritmin ottaminen oli laskennallinen temppu derivoinnin helpottamiseksi.

Vaihtoehtoisesti oltaisiin voitu etsid suoraankin funktion L maksimikohtaa.
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Binomijakauman tn-parametrin ML-estimointi

Fakta

Bin(n, p)-jakauman tuntemattoman parametrin p suurimman
uskottavuuden estimaatti havaitun datapisteen x suhteen on

~ X
p ==
n

Todistus.
Toista edellinen laskelma korvaamalla 200 +— n ja 22 — x. O
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Normaalijakauman parametrien ML-estimaatit
Normaalijakauman tiheysfunktio

fruo)(t) =
wo(t) = 55

on parametreja p ja o vaille tunnettu.

Fakta
Normaalijakauman parametrien (1, o) suurimman uskottavuuden
estimaatit datajoukolle X = (xi,...,xn) ovat
1 ¢ 1 ¢
mE) =235 R = 13m0y
1= 1=

eli datajoukon X keskiarvo ja keskihajonta.

Tama voidaan todistaa kirjoittamalla uskottavuuden molemmat osittaisderivaatat
(kummankin parametrin suhteen) ja ratkaisemalla, milloin ne ovat nollia, ks.

luentomoniste.
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Sisalto
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Harhaton estimaattori

[engl. unbiased estimator]

Jakauman f; parametrin 6 estimaattori 6(X) on harhaton, jos
fy-jakaumaa vastaavalle stokastiselle mallille X = (X1,...,Xn)
patee

E(X) = 6

eli jos “odotusarvo on kohdallaan™.

Tulkinta: Jos tuntematon dataldhde todella noudattaa fy-jakaumaa,
ja dataldhteestd tehddan n riippumatonta havaintoa ja lasketaan
estimaatti harhattomalla estimaattorilla, ja jos sama toistettaisiin
monta kertaa, niin toistojen keskiarvo on ldhelld oikeaa parametria.
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Esimerkki: Viallisten osuus

Kun n on tunnettu, on Bin(n, p)-jakauman tuntemattoman
parametrin p suurimman uskottavuuden estimaattori

Jos N on Bin(n, p)-jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja, niin
N N 1 1
B = 5(5) = 50 = T xop = .
Néin ollen funktio

x = p(x)

on parametrin p harhaton estimaattori.
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Esim: Normaalijakauman odotusarvon ML-estimaattori

Normaalijakauman odotusarvoparametrin g suurimman
uskottavuuden estimaattori on

I R
m(x) = - Zx;.
i=1
Stokastiselle mallille X = (X1, ..., X,)

E[m(X)] = E(f,zx,-) _—
i=1

joten funktio X — m(X) on parametrin p harhaton estimaattori.
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Esim: Normaalijakauman varianssin ML-estimaattori
2

Normaalijakauman varianssiparametrin ¢ suurimman
uskottavuuden estimaattori on
n
o 1 2
var(x) = = E (xi — m(x))
n-

Stokastiselle mallille X = (Xi,...,X,)

Efvar(X)] = E(lzn:(x,-m(x’))z) - =l

n “ n
i=1

joten var(X) on harhainen. Varianssiparametrin harhaton
estimaattori on niin sanottu otosvarianssi

n

vars(?) = —— 3 (xi — m(%))*.

n—14%
i=1

Suurilla n:n arvoilla naissa ei ole kovin suurta eroa.
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Seuraavalla kerralla puhutaan luottamusvileista. . .
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