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Mustekala Paul

Jalkapallon MM-kisoissa 2010 Paul ennusti voittajan oikein
jokaiselle Saksan ottelulle.

Opponent ¢ | Tournament # Stage ¢ Date ¢ Prediction ¢ Result ¢ Outcome ¢
wmm Poland Euro 2008 group stage 8 June 2008  Germany 2-0 Correct
== Croatia Euro 2008 groupstage | 12 June 2008 | Germanyl®Ii20l 1-2 Incorrect
== Austria Euro 2008 group stage 16 June 2008 | Germany 1-0 Correct
BNl Portugal Euro 2008 quarter-finals 19 June 2008 | Germany 3-2 Correct
Turkey Euro 2008 semi-finals 25 June 2008 | Germany 3-2 Correct
== Spain Euro 2008 final 29 June 2008 | Germany!?! 0-1 Incorrect
&8 Australia | World Cup 2010 | group stage | 13 June 2010 | Germany/®'l 4-0 Correct
P Serbia World Cup 2010 | groupstage | 18 June 2010 | Serbial3] 0-1 Correct
= Ghana World Cup 2010 | groupstage | 23 June 2010 | Germany3 1-0 Correct
—- England | World Cup 2010 | round of 16 | 27 June 2010 | Germany!®2/ 4 Correct

Argentina | World Cup 2010 | quarter-finals 3July 2010 | Germany!23 40 Correct
== Spain World Cup 2010 semi-finals 7 July 2010 | Spaini33 0-1 Correct
2= Uruguay | World Cup 2010 | 3rd place play-off | 10 July 2010  Germany 3-2 Correct

Onko poikkeuksellisen hyva ennustustulos tilastollisesti merkitseva,
vai voidaanko se lukea tavanomaisen satunnaisvaihtelun piiriin?

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_the_Octopus
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Merkitsevyystestaus vs. Bayes-paattely

Aiemmilla luennoilla opittiin, miten tuntemattomalle parametrille 6
saadaan tdysi posteriorijakauma, jos on kaytettavissa:
® priori f(6) — mitka 6:n arvot ovat alun perin todenn&kdisia

e uskottavuus f(x | #) — stokastinen malli, joka kuvaa miten
data syntyy, jos 6:lla on tietty arvo

Entd, jos mitddn priorijakaumaa ei osata tai haluta muotoilla?
Voidaanko tehda paitelmia vain datasta ja
uskottavuusfunktiosta?

Voidaan tehda jotain. Voidaan tarkastella 0:n tiettya arvoa, ja

hylata se, jos se tekisi havaitusta datasta “lilan epatodenndkoistad”.

Nain paddytaan klassiseen hypoteesintestaukseen jota kasitellaan
talld luennolla. (Tama3 on siis vaihtoehto Bayes-paattelylle.)
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Hypoteesin testaus — ensimmainen idea (ei hyva)

Oletetaan esim. stokastinen malli X ~ Bin(1000, ) (tuhat
kolikonheittoa), mutta parametria 6 ei tiedetd. Pohdimme voisiko
olla = 0.5, vai tekeeko se havaitun datan liian
epatodennakaiseksi.

Esim 1. Havaitaan x = 510 kruunaa. Jos 8 = 0.5, niin

1000

P(X =510]0 = 0.5) = (510

) 0.5°10 0.5490 ~ 2.19%,

Onko tama liian yllattavaa, pitdisiké 0 = 0.5 hylata?
Esim 2. Havaitaan x = 500 kruunaa. Jos 8 = 0.5, niin

1000

P(X =500(6 = 0.5) = <500

> 0.5%%0 0.55%0 ~ 2.5%.
Onko tdma liian yllattavaa, pitdisikd 0 = 0.5 hylatd? Ei kai!
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Hypoteesin testaus — klassinen menetelma

Askel Esimerkki

Muotoile hypoteesi Hy siita, mi- X = 30 kahvikupillista

ten data syntyy. Nor(10, 3?)

Muotoil t luku t = >
uptorie @ tunnusiuEd Otoksen keskiarvo m(X)

t(X), joka lasketaan datasta
Paattele t:n jakauma (jos Hp on
totta).

Hylkda Hy jos havaittu arvo
t(X) osuu jakauman hantdan;
madaritelladn hanndt niin etta
niissd on yhteensa tn «

m(X) ~ Nor(...)

a = 0.05

Idea: Jos Hp on totta, niin on (hiukan) ylldttavaa jos t osuu
jakauman 5% kokoiseen hdntidan. Joten paatetian silloin “hylatad”
Hp. Hantia kutsutaan testin hylkdysalueeksi.

Huom. Jos Hy on totta, tdma menettely johtaa silti Hy:n
hylkdamiseen (noin) 5%:ssa tapauksista. Arvoa 5% kutsutaan

testin merkitsevyystasoksi. -



Hypoteesin testaus — toinen

tapa p-arvolla

Askel Esimerkki
Muotoile hypoteesi Hy siita, mi- X = 30 kahvikupillista
ten data syntyy. Nor(10, 3?)

Muotoile a tunnusluku t =

—

t(X), joka lasketaan datasta

Otoksen keskiarvo m(X)

Paattele t:n jakauma (jos Hp on
totta).

m(X) ~ Nor(...)

Laske arvoa t(x) vastaavat
hanta-tn:n molemmilla puolilla
yhteensd. Tama on p-arvo

p=0.018

Hylkda Hp jos p < «

hylatdan koska 0.018 < 0.05

Tulos on sama kuin edelld, mutta nyt p-arvo kertoo milla
merkitsevyystasolla testitulos vield juuri ja juuri hyvaksyttaisiin.
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Sisalto

Esimerkkeja ja malleja

8/33



Kahviautomaatti, normaalimalli

Kahviautomaatin on tarkoitus laskea jokaiseen kuppiin keskim&arin
10.0 cl kahvia. Oletamme kahvimaarat normaalijakautuneiksi
tuntemattomalla odotusarvolla. Testausta varten valutettiin 30
kupillista ja mitattiin kahvimaarat (cl):

11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12
11.20 10.07 10.27 9.99 9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10
10.15 11.02 10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15

Onko kahviautomaatti oikein kalibroitu?

Mittausdatan x keskiarvo on m(x) = 10.473, joka poikkeaa
tavoitearvosta po = 10.0.

Toisaalta on odotettavissakin, ettd keskiarvo poikkeaa
odotusarvosta ainakin vahan. Poikkeaako se liikaa?
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Kahviautomaatti, normaalimalli

11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12 11.20
10.07 10.27 9.99 9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10 10.15 11.02
10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15

Datajoukon keskiarvo m(X) = 10.473, keskihajonta sd(x) = 0.563

Ho: 1 =10.0
Hi: p# 10.0

Havaitun datajoukon testisuure:

= 4.60

(7) = m(x) —po _ 10.473 —10.0
YT Wd®/Vn T 0.563/v/30

Koska datajoukon koko n = 30 on melko suuri, kdytetdaan suuren

—

datajoukon testi, ts. pidetddn tunnuslukua t(X)
standardinormaalijakautuneena.

p-arvo ~ P(|t(X)] > [t(X)| | Ho) ~ P(|Z| > 4.60) ~ 4.2 x 107°

Johtop&atds: Hyvin pieni p-arvo puoltaa vahvasti Hy:n hylkdamista.
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Nollahypoteesi Hy

Tilastollisen merkitsevyystestin lahtokohdaksi muotoillaan
nollahypoteesi Hp, joka vastaa tilannetta, jossa mitdan uutta tai
yllattavaa ei tarvita havaintojen selittamiseen.

Useimmiten se on muotoa “parametri = arvo” (ja useimmiten
tarkastellaan odotusarvoparametria).

Esim

Ho:
Ho:
Ho:
Ho:

Paulin ennusteet osuvat oikeaan tn:lld 0.5
Kahvimaaran odotusarvo on p = 10.0 cl kuten on tarkoitus
Uusi ladke ei ole lumelddkettad tehokkaampi

Salkunhoitajan rahaston tuotto ei ole porssi-indeksid parempi

Vastahypoteesi H; on yleensd nollahypoteesin komplementti eli
negaatio. Jos Hy sanoo p = 10, niin H; sanoo p # 10. Huom.
vastahypoteesi ei talléin ilmaise tiettyd tn-jakaumaa.
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Testisuureen p-arvo

Havaitun datajoukon X = (xq, ..., x,) poikkeuksellisuutta
analysoidaan laskemalla testisuure

t(X) = t(x1, .-y Xn),

joka tiivistaad havaitut datapisteet yhdeksi reaaliluvuksi.

Testisuureen p-arvo on todennakdisyys, jolla nollahypoteesin
mukaisen dataldhteen ennakoidaan tuottavan ainakin niin
poikkeavia testisuureen arvoja kuin t(x).

p-arvo

Tulkinta

> 0.10
~ 0.05
< 0.01

Havainto ei ole ristiriidassa Hp:n kanssa
Havainto todistaa jonkun verran Hy:aa vastaan
Havainto todistaa vahvasti Hp:aa vastaan
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Lisaa esimerkkeja

Esimerkki (Kolikko)

Tasaiseksi viitettyd kolikkoa 50 kertaa heitettdessd saadaan 42 kruunaa.
Ho: Kruunan tn § = 1/2

Hi: Kruunan tn 6 #1/2

Esimerkki (Kohinainen kanava)

Tiedonsiirtovirheiden vaitetdan olevan normaalijakautuneita parametreina
1 =0 ja o = 3. Kanavaa kerran testaamalla mitattiin virheeksi x; = 4.8.
Ho: p=20

Hli 1% # 0

Esimerkki (Laadunvalvonta)

Tukkukauppias vaittia, ettd sen tomaateista enintddn 5% on huonoja.
Suuresta erdstd poimittiin 50 tomaattia ja niistd 4 todettiin huonoiksi.
Hp: Huonolaatuisten osuus € < 0.05

H;: Huonolaatuisten osuus 6 > 0.05

Tassd nollahypoteesi on yhdistetty (sallii monta eri #-arvoa)
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Esim. Kolikko

Tasaiseksi vaitetty kolikko tuottaa 42 kruunaa 50 heitolla.
Ho: Kruunan tn 6 = 1/2

Hi: Kruunan tn 6 # 1/2

Testisuure = kruunien lukumaara: t(x) = 42

T = t(X) = “kruunien Ikm stokastisessa mallissa”

f(x) = P(T =x|Hy) = <5f> <;>X (1_;>50X

Testisuureen odotusarvo to = E(T | Hp) = 25.

p-arvo = P(|T — to| > [t(x) — to| | Ho)
= P(|T — 25| > 17| Ho)

8 50
=) )+ D f(x) ~ 1.2x10°°
x=0 x=42

Havainto todistaa vahvasti Hp:aa vastaan.
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Esim. Kohinainen kanava

Tiedonsiirtovirheiden vaitetddn olevan normaalijakautuneita
odotusarvona p = 0 ja keskihajontana 3. Havainto: x; = 4.8.
Ho: Odotusarvo u =0

Hi: Odotusarvo p # 0

Testisuure = normitettu poikkeama nollahypoteesin mukaisesta
odotusarvosta: z(X) = XlT_o =16

p-arvo = P(|Z]| > 1.6|Hy) = 2P(Z > 1.6| Hp) ~ 11%,

Havainto on selitettdvissa tavanomaisella satunnaisvaihtelulla.
Havainto ei puhu Hp:aa vastaan.
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Sisalto
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Muunnelma: Testataan u:ta, suuri epanormaali data

Oletus: Dataldhde tuottaa riippumattomia, samoin jakautuneita

lukuja X1, Xo, ..., X, erddstd jakaumasta, jolla odotusarvo .
Haluamme testata onko = puo.

Ho: pn = po

Hi: o # o
Mita tehda?

Keskeisen raja-arvolauseen nojalla otoksen keskiarvo on likimain
normaalijakautunut, vaikka yksittdiset havainnot eivat olisikaan.

Testisuure aivan kuten normaalimallissa:

sd(x)/v/n’

17/33



Muunnelma: Tuntematon varianssi

Usein datalahteen keskihajonta o ei ole etukiteen tiedossa, vaan
estimoidaan otoksen keskihajonnasta sd(X).

Jos otos on suuri (esim. n > 30), estimaatti on melko tarkka,
mutta . ..

Jos otos on pieni, testisuure

m(X) — po
sd(X) v/n
on kahden satunnaismuuttujan osamaara, eikd se olekaan
normaalijakautunut, vaan t-jakautunut parametrilla n — 1.
Menetelma sama kuin edelld, mutta normaalijakauman sijasta
tarkastellaan t-jakauman héntiad (taulukoista tai tietokoneella).

R:ssd pt on kertymafunktio ja gt on kvantiilifunktio. (Vrt. pnorm
ja gnorm.)

t(X) =
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Studentin t-jakauma

0.40
0.35
0.30
0.25

X0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

Kuva: Skbkekas, CC BY 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9546828
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Valihuomio: Eri jakaumia R:ssa

jakauma tiheys | kertyma | kvantiili | satunnaisluku
tasa dunif | punif qunif runif
beeta dbeta | pbeta gbeta | rbeta
normaali dnorm | pnorm gnorm | rnorm
t-jakauma dt pt qt rt
eksponentti | dexp pexp gexp rexp

d... P--- q... r...

Vrt. 0.975-kvantiileja: standardinormaali vs. t-jakauma, kun n =50
tai n = 10.

> gnorm(.975)
[1] 1.959964
> qt(.975, 49)
[1] 2.009575
> qt(.975, 9)
[1] 2.262157
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Muunntelma: Yhdistetty nollahypoteesi

Tukkukauppiaan véitteen mukaan sen toimittamista tomaateista enintdan
5% on huonolaatuisia. Suuresta erdstd poimittiin satunnaisesti 50
tomaattia ja niista 4 todettiin huonolaatuisiksi.

Hy: Huonojen osuus 6 < 0.05

H;: Huonojen osuus 6 > 0.05

Testisuure: Huonojen lkm: t(xX) = 4

Dataldhteen tuottamien testisuureen arvojen stokastinen malli:

Pe(T: t) = fe(t) = (5f>9t(1 70)5071’
Poikkeavuus: testisuureen arvo poikkeaa yl6spain odotusarvosta
Po( T —Eo(T) 2 t(%) ~Eg(T) ) = PoT 2 (%)) = >_filt).

Ongelma: tn riippuu #:sta. Valitaan suurin tn (miksi?).

50
p-arvo = max Py(T > (X)) = Poos(T > (X)) = > _ foos(t) = 24%
t=4

0<0.05
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Sisalto

Paatokset ja testausvirheet
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Hyvaksyminen ja hylkdaminen
Laskettuasi p-arvon voisit pelkdstdan raportoida sen ja olla
tekemattd paatoksia, onko se “lilan” pieni tai suuri.

Usein kuitenkin paatoksia on tehtava: pidetdanko testin perusteella
Ho:aa epatodennékdisend (hylattavand)? Tama voi vaikuttaa esim.
siihen, jatketaanko tutkimuksia, otetaanko lddke kayttoon ...

Paatoksentekoa varten valitaan merkitsevyystaso o («
0<a<l).

® Jos p-value > a, nollahypoteesi hyvaksytaan

® Jos p-value < «, nollahypoteesi hylatdan

Tyypillisesti kdytetdan esim. merkitsevyystasoa oo = 1% tai
a =5%.

(Huom. Tama3 on hyvin karkea tapa tehda paatoksia.
Edistyneempaa olisi eksplisiittisesti mallintaa paatosten vaikutuksia
Jja niiden hyotyja tai haittoja — paatosteoria, kurssin
ulkopuolella.)
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Tyypin | ja Il virheet

Teimmepa kumman tahansa paatoksen, se voi olla vaara.

Hp hyvaksytdan

Tehty johtopaatos

Hp hylataan

Totuus Hp tosi Oikea p&atos

Hp epatosi | Hyvaksymisvirhe

Hylkaysvirhe

Oikea paatos

Testaajan johtopdatds on aina arvaus. Hyva arvaus on

todenniakdisesti oikein.

Tn-laskennan keinoin voidaan yrittda laskea, milla
todennakdisyydelld sattuu hyvaksymis- ja hylkaysvirheita.

Tilastotieteessd kaytetddan myds nimid “tyypin | virhe" (vaira hylkdys) ja

“tyypin Il virhe" (vdari hyviksyminen).
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Testausvirheiden todennakoisyydet
p(X) = testisuureen p-arvo datajoukolle X

—

X = (Xi,...,X,) mallintaa dataldhteen tuottamia arvoja ennen

—

niiden havaitsemista = p(X) on satunnaisluku
Hylkaysvirheen todennakaisyys on

P(Ho hylitiin| Ho) = P(p(X) < a|Ho)
Hyvaksymisvirheen todenndkaisyys on

P(Ho hyvaksytasn | Hi) = P(p(X) > a|Hy),

o Hylkdysvirheen tn  Hyvaksymisvirheen tn
Lihelld nollaa Pieni Suur
Lahella ykkostd  Suuri Pieni

Fakta

Hylkaysvirheen tn < c. (Miksi?)
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Testausvirheiden tulkinta
Anni Aktiivi

Kayttdd merkitsevyystasoa
a=5%

Hylk3d useammin
nollahypoteeseja

On henkisesti varautunut
siihen, ettd tietty osuus testien
johtopaatoksistd on virheellisid

Tietaa, ettd pitkalla
tahtaykselld hanen
hylkdamistdan
nollahypoteeseista enintddn 5%
on virheellisesti hylatty (Han ei
kuitenkaan tiedd mitk& niista.)

Hyvéksyy Villed harvemmin
virheellisesti nollahypoteeseja
(ei tiedd miten usein)

Ville Varovainen

Ké&yttdd merkitsevyystasoa
a=1%

Hylkdd harvemmin
nollahypoteeseja

On henkisesti varautunut
siihen, ettd tietty osuus testien
johtop&atoksistd on virheellisid

Tietda, ettd pitkalla
tahtaykselld hanen
hylkdamistdan
nollahypoteeseista enintddn 1%
on virheellisesti hylatty (Han ei
kuitenkaan tiedd mitka niista.)

Hyvaksyy Annia useammin
virheellisesti nollahypoteeseja
(ei tiedd miten usein)
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Esim. Kolikko

Tasaiseksi vaitettya kolikkoa 10 kertaa heitettdessa havaitaan data
x=(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0). Testaa viitettd 5% merkitsevyystasolla.

Ho: Kruunan tn 6 = 0.5,
Hi: Kruunan tn 6 # 0.5.

Testisuure: t(X)=kruunien lkm
Testisuureen stokastinen malli: T = t(X)

fro(t) = B(T = t[Ho) = (11?0) (Dw

Havainnon X p-arvo
1 10
p(x) = P(|t(X) =5[> 4| Ho) = D fu(t)+ D Fi(t) ~ 2.1%.
t=0 t=9
Johtopiatos: Nollahypoteesi hyldtdian (5% merkitsevyystasolla).

Mita osataan sanoa virhetodennikdisyyksista?
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Esim. Kolikko — Hylkaysvirheen tn

Testin p-arvot testisuureen funktiona:

# kruunat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p-arvo (%) 02 21 109 344 754 100 754 344 109 21 0.2

5% merkitsevyystasolla testin hylkdysalue on {0,1,9,10}.
Hylkaysvirheen tn on

1 10
P(t(X) € {0,1,9,10} [ Ho) = > fup(t)+ > _ frp(t) ~ 2.1%.
t=0 t=9
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Esim. Kolikko — Hyvaksymisvirheen tn
Testin p-arvot testisuureen funktiona:

# kruunat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p-arvo (%) 02 21 109 344 754 100 754 344 109 21 0.2

5% merkitsevyystasolla testin hyvaksymisalue on {2,3,...,7,8}.
Hyvaksymisvirheen tn on

P(t(X) € {2,3,...,8}|Hy) = ?

Ongelma: vastahypoteesi (H; : 6 # 0.5) ei m3arad ¢:n arvoa.
Aaritapaus 6 ~ 0.5 (esim. § = 0.5001), jolloin

P(t(X) € {2,3,...,8} | H) ~ P(t(X) € {2,3,...,8}| Ho)

8
=) fip(t) =~ 97.9%.

t=2
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Esim. Kahden tyyppisia kolikoita

Tasaiseksi viitettyd kolikkoa 10 kertaa heitettdessd havaitaan data
X =1(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0). Tiedetdan, ettd joko § = 0.5 tai 6 = 0.9.
Testaa vaitettd 5% merkitsevyystasolla.

Ho: Kruunan tn 6 = 0.5,
Hy: Kruunan tn 6 = 0.9.

Sama testisuure, sama p-arvo, sama johtop3itds (Hp hylataan).

fu(t) = P(T =t|H) = (1t0) 0.9%(1 —0.9)%0~¢

Hyvaksymisvirheen tn:

8
P(t(X) €{2.3,....8}|H1) = > fu(t) =~ 26%.
t=2
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Sisalto

Hypoteesin testaus laajemmin
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Hypoteesin testaus laajemmin

Edelld testattiin odotusarvon hypoteesin (esim. § = 1/2 tai
p = 10.0) testausta vahvoilla yksinkertaistavilla oletuksilla (esim.
“paljon dataa, testisuure normaali").

Yleisemmin tilastotieteessa tutkitaan muitakin kysymyksia, esim.

® Muut tunnusluvut. Esim. odotusarvo tunnetaan, mutta
kysytddn onko dataldhteen keskihajonta o = og vai jotain
muuta? — x-testi

® Heikommat oletukset. Esim. vihdn dataa eikd normaalia,
testisuure ei olekaan normaalijakautunut. — ep3parametriset
testit, tietylle jakaumalle raataloidyt testit

® Jakauman muodon testaaminen. Haluamme testata onko data
normaalijakautunutta. — lis3a testeja . ..
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Hypoteesin testaus laajemmin

Moniin tuntematonta dataldhdettd koskeviin kylla/ei-kysymyksiin
voidaan soveltaa samaa yleistd menetelmaa:

1. Muotoillaan nollahypoteesi Hp (oletus dataldhteen
jakaumasta).

2. Muotoillaan testisuure, paatelldan sen jakauma (jos Hp totta).

3. Tutkitaan, sopiiko testisuureen havaittu arvo ko. jakaumaan
hyvin, vai osuuko sen hantaan.

Yksityiskohdat vaihtelevat mutta perusidea on sama. Naista lisaa
esim. kurssilla Statistical inference MS-C1620.
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