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Yleiset ohjeet tenttiin valmistautumiseen
Seuraavia kysymyksia voi kdyttaa valmistautumisen pohjana (tai
muita mieleenne tulevia kysymyksid). Kannattaa kdyda jokainen
luento lapi kalvoineen ja pohtia seuraavia:

1.

Mita ko. luennolla opitaan? Luennon otsikko on noin 2-4 sanaa.
Mit& aiheesta voisi kertoa 10-20 sanalla? Entad 50-100 sanalla, jos haluaa

tiivistdd ja selittdd asian toiselle opiskelijalle?

2. Mika on ko. luennon tarkein kalvo, joka kannattaa kerrata?

3. Miten luennon aihe liittyy kurssin muihin luentoihin?

K&ytetdankd siind aiempien luentojen menetelmia, tai sen menetelmia

myShemmin?

4. Millaista matematiikkaa ko. luennolla tarvitaan?

5. Millaisissa oman alasi tai muissa kdytannon tilanteissa voit

kayttaa ko. luennon menetelmia?
Mika luennolla oli uutta/tuttua/yllattavaa? Mika oli
helppoa/vaikeaa? Mita lisakysymyksia tulee mieleesi?
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L1A: Tn. peruslaskukaavat

Termi Merkintda  Maaritelma Venn-kaavio  Tulkinta
Perusjoukko S {xeS:xeSs} - Varma tapahtuma
Osajoukko A {xeS:xe A} ‘) A toteutuu

Osajoukko B {xeS:xeB} @ B toteutuu

Leikkaus ANB {xeS:xeAjaxe B} @ A ja B toteutuvat
Yhdiste AUB {xeS:xe Ataix € B} . A tai B toteutuu
Erotus A\ B {xeS:xe€Ajax¢&B} @ A toteutuu mutta B ei
Erotus B\ A {xeS:xeBjax¢gA} @ B toteutuu mutta A ei
Komplementti A {xeS:x¢gA} m A ei toteudu
Komplementti B {xeS:x¢gB} B ei toteudu

Tyhja joukko 0 {xeS:x¢gS} @ Mahdoton tapahtuma
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L1A: Ehdollinen tn. ja Bayesin kaava

Ehdollinen todenndkoisyys maaritellaan:

P(A|B) = W, kun P(B) # 0.
Riippumattomuus: P(AN B) = P(A)P(B) tai P(A|B) = P(A).
Monen tapahtuman tulosdantd (kun P(Ax_1N...N A7) #0):

P(AxN---N A7)
= P(A1)P(A2]|A1)P(A3|A2 N A1) - - P(Ak|Ak—1 N - - - N Ap).

Osituskaava (kun By, Ba, ..., B, osittavat perusjoukon)
Z P(B;)P(A|B;).

Bayesin kaava
P(B|A) = P(BI;)IE;(\;‘B).
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L1A: Esim. harvinainen tauti
Erasti tautia esiintyy véaestossa suhteessa 1/10000. Taudin toteamiseen
on testi, joka tuottaa vaarid positiivisia ja vaaria negatiivisia tn:ll3 1%.
Milld tn satunnaisen henkilon testitulos on positiivinen?

H_ = "henkild ei sairasta tautia” T_ = “testi on negatiivinen”
Hy = "henkil6 sairastaa tautia” T, = "testi on positiivinen”

Osituskaava — P(T,) P(H_)P(Ty | H-) + P(HL)P( T4 | Hy)
= 0.9999 - 0.01 4+ 0.0001 - 0.99
= 0.010098.
Milla tn positiivisen testituloksen saanut henkild sairastaa tautia?
Aiemmin laskettiin P(T) = 0.010098. Bayesin kaava =
P(H,)P(T,|Hy) _ 0.0001-0.99

P(H: | T+) = P(T,) ~0.010098

~ 0.0098.

Onko tassa jotain outoa?

Esiintyvyysharha:
e Kaikista testituloksista 99% on oikeita

® Positiivisista testituloksista yli 99% on vaaria -



L1A: Tn. kombinatorinen tulkinta

n alkion joukosta k alkion listoja

® toistojen kanssa n* kappaletta,

e ilman toistoja n(n —1)---(n—k + 1) kpl (= n!/(n— k)!).

n alkiota voidaan jarjestda listaan n! = n(n —1)---2- 1 tavalla.

Jarjestamattomia k alkion osajoukkoja n alkion joukosta
n n!
= ——— kpl.
(k> Ki(n— k)1 P

® puhelimen PIN-koodien lukumaara,

Esimerkit:

® tavat jakaa SM-liigan mitalisijat olettaen ei jaettuja sijoja,

® tn. saada “kolmoset” pokerissa (ilman jokereita).
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Diskreetti jakauma

L1B: Sm. tiheys- ja kertymafunktio

Jatkuva jakauma

X:n arvojoukko darellinen tai numeroi-
tuvasti dareton

P(X = x) = fx(x)
Jakauma maaraytyy kaavoilla
P(X €A) = > fx(x)
x€EA
P(X <t) = Fx(t)

Tiheysfunktion arvot ovat tarkkoja to-
denn&kdisyyksia

fx(x) = P(X =x)

Esim. joukon {1,...,6} tasajakauma

X:n
aareton

P(X = x) = 0 kaikilla x

arvojoukko  ylinumeroituvasti

Jakauma maaraytyy kaavoilla
P(X € A) = / i (x) dx
A

]P(X < t) = Fx(t)

Tiheysfunktion arvot ovat suhteellisia li-
kiarvoisia todenn&kéisyyksia
fx(x) =~ h™'P(X = x £ h/2)

Esim. vilin [0, 10] tasajakauma
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L1B: Kahden sm. yhteisjakauma ja reunajakaumat

X1 = 1. nopan silmaluku. M = 1. ja 2. nopan maksimi.

M
Xx 1 2 3 4 5 6 Yht

1 101 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
2 o 2 L L1 1 1 1
36 36 36 36 36 6
3 1 1 1 1
3 0 0 3% 3% 3 3 &
4 1 1 1
4 0 0 0 3% 3% 3% &
5 1 1
5 o o o o 2 % 1
6 1
6 0O 0 0 0 s 1

1 3 5 7 9 11

Yht % % % % 3% 3%

Rivisummista saadaan Xi:n jakauma
Sarakesummista saadaan M:n jakauma
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L1B: Sm. ehdollinen jakauma

Y':n ehdollinen tiheysfunktio X:n suhteen maaritelldan kaavalla

fyix(ylx) = W

Tulkinta diskreetilld sm:lld P(Y = y|X = x) = fy|x(y|x).

Stokastinen riippumattomuus:

Palauttaen Palauttamatta
X2 X2
X1 0 1 Yht X1 0 1 Yht
77 77 77 3 77 77 76 77 3 77
0 80 X8 s X8 80 0 % X7 8 X7 8
3 77 3 3 3 3 77 3 2 3
1 % X8 8 X8& 8 1 X7 8 X7 &
77 3 77 3
fX1,X2(’.aJ.) = fX1(i)fX2(.j) thxz(iaj) 7£ fX1(i)fX2(j)
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L2A: Satunnaisluvun odotusarvo

Diskreetti:

E(X) =) xP(X =x) =) xf(x)

Jatkuva:

E(X) = / xF (x)dx

Tulkinta: “monen riippumattoman toiston keskiarvo likimain
odotusarvo”

Esim

Reilun nopanheiton silmaluvun X odotusarvo

1 1 1 1 1 1
E(X)=1-2+42-243-2+44.-245.246--=35
(%) O A

10/40



L2A: Suurten lukujen laki

Lause (Suurten lukujen laki)

Jos Xi, Xo, X3, ... ovat keskendan riippumattomia X:n tavoin
Jjakautuneita satunnaislukuja, niin esim. tapahtuman

= Z X, = E(X)+0.001

todennikdisyys ldhestyy ykkésta suurilla n arvoilla.
Esim (Suhteellinen esiintyvyys)

e Diskreetille tiheysfunktiolle f(x) = P(X = x):

#{s : Xs=x} _

e Kertyméfunktiolle F(t) = P(X < t):

#{s : Xs <t} N
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L2A: Sm. muunnoksen odotusarvo

Fakta

® Diskreetille satunnaismuuttujalle

E(g(X)) = > _g(x)f(x).

® Jatkuvalle satunnaismuuttujalle

Be(x) = | " g(x) F(x)dx.

—00

Sama pdtee monen muuttujan muunnoksen odotusarvolle
o disk. E(g(X,Y)) = 3,3, 8(x,y) f(x,y),
e jva. E(g(X,Y)) = [% [ g(x,y) f(x,y)dxdy.
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L2B: Varianssi, keskihajonta
Jos = E(X), niin varianssi
Var(X) = E((X — p)?) = B(X?) — 2

ja keskihajonta
SD(X) = /Var(X)

kuvaavat, paljonko X yleensd poikkeaa odotusarvostaan, eli
jakauman fx leveytta.

Laskentakaavat diskreetille (muunnoksen odotusarvo)

- ¢Z(X PF()

SD(X) = y/E(X2) — 2 & E(X?) = Zx2f
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L2B: Chebyshevin epayhtalo

Fakta (T3ebySovin epayht&ld, Chebyshev's inequality)
Jokaiselle satunnaisluvulle odotusarvona p ja keskihajontana o,
tapahtuman {X = u+ 20} ={u—20 < X < pu+20}
todennakdisyys on vahintaan

W

P(X =p+20) >

Yleisemmin P(X = p+ro) > 1— 712 kaikilla r > 1.
® X:n arvo sijaitsee melko todennakaisesti (tn > 75%)
kahden keskihajonnan sisilld odotusarvostaan
e X:n arvo sijaitsee hyvin todenn&kaisesti (tn > 99%)
kymmenen keskihajonnan sisilld odotusarvostaan
T3ebySovin epayhtdlo antaa keskiosan tn:lle alarajan (ja
hantitodennikdisyydelle yldrajan). Jos jakauman muoto tiedetaan,

voidaan saada tiukempiakin rajoja.
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L2B: Kovarianssi, korrelaatio

Miten mitataan kahden satunnaismuuttujan X ja Y yhteisvaihtelua
(suunta ja voimakkuus)?

% . 3 o °° °, o®
o o of
10 0 : o o.'?.. :.:.: 10 N .8..
o " ° ° .. 0; b ......i °
° @ ... ® :. °® 0 .. % ... .. 0 -‘.‘ '.. ...
BRACE R X PRAERX Lk vy
r .: 5 Be® 0o o g° o % .’.. °
) C.'S; 00 o 80 00° oo e ®
0 10 & e o o © ®
oo. ° = °
0 5 0 5 10 0 -5 0 5 10 0 -5 0o 5 10

Cov(X. Y) = E((X — ix)(Y — py)) = E(XY) ~ E(X)E(Y),

Cov(X,Y)
Cor(X.¥) = 55Xy SD(Y)"
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L3A: Satunnaislukujen summa

Kertaa, miten jakauma lasketaan yksinkertaisissa esimerkeissa.

Satunnaislukujen Xi, ..., X, summan odotusarvo ja keskihajonta,
kun i = ]E(X,'), g; = SD(X,) ja Pij = COF(X;,)(])Z

Summan termit E(Q; Xi) SD(>; Xi)
Yleiset Zi,u,,- \/Zia?+2i2j;ﬁi0iajpiJ

Riippumattomat Dol m

Riippumattomat ja
. n n
samoin jakautuneet K U\f
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L3A: Normaalijakauma, tapahtumien tn. laskusdaannot

Standardinormaalijakauma. Tiheysfunktio f(x), kertyméafunktio
d(x):

f(x) Dx)

—o o -0 a

Jos X noudattaa ei-standardinormaalijakaumaa, niin normitettu
satunnaisluku Z = X;% noudattaa standardinormaalijakaumaa

(,UZ :Oja g7 = ].).
Vilin todennékaisyys P(a < Z < b) = ®(b) — ®(a) kun b > a.
Oikean hdnnan tn. P(Z > ¢) =1 — ®(¢).
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L3A: Keskeinen raja-arvolause

Fakta (Keskeinen raja-arvolause)

Jos Xi,..., X, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaislukuja odotusarvona . ja keskihajontana o, niin

Z?le,‘—,un i 7
ov/n ’

suurilla n, missd Z:n tiheysfunktio on normitettu normaalijakauma.

(1)

A = B tarkoittaa, ettd A:n ja B:n jakaumat ovat likimain samat.

f(t) = ——e P2
V2r
Huom
Tama on universaali luonnonlaki, silld Xj:n jakauman luonteesta
(diskreetti/jatkuva, symmetrinen/vino) ei tarvitse olettaa mitaan.
(Summattavien riippumattomuus sen sijaan on kohtalaisen
olennaista.)

18/40



L3B: Datajoukon tunnusluvut
Lukuarvoinen yhden muuttujan datajoukko X = (xi,...,X,)
Keskiarvo m(x) = 137 | x;
Varianssi var(x) = 1 37 (x; — m(X))?

~n

Keskihajonta sd(x) = 4/var(x)

Esim. ¥ = (0,0,1,1,2,2)

1
m(y) = 6(0+0+1+1+2+2) -1

var(y) = %((0—1)2+(0—1)2+(1_1)2+(1_1)2+(2_1)2+(2_1)2> _ %

2
sd(y) = \/; ~ 0.8165

Iso X satunnaismuuttuja. Pieni x sm:n arvo. X jono sm:id. X jono
havaintoja / dataa.
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L3B: Datan havainnollistaminen

Histogrammi

Suomen viestorakenne ikdluokittain 31.12.2015 [Lshde:

prosenttia per v
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L L
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T
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110

Tilastokeskus]

Ikd (v)  Lukum3ari
0-14 896 023
15-24 640 387
25-44 1 363 155
45-64 1 464 640
65-74 642 428
75— 480 675
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L3B: Datan havainnollistaminen

Hajontakuvio

Hajontakuvio, 272 purkausta, Old Faithful (Yellowstone).
2 muuttujaa: Purkauksen kesto ja valiaika seuraavaan purkaukseen.

waiting
50 60 70 80 90

15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0

eruptions
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L3B: Datajoukko VS generoiva ilmio

data populaatio

Pearsonin 1000 isda ja poikaa Kaikki isdt ja pojat (missd? milloin?)

1000 gallup-vastausta 5 miljoonan suomalaisen mielipide (nyt)

272 geysirin purkausta Kaikki Old F:n purkaukset (menneet/tulevat?)
Ladkkeen vaikutus 30 potilaalla | Vaikutus tulevilla potilailla

100 nopanheittotulosta Potentiaalinen dareton heittojono

Populaatio on tilastotieteen terminologiaa, ja tarkoittaa

® mistd/miten data on syntynyt
(generoiva mekanismi; dataldhde)

® se mitd datan perusteella yritetddn ymmartaa

“Populaatio” ei valttamattd ole mikdan konkreettinen kokoelma
(esim. ihmisid).
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L4A: Tilastollisen paattelyn tarkoitus

Tavoitteena tehd3d paatelmia havaitun datan pohjalta.

1. Valitaan tilanteeseen sopiva stokastinen malli

(jakaumaperhe, esim. “kaikki normaalijakaumat” tai “kaikki
tasajakaumat [0, m|")

2. Sovitetaan malli havaittuun dataan
(estimoidaan mallin parametrit)

3. Lasketaan sovitetusta mallista tarvittavat tunnusluvut

4. Tehdain johtopaatokset
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L4A: Parametrisoidut jakaumat

Monesti on hyodyllistad ajatella, ettd data tulee esim. jostain
normaalijakaumasta tai jostain binomijakaumasta.

Esimerkkeja:

Bernoulli: f,(1) = p, f,(0) =1 — p, parametri 0 < p < 1.

® Eksponentti: f(x) = Ae™*, x > 0, parametri \ > 0.

)2

(x—p
. 1 e : 2
® Normaali: f, ,2(x) = 5=€ 7, parametrit 1 € R,0° > 0.
® Beta: f, 5(x) = x®71(1 - x)#71, 0 < x < 1, parametrit a, 3 > 0.
Huom! ei c.

Binomi: f, ,(x) = (Z)px(l —p)" %, x=0,1,2...,n, parametrit
neN,0<p<L1.
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L4A: Tilastolliset estimaattorit

1. Tuntematon dataldhde. Tutkittavan suureen jakauma fy(x) ja
parametri 6 tuntematon.

2. Dataldhteestd on saatu n riippumatonta ja samoin

jakautunutta havaintoa xi, ..., Xp.
3. Parametrin 6
® estimaatti on datan X = (xi,...,x,) pohjalta laskettu arvaus
0 = g(x),
® estimaattori on funktio (xi,...,xp) — g(x1, ..., Xp), joka

kuvaa datan estimaatiksi.
Suurimman uskottavuuden estimaattori: Maksimoi
L(0) = fo(x1) - fo(x2) - - - fo(xn).

Harhattomuus (unbiased): E(4(X)) = 6.
Osaa nami binomijakauman p:lle ja normaalijakauman p, o2:lle.
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L4B: Stokastinen malli

Havaittu data
Dataldhteesta on havaittu arvot xi, ..., x,. Halutaan paatelld
(=arvata) tutkittavan suureen (tuntematon) jakauma f(x).

Stokastinen malli

Tilastokokeen mahdollista tulosta mallinnetaan
satunnaismuuttujilla Xi, ..., , Xn, jotka ovat toisistaan
riippumattomat ja noudattavat (tuntematonta tai oletettua)
jakaumaa f(x).

Stokastinen malli (generoiva malli, generoiva jakauma) kuvaa
dataldhteen toimintaa yleensd (millaisia lukuja se voi tuottaa ja
milld tn:13).

Stokastisen mallin mahdollisesta tuloksesta Xi, ..., X, voidaan
laskea tunnuslukuja, niiden jakaumia, ja tunnuslukujen jakaumien
tunnuslukuja. Esimerkiksi keskiarvon m(X) = 1 =Y Xi

odotusarvo ja keskihajonta.
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L4B: Luottamusvali

Stokastinen malli: X, ..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita

—

satunnaislukuja odotusarvona p ja keskihajontana o. Meskiarvo m(X) on
parametrin 4 estimaatti.

Normitetun virheen

odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.

99%:n luottamusvili estimaatille on [m(X) — £, m(X) + /] jos pitee

P(|m(X) — p| < €) ~ 99%.

K&ytannossa mallin tuottamasta datasta lasketaan tuo vali. Mutta /¢
pitda laskea mallista, tai estimoida datasta myos.

Todennadkoisyys johtuu datan generoinnin satunnaisuudesta, ei
mallivirheestd, tai muusta epitarkkuudesta. Jos datasta m(X) = 5.1 ja
¢ = 0.7 luottamustasolla 99%, ei voida sanoa, ettd u € [4.4,5.8] 99%
todennikaisyydella.
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L4B: Normaalimallin p-estimaatin luottamusvalin laskenta

Dataldhteen normaalimalli: X1, Xo, ... riippumattomia ja
normaalijakautuneita odotusarvona p (tuntematon) ja keskihajontana o
(tunnettu)

Luottamusvalin maarittdminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta keskiarvo m(X) = 137 | x;
2. Ma&éritetddn luku z > 0, jolle P(|Z] < z) =1 — 2d(—z) = 0.99
= z=-0"1(1=32)~ 258

3. Asetetaan parametrin p luottamusvaliksi m(X) + z %

Datalihteen tuottamalle satunnaisvektorille X = (Xy, ..., X,)

c o m(X) — p
P(|m(X)—,u| < z%) - P < T
sd(X)

Jos o myds tuntematon, niin luottamusviliksi m(X) z= " Ja

§z> =P(|Z] <z) = 99%

® Jos dataa on paljon (n iso), likimain normitettu normaalijakauma

® Jos dataa on vihin, korvataan sd(X) otoskeskihajonnalla sds(X) ja

lasketaan z = —F, - ;(1=292) t-jakaumasta
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L4B: Binaarimallin p-estimaatin luottamusvali

Dataldhteen binaarimalli: X1, X5, ... riippumattomia ja
{0, 1}-arvoisia satunnaislukuja odotusarvona p (tuntematon)

Likiarvoisen luottamusvalin (n suuri) maarittdminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta ykkosten suhteellinen osuus
b= B(%)
2. Maaritetaan luku z > 0, jolle
P(|Z| <z)=1-2d(—z) =0.95
== z= —Cb_l(iz'%) ~ 1.96
3. Asetetaan parametrin p luottamusvaliksi ﬁj:zivﬁx(}n_ﬁ).

Konservatiivinen luottamusvali p & z%.
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L5A: Bayesildisen paattelyn filosofia

® Todenndkoisyys kuvaa sekd satunnaisuutta, ettd myos
epavarmuutta, epatietoutta.

¢ Stokastisen mallin (jakaumaperheen) tuntemattomalle
parametrille muodostetaan piorijakauma kuvaamaan
ennakkokasitystamme siita.

® Saatujen havaintojen nojalla priorijakauma pdaivitetdan
posteriorijakaumaksi Bayesin kaavan nojalla.

® Jos saadaan lisdad havaintoja, edellinen posteriori paivitetdan
uudestaan.

® Posteriorista tehddan paatelmiad tuntemattomasta
satunnaisprosessista tai ennustetaan tulevien havaintojen
todennakdisyyksia.
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L5A: Posteriorijakauman laskeminen

Tuntematon parametri: Heitetyn kolikon tyyppi ©

Priorijakauma f(0) = P(© = 0)
Data x = 0 (havaittiin klaava)
Uskottavuus f(x|0) =P(X = x|© = 0)

0 prio £(9)  Uskottawus gy Posterir
0 0.1 1.00 0.100 0.20
0.25 0.1 0.75 0.075 0.15
0.5 0.6 0.50 0.300 0.60
0.75 0.1 0.25 0.025 0.05
1 0.1 0.00 0.000 0.00
summa 1.0 0.500 1.00
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L5A: Binomi-, beta-, ja normaalijakaumat Bayesilaisittain

Betajakauma kun uskottavuus on Bernoulli- tai binomijakautunut

Kolikkoa n kertaa heitettdessad havaittiin x kruunaa. Kolikosta ei ole
taustatietoja. Maarita parametrin © (kruunan tn) posteriorijakauma.

Priorijakauman tiheysfunktio: f(0) =1, 6 € [0, 1]
Uskottavuusfunktio datapisteelle x saadaan Bin(n, 6)-jakaumasta

f(x|0) = <;’)9X(1—9)"—X

Posterioritiheys

f(9) (x16)
TF()f(x|0) do’

FO1x) = = ¢ (1-6)

on Beta(x + 1,y + 1), missd y = n — x on klaavojen lkm.
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L5A: Binomi-, beta-, ja normaalijakaumat Bayesilaisittain

Normaali priori ja normaali uskottavuus

Priorijakauma © ~ Nor(uo, 09)
Uskottavuus: (X;|6#) ~ Nor(6, o)

Fakta
Bayeslaisen normaalimallin posteriorijakauma havaitun datajoukon
X = (x1,...,Xn) suhteen on normaalijakauma Nor(u1,01), missd
1 n v
ozHo T S m(x) 1
H1 = 1 n ) o1 = )
=S n 1 n
3t 2T

ja m(x) =157 | x; on havaitun datajoukon keskiarvo.
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L5B: Posteriorijakauman kaytto

Mihin posteriorijakaumaa voi kayttaa?

1.
2.

Mihin kysymykseen halutaan vastaus?

Mita on (riittdvan) helppo laskea?

Tyypillisia tarkasteltavia asioita:

posteriorin moodi = piste, jossa sen arvo on suurin
posteriorin odotusarvo = tn-painotettu keskiarvo
posteriorin mediaani = piste, jonka alla 50% tn:st3
uskottavuusvali, joka sisiltad esim. 95% posteriorista
raportoidaan / piirretddn koko posteriorijakauma

tulevan datan ennustaminen posteriorin perusteella
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L5B: Ennustejakauman laskeminen

Viisi havaintoa X, ennustetaan kuudes havainto Y. Osituskaavan
(additiivisuuden) perusteella

fypz(y|>?):/f(yw)f(aw)de

Tulkinta: Eri 6-arvot antavat erilaisia ennusteita Y:lle. Osituskaava ottaa
nama kaikki mahdollisuudet huomioon ja painottaa niitd ©:n
posterioritiheyden mukaisesti.

Ennustetaan ovatko seuraavat kolme heittoa kruunia eli Y = (1,1,1).
e stokastinen malli P(Y; =1|© =0) = 6.
® O:n posteriorijakauma on Beta(5,2).

Joten lasketaan

(L1 1]) = / oL 1,110) fo 2(6017)d6

35 /40



L5B: Multinomimalli

® p riippumatonta satunnaismuuttujaa X = (X1, Xa,..., Xp).
e Kullakin X; sama diskreetti jakauma k:sta vaihtoehdosta
® Jakaumalla on k kpl todenndkdisyysparametreja

:5: (p17p2a"'7pk)
® Jos néitd pidetdan satunnaismuuttujina, muodostuu
satunnaisvektori P = (P1, P2, ..., Py)

Jo opitut menetelmit toimivat (kunhan yksityiskohdat selvitetdan)
® Parametrivektorille oletetaan priorijakauma f5(p)
¢ Datalle oletetaan stokastinen malli (x| p) (uskottavuus)

¢ Havaintojen perusteella lasketaan posteriori f(p'| X)

Saattaa tulla moniulotteinen jakauma, jos k > 3 ja on jatkuva
parametri.
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L6A: Hypoteesin testaus

Kuuluuko havaittu data hypoteesin perusteella lilan kauas jakauman hantdan?

1. Muotoile hypoteesi Hp siitd, miten data syntyy.

2. Muotoile tunnusluku t = t(X), joka lasketaan datasta.

3. Péaattele t:n jakauma (jos Hp on totta).

4. Laske arvoa t(x) vastaavat hantd-tn:n molemmilla puolilla
yhteensd. Tama on p-arvo

5. Hylkda Hy jos p < a.

Jos a = 4% niin hylataan Hy jos t(X) on punaisella alueella.

68%
14% 14%

2% 2%
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L6A: Hypoteesin testaus

Suuren datajoukon testi
11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12 11.20
10.07 10.27 9.99 9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10 10.15 11.02
10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15

Datajoukon keskiarvo m(X) = 10.473, keskihajonta sd(X) = 0.563

Ho: p=10.0

Havaitun datajoukon testisuure:

m(x) —po _ 10.473 —10.0
sd(X)/v/n 0.563/1/30

Koska datajoukon koko n = 30 on melko suuri, kdytetdan suuren

—

datajoukon testid, ts. pidetdan tunnuslukua t(X)
standardinormaalijakautuneena.

= 4.60

t(x) =

p-arvo ~ P(|t(X)] > |t(X)] | Ho) ~ P(|Z] > 4.60) ~ 4.2 x 107

Johtop&atds: Hyvin pieni p-arvo puoltaa vahvasti Hy:n hylkdamista.
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L6A: Epagaussinen data ja/tai tuntematon varianssi
Jos datalahteen tuottamat luvut noudattavat jotain muuta kuin
normaalijakaumaa, niin keskeinen raja-arvolause! Testisuure aivan
kuten normaalimallissa:

m(x) —

t(X) — ( ) Ho

sd(%)/v/n”

Usein datalahteen keskihajonta o ei ole etukiteen tiedossa, vaan
estimoidaan otoksen keskihajonnasta sd(X).

Jos otos on suuri (esim. n > 30), estimaatti on melko tarkka.

Jos otos on pieni, testisuure

v m

t(X) = — Mo

)
sd(X) v/

on kahden satunnaismuuttujan osamaara, eika se olekaan

normaalijakautunut, vaan t-jakautunut parametrilla n — 1.
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L6A: Hyvaksyminen ja hylkdaminen

Tehty johtopadtos
Hp hyvaksytdaan | Hg hylataan
Totuus Hp tosi Oikea paatos Hylk&ysvirhe

Hy epatosi | Hyvaksymisvirhe | Oikea paitos

p(X) = testisuureen p-arvo datajoukolle X

—

X = (Xi,...,X,) mallintaa dataldhteen tuottamia arvoja ennen
niiden havaitsemista = p(X) on satunnaisluku
Hylkaysvirheen todenn&kaisyys on

P(Hy hylitisn| Ho) = P(p(X) < a| Ho)
Hyvaksymisvirheen todennakoisyys on
P(Ho hyviksytiin| Hy) = P(p(X) > a| Hy).
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