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1 Muutosilmiot ja differentiaaliyhtilot

Tédssd luvussa rajoitutaan piddasiassa tasajinniteldhteisiin liittyviin muu-
tosilmitihin, vaikka samanlainen matemaattinen kisittely onkin sovel-
lettavissa myds yleisempiin tapauksiin. Muutosilmiolaskentaa kutsutaan
myo6s transienttianalyysiksi. Vaihtojdnnitteet, pulssit ja muut aaltomuo-
dot on usein viisainta késitelld numeerisesti simuloimalla tai Laplace-
muunnoksen avulla. Joskus muutosilmidistd on haittaa ja joskus niitd kdy-
tetddn hyodyksi. Haittoja ovat esimerkiksi toiminnan tai vasteen hidastu-
minen ja aaltomuodon viiristyminen, hyStykidyttdd toisaalta myos esimer-
kiksi aaltomuodon muokkaaminen. Puhtaasti resistiivisissi piireissi ei tés-
sd kisiteltyjd (hitaita) muutosilmiditd esiinny lainkaan; jénnite ja virta voi-
vat muuttua salamannopeasti ja samanaikaisesti. Hyvin nopeita tai hitaita
muutosilmiditd el muutenkaan aina tarvitse ottaa huomioon.

1.1 Reaktiiviset komponentit

Kelan ja kondensaattorin energiavarastot aiheuttavat piireihin hitautta. Vir-
ta muuttaa kondensaattorin varausta ja sithen verrannollista jannitettd d-
relliselld nopeudella. Samoin kelan energiavarasto, kdamivuo, ja siihen
verrannollinen virta eivit voi muuttua yht ikkisesti. Airettomin nopea
energian muutos vaatisi ddrettdmén suuren tehon.

Kondensaattori siis pyrkii jarruttamaan jénnitteen muuttumista ja ke-
la virran muutosta. Toisaalta kelan jidnnite ja kondensaattorin virta voivat
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muuttua askelmaisestikin, koska varastoituneet energiat eivét riipu kysei-
sistd suureista. Keloja, muuntajia ja kondensaattoreita nimitetdin yhteises-
ti reaktiivisiksi komponenteiksi. Resistanssista nimé erottaa mm. ener-
gian varauskyky, joka vastukselta puuttuu. Reaktanssit eivit toisaalta ku-
luta energiaa; varastoinnissa energia ei vihene. Vastus puolestaan kulut-
taa energiaa muuttamalla sihkoenergian lammoksi. "Puhtaassa" kelassa ja
kondesaattorissa ei synny missiin tilanteessa lampoa.

Muutosilmididen matemaattinen késittely perustuu kelan ja konden-
saattorin jannite—virta-yhtéloihin aika-alueessa (time domain):

dir. , 1 . .

w =1 lL(t):—/ wdi+i0)  i0)=ho (1)
dr L Jo
d 1t

ic=Cc2C uc(t):—/icdt+u(0) w0)=Ucy  (2)
dr ClJo

Tarkastelun alkuhetken (7 = 0) tilalla voi olla miké tahansa hetki ¢, kunhan
virran ja jdnnitteen alkuarvot vastaavat integroinnin alarajaa (kaavat 1 ja 2).
My®s integroinnin loppukohta ¢ = #, voi olla miki tahansa.

Yksinkertaisimmissa tapauksissa piirissd on vastusten, ldhteen ja mah-
dollisen kytkimen liséksi vain yksi kela (RL-piiri) tai yksi kondensaatto-
ri (RC-piiri). Téllaisen piirin analyysi perustuu tilanteesta riippuen yhteen
ylld mainituista neljistd yhtdlostid. Taulukkoon 1 on koottu yhteenvetona
muutosilmididen muoto yleisimmissd kidytdnnon tilanteissa (yksi konden-
saattori tai yksi kela); helpoimmin tosin "muistat” taulukon tulokset laske-
malla ne itse derivaatan tai integraalin avulla.

LC- ja RLC-piirit seki piirit, joissa on kaksi kondensaattoria tai kak-
si kelaa, johtavat toisen kertaluvun differentiaaliyhtédl6ihin. Niitd voidaan
tehokkaimmin kisitelld Laplace-muunnoksella (Pierre Simon Laplace) tai
piirisimulointiohjelmilla. Syntyvit muutosilmiot ovat usein eksponenti-
aalisia (kuva 1) tai eksponentiaalisesti vaimenevia siniaaltoja, kuten RLC-
piireissi.
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Kuva 1. Kondensaattorin ja kelan kytkentdilmioiden vertailu (johdantona aihee-
seen). Huomaa, miten kondensaattorin jénnitteen ja kelan virran muutosilmitt
ovat samanmuotoiset. Jdnniteldhteen nollaaminen on kéytinndssi yleensi tehtivi
eri tavalla kuin kuvassa oleva oikosulkeminen! Tapausten matemaattinen kisittely
on tuonnempana.

Taulukko 1. Kelan ja konkan muutosilmiot tietyissi tilanteissa (kupera ja kovera
eksponenttikdyrd [siis ylhdiltd katsottuna] ovat omaa terminologiaani). Kasvava
kovera tai pienenevi kupera eksponenttikdyrd eivit olisi fysikaalisesti mahdolli-
sia, koska ne ldhestyvit ajan funktiona plus- tai miinus-ddretonta.

iy, tai uc uL:L%tajiC:Cdg—tC

vakio (d.c.) 0

lineaarisesti eli suoraviivaisesti kasvava positiivinen vakio

lineaarisesti eli suoraviivaisesti pienenevd | negatiivinen vakio

kasvava kupera eksponenttikdyréi pienenevi kovera eksponenttikdyrd
pienenevi kovera eksponenttikdyrd kasvava kupera eksponenttikdyri
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1.2 Kondensaattorin varaaminen

Oletetaan aluksi, ettd kondensaattorin alkujdnnite Uco = 0; konkka on siis
varaukseton. Kun kytkin suljetaan (sulkeminen on merkitty kuvaan 2 nuo-
lella), kondensaattori alkaa varautua tasajdnnitelidhteestd vastuksen kautta.
Virta kulkee kunnes kondensaattorin jdnnite uc on saavuttanut jinniteldh-
teen jannitteen E. Tatd kutsutaan jatkuvuustilaksi (steady state). Tasavir-
ta ndyttdd siis kulkevan kondensaattorin lépi, jos kondensaattorin jinnitettd

muutetaan dstc # 0 ). Poraa kokeilumielessé ldpindkyvidn mukin pohjaan

reikd, laske mukiin raanasta vettd ja sammuta sitten raana! Huomaat, et-
td reidstd virtaa vettd ulos vain, jos nesteen pinnan korkeus (vrt. jdnnite
tai varaus) mukissa muuttuu. Tdméi kuvaa oikeastaan parhaiten yhden kon-
densaattorilevyn varauksen muuttumista. Fysikaalisesti virta ei kulje kon-
densaattorin eristeen lipi, vaan ainoastaan jinniteldhteestd johtimia pitkin
kondensaattorin levyihin, jotka varautuvat vastakkaismerkkisesti; virta siis
kuljettaa toiseen levyyn positiivisen ja toiseen itseisarvoltaan yhtd suuren
negatiivisen varauksen +Q.

Ur
lek
- ele tron1t<.\
R = 0 _|_ R _|_Q"1C
E— C—=——= |uc E — 5: uc

J

Kuva 2. Kondensaattorin varaaminen tasajinnitteeseen. Oikealla piiri kytkimen
sulkemisen jidlkeen. Kuvassa kondensaattoriin on siirtynyt kokonaisvaraus Q.

elektronit

1.3 Differentiaaliyhtilo ja yrite
Muutosilmid voidaan analysoida Kirchhoffin jdnnitelain avulla:

d
E = ug +uc = Ric + uc icz(:% 3)

Seuraavassa esitetdidn "rinnakkain" kaksi vaihtoehtoista tapaa tehtivén rat-
kaisemiseksi.

1. Derivointi puolittain #:n suhteen. Huomaa, ettd E on vakio ja R on
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vakiokerroin:
dic duc dic ic

R—+——=R—+— 4
O=Ra & i X

2. Lausutaan vaihtoehtoisesti virta jannitteen avulla:

duc
E=RC— 5
q Tuc (5)
Saadaan siis kaksi hieman erimuotoista differentiaaliyhtiloa
dic ) duc
0=R—+— t E=RC— 6
dr +5 c a e ©

Molemmat ovat ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtiloitd, koska
niissi ei ole toista derivaattaa eikd korkeampia derivaattatermeji. Differen-
tiaaliyhtédlossd on tyypillisind osina funktio, funktion derivaatta ajan suh-
teen, sekd mahdollisesti summattava vakiotermi (E£) ja vakiokertoimia, ku-
ten RC. Ensimméinen yhtilo on homogeeninen, koska siitd puuttuu va-
kiotermi. Differentiaaliyhtilod ei derivaatan takia voida ratkaista siten, et-
td otettaisiin tuntematon muuttuja yhteiseksi tekijaksi. Differentiaaliyhté-
16n ratkaisuna on yleensédkin vain poikkeustapauksessa jokin vakio; ylld
ic = 0 tai uc = E Kkévisivit ratkaisuiksi, mutta ne eivit yleensi toteuta
alku- tai lopputilan reunaehtoja.

Muut mahdolliset ratkaisut 10ydetdédn esimerkiksi yritteen avulla. Vain
tietyn muotoiset funktiot ovat yllad olevien differentiaaliyhtédldiden ratkai-
suja. Yrite médrittelee timédn funktion yleisen (ja ainoan mahdollisen)
muodon. Ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtiloiden ainoat mahdol-
liset ratkaisut eli yritteet ovat seuraavat:

ic = i(t) = Ae "+ uc = uc(t) = B+Ae (7)

A:n edessd voi oman maun mukaan olla myds miinusmerkki, koska A voi
olla positiivinen tai negatiivinen. Yritteen voi perustella esimerkiksi seu-
raavasti; jatketaan yhtélosti (6):

duc dt duc

E—uc=RC— = — =0 8
He dr RC+uc—E ®)

/ 13 / MS”CE - )

In(uc— E)

Integroidaan puolittain:
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missd ¢ on integroimisvakio, jonka arvo médridytyy alkutilan perusteella.
Saatiin vaihtoehtoinen tapa differentiaaliyhtilon ratkaisemiseen:

t
1 —E)=——— 10
Il(l/tc ) RC c (10)
—uc—E—e R (11)
uc(t) = E_+g ‘e ke (12)
B A

Lopputuloksesta voidaan tunnistaa vakiot A ja B.

1.4 Vakioiden arvot, Munat ja jauhot -menetelma

Tehtdviksi jaa ratkaista reaalisten (reaaliluku) vakiokertoimien A, B ja T
arvot, jotka riippuvat mm. piirin alku- ja lopputilasta. Aikavakio T on
aina positiivinen, mutta A ja B voivat olla positiivisia tai negatiivisia. Mer-
kinnit 7 ja i(¢) tarkoittavat aina samaa eli ajan funktiona muuttuvaa virtaa!
Huomaa, ettd vakio T on sama molemmissa yritteissd (7), mutta vakio A
on ensimmaisessd yritteessd virta ja jilkimmaiisessi jannite. Samanlaista
yritettd voidaan kiyttdd tilanteesta riippuen joko virralle tai jdnnitteelle,
koska differentiaaliyhtidlot ovat samanmuotoiset. Sijoitetaan yritteet diffe-
rentiaaliyhtdloihin vakioiden ratkaisemiseksi. Vaikka tdssi késitelldadnkin
molempia yhtiloitd yhtd aikaa, riittdd kidytdnnossd vain toisen yhtdlon tar-
kastelu.

q d(B+ae )
E=RC— 7~
dr + C dr

0 RA1 _L-l—A B
= — —Cc 7 —C
T C

+(B+Ae7) (13)

al~

1 t t
E=RC (O—Aze_r) +(B+Ae7) (14)

t 1 1 t 1
0=Ae = <—R——i——) O:(B—E)—}-(AC_T—RCA—G_T) (15)
T C N—— T
N————’ mnt=0 N ~ d
0 Jjht=0

Vasemmassa yhtidlossd sulkulausekkeen tulee olla nolla. Jilkimmaéisessa
yhtilossd ei oikealla puolella saa olla munia’ (mnt) eikd ’jauhoja’ (jht),
koska niitd ei ole yhtédlon toisellakaan puolella (oletetaan sama méird mu-
nia ja jauhoja taikinaan kuin oli reseptissdkin). Munat eivit voi kumota
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jauhoja ja vakio-osa ei voi kumota ajasta riippuvaa osaa ainakaan kaikilla
t:n arvoilla. Siis vakio-osien E ja B tulee olla yhtd suuret ja yhtdlon ajasta
riippuvien osien tulee kumota toisensa.

Naméd vaatimukset voidaan todistaa esimerkiksi tutkimalla yhtédlod
kahdella eri hetkelld: esimerkiksi, kun # = oo, ja kun ¢ # co (esim. t = 0).
Yhtdloidenhin on toteuduttava kaikilla #:n positiivisilla arvoilla, koska
tarkastelu alkaa kytkimen sulkeuduttua hetkelld + = 0. Vasemmanpuolei-
sesta yhtdlostd nihdéén heti, ettd T = RC. Oikeanpuoleisesta yhtdlostd voi-
daan ratkaista B ja T (vasemmassa yhtilossd B olisi nolla).

1 t t
B=F RCAEefE =Ae *=1=RC (16)

Huomataan, ettd molemmista yhtiloistd jdi vield vakio A ratkaisematta. Se
lasketaankin aina alkutilanteen perusteella. Yritteiden tulee olla yhteen-
sopivia alkuvirran ja alkujinnitteen kanssa. Tulokset riippuvat konden-
saattorin varaustilasta tarkastelun alkuhetkelld. Oletetaan aluksi, ettd alku-
jannite Uco = 0; sen tulee olla yhteensopiva yritteen kanssa (alla oikealla).
Alkuvirta i(0) médaridytyy kytkentidkaavion ja KJL:n perusteella (seuraavas-
sa vasemmalla).

E-U
i(0) = TCO =Ae "=A  uc(0)=B+Ae "=B+A=Uc (17)
E
A=-  A=Ux-B=-E (18)

Kun A on ratkaistu, tunnetaan virran ja jannitteen lausekkeet yksikésittei-
sesti:

E

ic(t)==e % uc(l) —E—Ee e (19)
Jannite voidaan tietysti laskea my0s virrasta ja virta jinnitteesta.
: . E —uc(t
uc(t):E—Rlc(t) lc(t):T() (20)

Edelld ratkaisu perustui derivaattamuotoisiin yhtdloihin. Ratkaisu integraa-
limuotoisten yhtédldiden kautta on ldhes yhtd helppo, mutta kidytinnossd
harvinaisempi tapa; voit yrittidi sitd itse. Jos derivoit yhtilon puolittain (mi-
ki tosin ei ole vilttiméatontd), huomaa, ettd funktion integraalin derivaatta
on funktio itse:

d t
— (/ icdt—|—Uco) =ic+0 (21)
dr \ Jo
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Alkuarvo Ucg on vakio, joten sen derivaatta on nolla.
Vakiot A ja B voidaan laskea samalla tavalla kuin dsken, vaikka alku-
jannite Ucg et olisikaan nolla. Talloin:

E—-U
— 27DV ke

ic(t) - uc(t)=_E —I—(UC()—E)e_RtC (22)
~—~—
f % \T/

Kaéyrit ajan funktiona on piirretty kuvaan 3.

Muutosilmion yleinen esitysmuoto mahdollistaa matemaattisen kasit-
telyn jopa ilman differentiaaliyhtilod, koska alku- ja loppuarvot voidaan
paételld suoraan piiristi:

ic(t) = i(0) e uc(t) = u(o) + [u(0) — u(so)]e ™= (23)
N —_ —
A B A
ic uc
A .<— lc(0+) E |--- Tl eeeneTeTe
ic(07) ..o. Uco .'...

Kuva 3. Jannitteen ja virran aaltomuodot. Kuvaan on merkitty my®s virran raja-
arvot, kun hetked 1 = 0 lidhestytdin vasemmalta tai oikealta: ic(07) ja ic(0T).
Kondensaattorin jénnite on aina jatkuva, joten Uco = uc(0) = uc(07) = uc(07).
Jos Ucp = E, ei muutosilmiotd tapahdu, koska alku- ja lopputila ovat samat.

1.5 Aikavakio maiaraia muutosilmion nopeuden

Vakiota T kutsutaan aikavakioksi, joka kuvaa muutosilmion nopeutta (yk-
sikkond sekunti). Virran tai jinnitteen alkuarvo ei vaikuta aikavakioon
mitdidn. Monissa yksinkertaisissa piireissd aikavakio lasketaam kaavalla
T = RC, missid R voi koostua useamman vastuksen (ndenniisestd) sarjaan-
tai rinnankytkenndstd. Kidytdnnon elektroniikkapiireissd vastusarvot vaih-
televat tyypillisesti vlilld 0,1 € ... 100 M€ ja kapasitanssit vililla 10 pF
... 10 000 pF. Tamén perusteella aikavakio voi eri tilanteissa vaihdella var-
sin laajoissa rajoissa 1 ps ... 1 Ms (1 Ms ~ 278 h). Muutosilmi6iti ei siis
aina tarvitse ottaa huomioon, jos ne ovat riittdvin nopeita tai ddrimmaisen
hitaita.
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Aikavakion 7T kuluttua kytkimen sulkemisesta virta on pudonnut
e:nteen osaan eli se on end4 37 % maksimistaan (1/e =~ 0,37). Jannite puo-
lestaan on noussut 63 % alkutilan Uco ja lopputilan E vilisestd tasoerosta
(1 —1/e~0,63). Aikavakio voidaan myds madrittdd esimerkiksi piirretys-
td kdyristd tai oskilloskoopin kuvaputkelta kohtaan ¢ = O piirretyn kiyridn
tangentin avulla (kuva 4). Kédytinnossd 37 % tai 63 % pisteiden hakeminen
lienee tarkempi menetelma.

Icy uc,

E-U, % joj0707.7.1.1.
\\ E— eCO //o'

o>

oooo........‘ t t

— -~
v v

Kuva 4. Aikavakion méidrittiminen kidyrdn tangentin perusteella tai alku- ja
lopputilojen korkeuseron perusteella. Tangentin suuntaa on kéytdnnossd vaikea
arvioida tarkasti.

Kondensaattorin virran raja-arvot ovat eri suuret riippuen siitd, ldhes-
tytddanko hetked nolla positiiviselta vai negatiiviselta puolelta. Merkinté
i(07) tarkoittaa raja-arvoa, kun nollaa ldhestytdin miinus-puolelta ja
vastaavasti merkintid i(0™) raja-arvoa plus-puolelta. Koska kondensaat-
torin jdnnite on jatkuva, ovat myos raja-arvot vasemmalta ja oikealta sa-
mat.

uc(07) = uc(0") = uc(0) = Ucy (24)
Sen sijaan virta on epéjatkuva, ylld ic(07) = 0 ja ic(0") = A, missd A on

vakio (ei ampeert).

1.6 Kondensaattorin varauksen purkaminen

Jos varattu kondensaattori kytketdin virtapiiriin, kondensaattorin varaus ja
jannite muuttuvat uutta tilannetta vastaaviksi (kuva 5).
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\
L
R auki t=0

E— C=—F R uc Ric

Kuva 5. Kondensaattorin varauksen purkaminen. Oikealla piiri kytkimen sulke-
misen jilkeen (¢ > 0).

Ensin vasen kytkin avattiin (¢ < 0), kun kondensaattori oli latautunut
jannitteeseen Ucyp. Suljetaan toinen kytkin hetkelld ¢t = 0.

d
lc +Ric = 0= uc = —Ric — —RC% (25)

Koska yhtidlo on homogeeninen, otetaan avuksi se yrite, jossa B = 0.
t t 1 t
uc(t) =Ae 7= Ae = = —RCA (_%) e r (26)
=1T=RC (27)

Koska yritteen perusteella Uco = uc(0) = Ae™" = A, vakion A tulee olla
yhté suuri kuin Ucy.

uc(t) = Uco e’Rt*C ic(t) = — (28)

Ylla olevat tulokset on piirretty kuvaan 6. Huomaa, ettid kéyrét ovat kytki-
men sulkemisen jilkeen samanmuotoiset kuin latauksessa (kuva 3), mutta
uc ja ic vaihtavat paikkaa. Pystyakselin kohdalla jannite on jatkuva, mut-
ta virta muuttuu yht’dkkisesti; juuri timi on ominaista kondensaattoril-

le.
uc ic?
Uco .. ..0°°°°..... t
e, _Uco}e’
o, R

ooo......... R t

Kuva 6. Kondensaattorin purkauskdyrit. Virran oletussuunta sdilytettiin pa-
remman vertailtavuuden takia samana kuin latauksessa, vaikka todellisuudessa
purkausvirta kulkee luonnollisesti vastakkaiseen suuntaan (ic < 0).
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Alku- ja lopputilan tarkastelua on selitetty kuvassa 7.

\
S S -
R t=0 Ry
E\ — C=— |u(t) E) —
I 1 i(1) L1
R, R R R
e Uco E— C=—F E, — Uce Ey —
alkutilanne muutosilmio lopputilanne

Kuva 7. Kondensaattorin alku- ja loppujédnnitteen laskeminen, kun kytkin avataan
hetkelld ¢ = 0; jatkuvassa tilassa virraton kondensaattori voidaan poistaa.

1.7 Kelan kytkeminen piiriin

Kelan muutosilmitt ovat muuten samanmuotoisia kuin kondensaatto-
rin, mutta kelassa virran tulee olla jatkuva ja jidnnite voi muuttua
yht’dkkisestikin. Kuvassa 8 kela, jonka virta on aluksi nolla, kytketdin
janniteldhteeseen. Tdmién jidlkeen virta alkaa hiljalleen kulkea kelan ldpi
eli kela energisoituu.

Kuva 8. Kelan kytkeminen tasavirtapiiriin.

Muutosilmiotd kuvaa Kirchhoffin jénniteyhtilo:

N
E:uR+m;:m+Lé% (29)

Koska nyt differentiaaliyhtild siséltdd vakiotermin E, kdytetdin seuraavaa
yritetti
iL(1) =B+Ae = (30)
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Yllé olevan differentiaaliyhtilon ratkaisu on siis aina titd muotoa. Sijoite-
taan yrite yhtdloon

A
E=RB+RAe T —L=e * 31)
h\/—/ T
vakio—osa ~ o
1)
Téamaén on oltava voimassa kaikilla #:n ei-negatiivisilla arvoilla.
A
E =RB f(t)zRA—L;zO (32)
E L
B=— T=— (33)
R R

Yksinkertaisten RL-piirien aikavakio on yleisesti muotoa T = L/R.
Vastuksen suurentaminen nopeuttaa muutosilmiétd toisin kuin RC-
piireissid. Vakio A lasketaan jilleen alkuehdon perusteella: Iy o = i (0) = 0.

E E
Mm:§+m4:o:A=—E (34)
E i
; — _ L/R
i) = (1 e ) (35)
dir, ot
l/lL(t) :LE =Fe LR (36)

Jos alkuvirta ei jostain syysti olisi nolla, pysyisivit aikavakio T ja kerroin
B ennallaan, mutta vakio A muuttuisi, kuten kondensaattorinkin tapaukses-
satA=1Io— %. Alkuvirta ei kuvan piirissd voi ilman lisdjérjestelyjd olla
muuta kuin nolla. Kelan mahdollinen alkuvirta voisi korkeintaan tulla sel-
laisesta piirin osasta, joka irrotetaan heti kytkimen sulkemishetkelld. Virta
i.(¢) kasvaa tai pienenee eksponenttikédyréd pitkin alkuarvosta /o loppuar-

voon E /R (kuva 9).
ur IL,
E E |- — — = — = Sevevseve
. Rp o eeee™
fof”
) "u..,..“ _t _t

Kuva 9. Virran kytkeminen kelaan eli kelan energiavaraston lataaminen. Vertaa
kidyrid kondensaattorin lataus- ja purkauskiyriin.
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Kuten huomaat, on kelan virta kytkentdhetkell (aina) jatkuva
iL(07) =iL(07) = iL(0) = I (37)

mutta jinnite on epdjatkuva, kuten kelassa yleensékin:

(38)

u (07)=0
E (39)

ML(0+)

1.8 Kelan energiavaraston purkaminen

Edellisen kohdan piiriin voidaan jatkuvassa tilassa liittdd kelan rinnalle
vastus R, ilman, ettd tapahtuu muutosilmi6téd, koska kelan jatkuvan tilan
jannite U, = 0. Vaikka jénniteldhde irrotetaan timaén jdlkeen piiristd, ei vir-
ta heti katkea, koska kelan on ensin tyhjennettivé energiavarastonsa. Ole-
tetaan, ettd ennen kytkimen avaamista muutosilmiot ovat jo tasoittuneet.
Kytkimen avaamisen jilkeen kela pyrkii jatkamaan virran kulkua, nyt vas-
tuksen R, ldpi. Nollataan kello samalla hetkelld, kun kytkin avataan (kuva
10). Télloin uuden tarkastelun alkuhetkelld kelan virta on sama kuin edel-
lisen tarkastelujakson lopussa

U E-U. U. E

ho=ij——= = =
=178 ""R R R

(40)

/|
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Kuva 10. Kelan virran katkaisu. Oikealla piiri kytkimen avaamisen jilkeen.

di !
up, = L% = —Ryip, —iL(t)=Ae * (41)
A t t
—L¥ e T = —RyAe < (42)
L
=T=— (43)



14 1.9 Diracin deltafunktio on héiriopiikki

Vakio A saadaan jdlleen alkuehdon perusteella

iL<O) = Aeio =A=1hp (44)
tR2
iL(Z‘) =hope T (45)
IR
u (t) = —Rayip. = —Rolige ™ T (46)

Huomaa, ettd kelaan syntyy eksponentiaalisesti vaimeneva jiannitepulssi,
kunnes virta on "kulunut" loppuun (kuva 11). Tama siitd huolimatta, ettd
piirissd ei endd kytkimen avaamisen jilkeen ole jiljelld jinniteldhdetta.

iL ML?

Io |-,

ooot‘.........' > t

Kuva 11. Kelan virta ja jiannite kytkimen avaamisen jilkeen; virta jatkaa vield
kulkuaan, vaikka jdnniteldhde on irrotettu piiristi!

1.9 Diracin deltafunktio on hairiopiikki

Tarkastellaan edelld ollutta piirid ilman vastusta R,. Mikali kytkin nyt ava-
taan, ei virta pididse endd kulkemaan mitdédn reittid. Kelan jannite kohoaa
impulssimaisesti itseisarvoltaan hyvin korkeaksi, koska virran derivaatta
on

di_O—IL()_
d 0s

—oo (47)

Tarkasti ottaen kyseessid on askelfunktion distribuutioderivaatta, ns.
Diracin (Paul A. M. Dirac) deltafunktio d(¢). Tilloin kela siteilee ener-
giansa ilmaan, miké aiheuttaa suurtaajuisia héiriditd (my6s Marconin len-
nitin toimi ndin) tai jopa valokaaren (ilma ionisoituu ja alkaa johtaa sdh-
ko).
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A > X
— Ld(¢) — CS(1) L D AN\
Ai

Kuva 12. Impulssifunktion syntyminen, kun kelan virta katkaistaan tai jdnnit-
teellinen kondensaattori oikosuljetaan. Oikealla "hdiridsuojaus" kelan rinnalle
asetetulla diodilla. Kytkimen ollessa kiinni kulkee tasavirta vain kelan lédpi, koska
diodi on estosuunnassa. Kun kytkin avataan, purkaa kela varastoimansa energian
diodiin. Diodi estdd Diracin deltafunktion eli jinnitepiikin syntymisen. Diodin
tilalla voi joskus olla vastus.

Mikaili kelan virta katkaistaan yht’dkkisesti, syntyy siis korkea jénni-
tepiikki. Teoreettisesti tarkasteltuna (¢) on ddrettomin korkea, mutta d4-
rettdmén kapea pulssi, jonka pinta-ala on yksi. Deltafunktion yksikkod on
1/s. Ilmi6té kédytetddn hyodyksi mm. loistelamppujen sytyttimissé; lamppu
syttyy korkean jannitepulssin seurauksena. Myds kondensaattorissa syntyy
vastaava virtapiikki, jos sen jdnnite oikosuljetaan (kuva 12).

Puolijohdekomponentit pitdd suojata piirissi mahdollisesti syntyvii
ylijdnnitettd vastaan. Esimerkiksi releen tai tasavirtamoottorin kiimin vie-
reen (H-sillassa kytkimien viereen) jédrjestetddn virralle ylimédérdinen kul-
kureitti. Tdhédn kiytetddn usein diodia (kuva 12), joka normaalitilanteessa
on estosuunnassa. Jos diodi korvattaisiin vastuksella, kulkisi osa kdamiin
tulevasta virrasta sen kautta, ellei kd@miresistanssi ole hyvin pieni.

Yksi Diracin deltatunktion sovellus on piirin impulssivasteen lasken-
ta. Diracin deltafunktion eli impulssifunktion voidaan katsoa olevan yk-
sinkertaisin mahdollinen signaali. Kun impulssi syotetdin piirin sisddnme-
noon, saadaan hyvi ja pelkistetty kuva laitteen toiminnasta tutkimalla 1dh-
don vastetta. Digitaalisten suodattimien toiminta perustuu siihen, etti jat-
kuva signaali muutetaan ensin ndytejonoksi. Jokainen niyte erikseen edus-
taa deltafunktiota, jonka korkeus tai niytetiheys on verrannollinen signaa-
lin hetkellisarvoon.

1.10 RLC-piirien muutosilmiot

LC- ja RLC-piirien muutosilmiditd joudutaan késitteleméén 2. kertaluvun
differentiaaliyhtélilld. Tarkastellaan kuvan 13 resonanssipiirid, joka kyt-
ketéddn tasajdnniteldhteeseen hetkelld r = 0.
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Kuva 13. Virta i kulkee kytkimen sulkemisen jilkeen niin kauan, ettd konden-
saattori ehtii varautua jannitteeseen E. Virran aaltomuoto riippuu lukuarvoista.

Kirjoitetaan piirille kytkimen sulkemisen jilkeen differentiaaliyhtalo.
oodi 1t
E:uR—I—uL+uc:Rl+L—+—/zdt+Uco (48)
d  ClJo

Integraalitermi voidaan haluttaessa poistaa yhtédlostd derivoimalla yhtilo
puolittain (vakion Ucg derivaatta on nolla).
di d% i
O0=R—+L—+— 49
dr + dr? + C “49)

Niin syntyy toisen kertaluvun differentiaaliyhtédl6. Yhtédlon ratkaisun muo-
to riippuu lukuarvoista. Vaikka Ucq hdvidd yhtdlostd, se vaikuttaa loppu-
tulokseen alkutilan reunaehtojen kautta. Téssé kirjassa ei kisitelld tarkem-
min toisen kertaluvun differentiaaliyhtiloiden yleistd ratkaisemista. Kun
yrite on tiedossa, on vakioiden ratkaiseminen kuitenkin melko helppoa si-
joittamalla yrite differentiaaliyhtdloon.

Virihtelyehto sekd yhtédlon ratkaisu (kuva 14) voidaan helpoimmin
johtaa Laplace-muunnoksen avulla. Ratkaisuja on kolme erilaista riippuen
vastuksen suuruudesta:

1. Alikriittinen vaimennus

E L
i(t) = —Le*£’sin(wt) josR < 2\/; (50)

.

2. Kriittinen vaimennus

E R L
i(t) = —te 2L’ josR=124/—= 51
)= e isk=2/% 1

3. Ylikriittinen vaimennus

E L
i(t) = 2k_Le_£t (ek’ —e_kt> jos R > 2\/2 (52)
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1 R\’

R\* 1

Sopivilla lukuarvoilla tasajdnnitelihde voi synnyttdd eksponentiaalisesti
vaimenevan sinimuotoisen virihtelyn (50). Jos vastus on liian suuri, syn-
tyy vain yksittdinen pydristynyt pulssi; virta kasvaa ensin hiljalleen mak-
simiinsa ja kaartuu sitten takaisin kohti nollaa (51-52).

Edelld olevien lausekkeiden ohella toisen kertaluvun differentiaaliyh-
tdlon ratkaisuna voi olla eksponentiaalisesti vaimenevan sinin ja kosinin
summa. Ratkaisussa voi lisiksi olla summattava vakiotermi.

Varahtelypiiri C=1F, L=4 H, E=5V, R=2,4,6 Jannitteen uc muutosilmio E=5V, R=2,4,6
150 APLAC 8.40 User: Helsinki University of TechnologyTue Oct 21 2008 600 APLAC 8.40 User: Helsinki University of TechnologyTue Oct 21 2008

iIA uc/v /\

1.00 450 /| e ——
\\ /
0.00 150

-0.50- 0.00-
0.000 5.000 10.000 15.000 20.000 0.000 5.000 10.000 15.000 20.000
s s

5V
R=4

R=6 R=4 R=6

R=2 R=2

Kuva 14. RLC-piirin virta ja jdnnite (uc) ajan funktiona kuvaan merkityilld
lukuarvoilla. Jos vastus on riittdvin pieni (R < 2\/l% ), syntyy vaimeneva virdh-
tely. Suuremmilla vastusarvoilla syntyy vain yksi pulssi, joka lataa kondensaat-
torin jiannitteeseen E. Kriittinen vaimennus (R = 4 Q) tuottaa nopeimman vasteen.

Kuvan 14 verhokiyri vastaa virran muutosilmiotd kuvassa 15.
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Verhokayra (R=2)
300 APLAC 840 User: Helsinki University of TechnologyTue Oct 21 2008 \

2,00 =0 R ;
1,00 E e

\

0.00

-1.00-
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t/s

Kuva 15. Viridhtelyn verhokdyrd on eksponentiaalisesti vaimeneva. Huomaa, etti
funktion maksimikohdat osuvat hieman eri kohtiin kuin sinin maksimit, ja siksi
verhokéyri ei kulje tasmilleen huippujen kautta. Virihtelytaajuus on pienem-
pi kuin piirin resonanssitaajuus. Oikealla keinotekoinen piirimalli edelld olleen
verhokiyriin laskemiseksi: R = oL, C = T/R = 2L/R°.

Vaihtovirtapiirin muutosilmio on esitetty kuvassa 16

Konkan jannite ajan funktiona, 1V, 1 Hz
APLAC 8.40 User: Helsinki University of TechnologyMon Oct 20 2008

/\ a
z.m% \ |/
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-1.20 \/
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kytketty sini jatkuvatila

Kuva 16. Hetkellii 1 = ( %?tkettéivéi siniaalto saavuttaa lopullisen aaltomuotonsa
vasta, kun muutosilmi6 (eksponenttikdyrd) on mennyt nollaan.



