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Esipuhe

Téama kirja on syntynyt kirjoittajan TKK:ssa (my6hemmin Aalto-yliopistossa)
pitdmien matematiikan luentojen pohjalta vuosina 2000-2013. Kirja on aiem-
min ilmestynyt kaksiosaisena kattamaan TKK:n ensimmaisen lukuvuoden laajan
matematiikan peruskurssit I-I1.

Yliopistotasoisen (varmaan muunkin tasoisen) matematiikan perusopetuksen uu-
distaja joutuu vaistaméatta monien vaikeiden kysymysten ja valintojen eteen. Toi-
saalta matematiikka tuntuu olevan kuin kirkko, jossa perustotuudet ovat pysyvia
ja liturgisiakin muutoksia vastustetaan kiivaasti. Toisaalta kuitenkin ympéaroiva
maailma muuttuu koko ajan ja muutospaineet kohdistuvat ennen pitkda myos
matematiikkaan. Kirjoittaja on erityisesti joutunut pohtimaan, millainen pitkén
aikavilin vaikutus tietokoneilla ja tehokkailla laskimilla mahdollisesti on mate-
matiikan opetukseen yliopistotasolla. — Kun numeerisia ja symbolisia manipu-
laatioita voi suorittaa kitevasti koneella, niin millainen on se matematiikan taito,
jota pitéisi opettaa ihmisille? Olisiko ehké syyté korostaa aiempaa enemmén ma-
tematiikan kaytannollistd puolta ja sovelluksia? Vai pédinvastoin matematiikkaa
puhtaana abstraktin ajattelun taitona?

Jaakoon lukijan paateltaviksi, onko mainituilla mietteilla ollut lopputulokseen
jokin vaikutus (ja jos, niin minki suuntainen). Mainittakoon kuitenkin yksi télle
oppikirjalle ominainen, matematiikan vakiintuneesta opetusperinteesta poikkeava
piirre: Kirjassa esitellidn lukujen muodostamat lukujonot ja sarjat heti aluksi,
jolloin reaaliluvut voidaan méaritella sellaisina kuin ne laskimien ja tietokoneiden
maailmassa ‘nékyvat’ eli ddrettomina desimaalilukuina.

Kansainvélisena vertailukohtana télle kirjalle voi mainita amerikkalaiset Calculus-
kirjat. Naihin verrattuna tamaé kirja on tavoitteiltaan kunnianhimoisempi. Pyr-
kimyksend on esittdd aivan perusteista lahtevi, yhtendinen ja loogisesti etene-
va, johdatus matematiikan perusideoihin ja moderniin laskutekniikkaan. Loogista
aukottomuutta silmélla pitden abstraktiotasoa on paikoin nostettu tyypillisesté,
esim. mainituille Calculus-kirjoille ominaisesta 'katutasosta’. Kirja onkin tarkoi-
tettu melko vaativalle yleisolle, jolle matematiikka on paitsi laskutekniikkaa ja
'kaavoja’ myos alyllinen haaste ja aito kiinnostuksen kohde.
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Otaniemen kotikentélla tdmén kirjan edeltdjia ovat apulaisprofessori Harri Rik-
kosen 1960- ja 1970-lukujen vaihteessa ja lehtori Simo K. Kiveldn 1980- ja 1990-
luvuilla kirjoittamat suomenkieliset oppikirjat tai luentomonisteet. Perinteen vai-
kutus nédkyy myos téssd kirjassa — perinteestd on todella vaikea irrottautua.
Periméatiedon ohella hyvin hyddyllisid ovat olleet ne lukuisat eldvit keskuste-
lut, joita kirjoittaja on kiynyt TKK:n matematiikan laitoksen henkilokuntaan
kuuluvien kanssa. Monista kirjan syntyvaiheissa aktiivisista keskustelukumppa-
neista on syytd mainita erityisesti lehtori (nyk. emer.) Simo Kivel4, joka ansait-
see 'Latex-guruna’ vield erilliskiitoksen lukuisista matemaattista tekstinkasittelya
koskevista neuvoista ja teknisestd avusta. Kiitoksen ansaitsee myos lehtori Pekka
Alestalo kirjaamistaan yli sadasta kriittisestd kommentista vuodelta 2006, jolloin
hén toimi laajojen peruskurssien I-II sijaisluennoitsijana.

Kirjan ensimmainen, késin kirjoitettu versio syntyi lukuvuonna 2000-2001. Ko.
vuoden yleis66n kuulunut tekn. yo. (nyk. TkT) Antti H. Niemi tyosti tekstista
ensimmaisen tietokoneistetun version kesélla 2002. Kirjan muodon teksti sai en-
simmaisen kerran lukuvuonna 2005-2006. Uudistettuja painoksia on ilmestynyt
vuosina 2007 ja 2009. Nyt ilmestyvéssé 'lopullisessa’ versiossa on kirjan sisaltoa
edelleen korjailtu ja virtaviivaistettu, ja myos harjoitustehtévida on huomattavasti
muokattu.

Kirjoittajan ensi kosketus TKK:n laajaan matematiikkaan tapahtui opiskelijana
syksylla 1968. Silloista Matematiikan pitkda peruskurssia luennoi Harri Rikkonen
paarakennuksen D-salissa — samassa, jossa kirjoittaja piti ensimmaiset laajan
peruskurssin luentonsa 32 vuotta myohemmin. Noista ajoista on moni asia téata
kirjoitettaessa muuttunut: Enéé ei ole TKK:ta eikd (syksyn 2013 opetusuudis-
tuksen jdlkeen) endd laajaa matematiikkaakaan. Valitonta kurssikirjakdyttoa ei
talla kirjalla siis endd ole. Jaakoon kirja kuitenkin ainakin verkkojulkaisuna muis-
tuttamaan TKK:ssa omintakeisesti syntyneestd ja puoli vuosisataa jatkuneesta
laajan matematiikan opetusperinteesta.

Kiitdn Aalto-yliopiston Matematiikan ja systeemianalyysin laitosta taloudellises-
ta tuesta, joka on kannustanut oppikirjan viimeistelyyn viela emerituksenakin.
Koko luentoyleisoani syksysta 2000 kevidseen 2013 muistelen 1ammolla ja kiitdn
tdmén kirjan myota viela kerran myos kriittisestd palautteesta.

Helsingissa 15.6.2015

Juhani Pitkdranta
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Luku 1

Luvut ja lukujonot

"Jumala loi luonnolliset luvut — kaikki muu on ihmisty6td” oli saksalaisen ma-
temaatikon Leopold Kroneckerin (1823-1891) aforismi ja kannanotto koskien
matematiikan alkuperdd. — Epéilematta lukuméaraé tai jarjestystd kuvaavien
sanojen 'yksi’, ’kaksi’, jne eriytyminen luonnollisessa kielessé on ollut erés 1ahto-
kohta ja perusedellytys matematiikan syntymiselle. Merkkeja lukujen ja suhteiden
tajusta on sailynyt jopa 30 000 vuoden takaa, joten matematiikan voi perustellus-
ti katsoa olevan ihmisen kulttuurissa sui generis, omaa lajiaan. Kulttuuri-ilmiona
matematiikkaa voi jossain méadrin ymmartaéd rinnastamalla se muihin kulttuurin
lajeihin. Esimerkiksi jos tarkastellaan matematiikan historiaa ja kumulatiivista
rakennetta, tai kiyttotapoja, voi nahda monia yhtymékohtia muihinkin mahta-
viin ihmishengen ilmentymiin, erityisesti luonnollisiin kieliin ja tekniikkaan.

Matematiikkaa voi kuitenkin syvemmin oppia ymmartaméadn vain matematiik-
kaa opiskelemalla. Opiskelu aloitetaan téssé luvussa ’alusta’, eli (matemaattisen)
luvun Kkasitteestd. Luvun punaisena lankana on reaalilukujen konstruoiminen lah-
tien ’jarjellisista’ eli rationaalisista luvuista. Matematiikan historiassa reaaliluvun
késite on tasmentynyt lopullisesti vasta 1800-luvulla. Historiallisena ongelmana
— ja edelleen ongelmana opetuksessa — on késitteeseen viistaméttd (muodossa
tai toisessa) sisdltyvé 'loputtomuuden’ ajatus. Téssé tekstissd reaalilukuja ldhes-
tytdan rationaalilukujen muodostamien lukujonojen, ja naiden erikoistapausten,
adrettomien desimaalilukujen kautta. Reaaliluvun kasite tulee talla tavoin lii-
tetyksi ’oikeaan laskemiseen’ ja myoOs tavanomaisiin numeromerkintoihin. Paat-
tymattomat lukujonot tulevat jatkossa kiyttoon monessa muussakin yhteydessa.
Niihin perustuvat viime kddessé sekd monet laskentamenetelmét (algoritmit) etta
reaalilukuihin perustuvan matemaattisen analyysin eli reaalianalyysin kisitteet.
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I.1 Katsaus rationaalilukuihin

Luonnollisten lukujen joukkoa merkitsemme
N=1{1,2,3,4,...}.

Yleisemmin joukko (engl. set) koostuu alkioista (engl. element), joita joukon N
tapauksessa ovat luvut 1, 2, 3 jne. Merkinnét

8eN, oo¢N

luetaan ’kahdeksan kuuluu N:&an, 'dareton ei kuulu N:4an’, tarkoittaen yksin-
kertaisesti, ettd N:ssd on alkio nimeltd 'kahdeksan’” mutta ei alkiota nimelta ’&a-
reton’.

Joukko A ={1,2,3} on N :n osajoukko (engl. subset). Merkitaan
ACN tai NDA

ja luetaan ’A kuuluu/sisiltyy N :8&n’ tai 'N sisdltdd Am’. Yleisesti merkinté
A C B tarkoittaa, etté jokainen A:n alkio on my6s B:n alkio, toisin sanoen pétee

reA = x€B.

Téasséa '=" on logiikan symboleihin kuuluva nk. implikaationuoli: Merkinta P =
@ luetaan ’'P:sté seuraa (', tai 'jos P, niin Q°. Symboli 'C’ (kuuluminen osajouk-
kona) mééritelldén siis symbolin "€’ (kuuluminen alkiona) avulla. Jalkimmé&inen
symboli on nk. primitiivi, jota ei voi endd madritella muiden symbolien avulla.
Joukoista puhuttaessa voi siis merkintéja x € A tai © ¢ A pitdé kaiken loogisen
ajattelun lahtokohtana.

ESIMERKKI 1 Jos A ={2,1,1,2,1} ja B = {1,2}, niin A C B, silld jos = € A,
niin on joko z = 1, jolloin x € B, tai x = 2, jolloin mytskin = € B. Samalla
paattelylla ndhdaan, ettd pitee myos B C A. U

Jos joukoille A ja B péatee sekd A C B ettd B C A, kuten esimerkissé, niin
sanotaan, etti A ja B ovat (joukkoina) samat, ja merkitiin A = B.T Logiikan ja
joukko-opin merkintoja késitellidn hieman laajemmin Luvussa [.3. Todettakoon
tassa yhteydessa vield osajoukon maérittelyssa tavallinen merkinta

B ={xecA|E},

missé E on jokin ehto, joka jokaisen alkion x € A kohdalla joko toteutuu, jolloin
x € B, tai ei toteudu, jolloin z ¢ B.

TJos A C B, ja A ei ole sama kuin B, sanotaan ettii A on B:n aito (engl. proper) osajouk-
ko. Joissakin matemaattisissa teksteissd symbolilla ’C’ on tdmé& rajatumpi merkitys, jolloin
mahdollisuus A = B varataan merkinnéllda A C B. Téssé tekstissi siis pitee A C A.
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ESIMERKKI 2 Parilliset ja parittomat luonnolliset luvut méaritellaan N:n osa-
joukkoina

A={zeN|xz=2-y jollakiny e N} = {2,4,6, ...},
B={zeN|z¢gA} = {1,3,5, ...} O

Esimerkissid on jo viitattu luonnollisten lukujen joukossa (tunnetulla tavalla)
maéadriteltyihin laskuoperaatioihin, joita on kaksi:

yhteenlasku: z €N & yeN +— x4+yeN r plus y’
kertolaskw: zeN & yeN — z-y €N 'z kertaa y’

Téssd '&’ on logiikan merkinté, luetaan ’ja’ (formaalimpi merkintd 'A’), ja '+’
tarkoittaa listtdmistd: Lukuihin z ja y, eli Nin lukupariin, liitetdéan (yksikésittei-
nen) luku z + y € N, nimeltdén z:n ja ym summa, ja x -y € N nimeltdén x:n
ja ym tulo. Laskuoperaatio tarkoittaa siis yksittédisten lukujen x,y tapauksessa
liittamissaantod’, yleisemmin ‘liittdmissadnnostod’. Saannot voidaan ajatella jo-
ko joistakin yleisemmistd periaatteista (laskusddnnoistéd) johdetuiksi, tai ne voi-
daan ymmértaa pelkiastadn 'luettelona’, joka kattaa kaikki lukuparit. Kun yhteen-
ja kertolaskun sisélté on yhteisesti sovittu (ja peruskoulun oppikirjoihin painet-
tu), on luonnollisten lukujen perustalle rakennettu algebra’, jota merkittikoon
(N, +, ).

Seuraavat hyvin tunnetut peruslait ovat voimassa luonnollisten lukujen laskuo-
peraatioille:

L1 r+y=y+zx

L2 T Y=yY-x

Ly) z-(y-2z)=(z-y)-2

L5) z-(y+z2)=z-y+uo-z

(L1)
(L2)
(L3) z+(y+2)=(x+y) +=
(L4)
(L5)
(L6)

L6 z-1=x Vr €N

Téassa (L1), (L2) ovat vaihdantalait, (L3), (L4) ovat liitdntdlait ja (L5) on ositte-
lulaki. Viimeksi mainitulla on my6s rinnakkainen muoto

fAlgebra eli ’kirjainlaskenta’ on numeroilla laskemisen eli aritmetiikan abstraktimpi muoto.
Algebran kehitys alkoi arabikulttuurin piirissd 1. vuosituhannella jKr.
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(L) (z+vy)-z=x-2+4y-z

joka seuraa yhdistamélla (L2) ja (L5). Laissa (L6) 'V’ on logiikan symboli, joka
luetaan ’kaikille’. Tama laki ilmaisee, ettd luku 1 on kertolaskun nk. ykkdsalkio.
Kuten nahdéén jaljempéné, laskulait (L1)—(L6) ovat yhteisid monille algebroille.
Yleisemmissa tarkasteluissa ndmaé lait otetaankin usein oletetuiksi peruslaeiksi
eli aksioomiksi. T

Laskulaeissa (L1)—(L6) on oletettu normaalit jarjestyssadnnot laskuoperaatioiden
yhdistelylle, eli ensin lasketaan sulkeiden sisilla olevat lausekkeet, ja kertolaskut
aina ennen yhteenlaskuja mikali sulkeita ei ole. Huomattakoon, ettd téssa ei ole
kyse mistadn ylimadraisista olettamuksista, vaan esimerkiksi saanto

by = T+ (ye2)

on sulkeiden poisjéattosaénto, eli kyse on merkintdsopimuksesta. Samaa operaa-
tiota yhdisteltdessa on liitédntélakien (L3), (L4) perusteella tulos aina sama ope-
raatioiden jirjestyksestd riippumatta, joten sulkeet voidaan jattaé pois (merkin-
tasopimus!) ja kirjoittaa

r+yt+tar+..., Tr-Yy-z-...

Tavanomaisen lukujen algebran merkintdsopimuksiin kuuluu myo6s vapaus jattaa
kertomerkki merkitsemétta sikdli kuin sekaannuksen vaaraa ei ole:

roy=axy, v-2=2z, 2-(1+2)=2(1+2)=2-3+#23.
Perdkkiisid tuloja laskettaessa on saman luvun n-kertaisesta (n € N) kertolas-

kusta tapana kayttda nimitysté potenssiin korotus ja kayttdd merkintad

.(3;. ; = " ‘x potenssiin n”  (n € N).
n kpl

TLuonnollisten lukujen tapauksessa laskulait (L1)-(L6) ovat johdettavissa luonnollisten lu-
kujen perustana olevista Peanon aksioomista. Aksioomat esitti italialainen matemaatikko
Giuseppe Peano (1858-1932) vuonna 1889. Peanon aksioomat luonnollisille luvuille ovat:
(P1) 1 € N. (P2) Jokaisella # € N on yksikisitteinen seuraaje ' € N. (P3) Luku 1 ei ole
minkddn = € N seuraaja. (P4) Jokainen z € N on korkeintaan yhden luvun seuraaja, ts. jos
xz,y € Njaa' =y, niin x = y. (P5) Jos S C N ja pétee (i) 1 € S ja (ii) 2’ € S aina kun z € S,
niin S = N. Aksioomassa (P2) esiintyvd luvun seuraaja on tavanomaisen kielenkdyton mukaan
'seuraava luku’. Aksiooman (P3) mukaan luku 1 on luonnollisista luvuista ’ensimméinen’, sen
sijaan 'viimeistd’ lukua ei ole, koska jokaisella luvulla on seuraaja (aksiooma (P2)) eikd mikddn
luku voi esiintyé seuraajaketjussa kahdesti (aksioomat (P3) ja (P4)). Luonnollisia lukuja on siis
ddrettomin monta. Aksiooma (P5) asettaa nk. induktioperiaatteen, ks. Luku 1.4 jaljempéna.

Luonnollisten lukujen yhteenlasku ja kertolasku mééritellddn aksioomiin (P1)—(P5) perus-
tuen asettamalla kummallekin laskuoperaatiolle kaksi aksioomaa. Naiden perusteella minka
tahansa halutun laskuoperaation tulos on méaérattavissa lukujen 1, 1’/ = 2, 2/ = 3, jne avulla.
Yhteenlaskun aksioomat: (Y1) =z +1 =2, (Y2) z+y = (z +y)’. Kertolaskun aksioomat:
(K1) = (L6), (K2) z-¢y =z-y+ .

4
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Kokonaisluvut Z

Kokonaislukujen joukko Z on ensimmaéainen askel siinéd ’ihmistyosséd’, jossa luku-
jarjestelmad pyritddn laajentamaan lahtékohtana luonnolliset luvut. Laajennus
koostuu kahdesta osa-askeleesta, joista ensimméinen on luvun nolla (el mitdéan’)
ja toinen vastaluvun (‘'montako puuttuu’) kiyttoonotto. Nédiden ajatusten tulok-
sena syntyvaa lukujoukkoa merkitdan

Z={..-2-1,012 ...} = {0,+1,£2, ...}

Lukualueen laajennus tehdaan aksiomaattisesti olettamalla seuraavat lisdaksioo-
mat, jotka siis ovat voimassa Z:ssa mutteivat N:ssi.

(L7)  On olemassa [uku 0, jolle pitee z+0=z V x € Z.

(L8)  Jokaisella x € Z on vastaluku — z, jolle pétee x + (—x) = 0.

Lyhennysmerkinta
x4+ (—y)=x—y 'z miinus y’

tuo Z:aan uuden laskuoperaation, vihennyslaskun, jonka tulos on nimeltdan lu-
kujen = ja y erotus. Téssa on siis kyse yhteenlaskun ja 'merkinvaihdon’ z — —x
(jonka voi my6s tulkita laskuoperaatioksi) yhdistamisesté.

Kokonaisluvuilla laskettaessa pidetéddn selvioné, ettd luku 0 samoin kuin vastalu-
vut —1, —2, ... ovat yksikésitteisid. Tuttuja ovat myos laskusdannét —(—z) = =,
0-2=0 ja (—1)-x = —z. N&itéd oletuksia / laskusééntoja ei tarvitse kuitenkaan
sisallyttaéd kokonaislukujen aksioomiin, silld ne ovat aksioomien seurauksia:

LAUSE 1.1.1 T Kokonaisluvuille pitee aksioomien (L1)—(L8) perusteella:

(a) Luku 0 on yksikésitteinen, samoin vastaluku —z jokaisella = € Z.
(b) —(—x) =z Vz € Z.

(c) 0-z=0 VxeZ

(d) (=1)-z=—z Vx €Z.

fKun matemaattisessa tekstissd halutaan nostaa esiin jokin selkeisti muotoiltu, tosi véitté-
maé, esim. siksi ettd vaittdméaan halutaan my6hemmin viitata tai kun halutaan korostaa tuloksen
uutuusarvoa, kiytetdin nimityksid Lause eli Teoreema (engl. Theorem), Propositio (engl. Pro-
position), Apulause eli Lemma (engl. Lemma) ja Seurauslause eli Korollaari (engl. Corollary).
Téssé tekstissa kiytetddn (hieman epdjohdonmukaisesti) nimityksid Lause, Propositio, Lemma
ja Korollaari. Propositio on lausetta vahdarvoisempi tai sisalloltddn teknisempi vaittama —
nimitysté kiytetdan lahinna, kun halutaan luokitella lauseita niiden painoarvon mukaan. Lem-
ma on yleensd vélietappi jonkin lauseen/proposition todistamisessa ja korollaari jo todistetun
lauseen tai proposition suoraviivainen seuraamus.
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Lause 1.1.1 tulee todistetuksi seuraavassa luvussa osana yleisempéad lausetta, jo-
ten tyydytédédn téssd todistamaan ainoastaan helpoin osavéittdmé (b): Koska ak-
sioomien (L1) ja (L8) mukaan on

—r+z=x+(-z)=0,
niin vastaluvun mééritelméan mukaisesti on —(—z) = z. O

ESIMERKKI 3 Lauseen 1.1.1 laskusédénnot (b) ja (d) yhdistdmalld ndhdéén, etta
() () =—(-1=1 O

Lukujarjestelmat

Kokonaisluvut on kiiytdnnossé ilmaistava jossakin lukujarjestelmdassd. Tavanomai-
sin, matematiikan ’didinkieleksi’ vakiintunut on kymmenjdrjestelmd (engl. deci-
mal system), jossa kirjoitetaan

1+1 = 2 ’kaksi’,
241 = 3 ’kolme’,

8+1 =9 ’yhdeksan’,

9+1 = 10 ’kymmenen’.
Téassé merkit 0...9 ovat kymmenjiarjestelman numerot (engl. digits, lat. digitus
= sormi,varvas). Luku 'kymmenen’ on luonnollisista luvuista ensimmaéinen, jolla
ei ole ko. jarjestelméissd omaa symbolia, vaan se merkitdan yhdistelméné ’yksi

nolla’. Taméa on jarjestelmén kantaluku. Kymmenjarjestelmén luvut ilmaistaan
tamén jalkeen symbolisesti muodossa

r = eabed... € 7,
missé e on etumerkki (engl. sign), e = + tai e = — (’tyhjd’ = +), ja a,b,¢,d, . ..
ovat kymmenjéarjestelman numeroita. Numeroiden lukuméarasta riippuen tulkin-
ta on

ea = +a, eab=+(a-10+0b), eabc=+(a-10>+b-10+¢), jne.

Tésséa etumerkki on e:n mukainen.’

"Lukumerkinnén tulkinnan mukaisesti on +£0abc.. = =abe.., ts. ’etunollat’ eiviit vaikuta
luvun tulkintaan.
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Yleisemmin jos lukujérjestelmén kantaluku on luku & € N, k 2 1, niin tdmén
k-jirjestelmdn luvuilla 0,1, ...,k — 1 on oltava kullakin oma numeromerkki.” Jos
a, b, c,...ovat téllaisia merkkeja, niin luku z = eabcd . . . tulkitaan samoilla sdén-
no6illa kuin edelld. On huomioitava ainoastaan, etté luku "10° ei nyt ole '’kymme-
nen’, vaan talld tarkoitetaan lukua 1 -k + 0 = k. Kantaluvun merkki on siis aina
’10’, sen sijaan dantamistapa (esim. ’kymmenen’,’tusina’,’tiu’) on sovittava erik-
seen kussakin lukujérjestelméssé (ja kussakin kielesséd). Ellei mitaén ole sovittu,
on luettava ’yksi nolla’. Lukujarjestelmista kaikkein yksinkertaisin numeromer-
kistoltaan on binaarijdrjestelmd, jossa kantalukuna on 'ykkosesta seuraava’ eli 2.
Binaarijarjestelméan numeroita eli bittejd ovat vain 0 ja 1.

ESIMERKKI 4 Kymmenjarjestelméan luku 1253 voidaan lukea "yksi kaksi viisi kol-
me’, jolloin ainoastaan dannetddn luvun 'nimi’. Lukutavassa 'tuhat kaksi sataa
viisikymmenté kolme’ annetaan jo luvulle tulkinta: 1253 = "tuhat plus kaksi ker-
taa sata plus viisi kertaa kymmenen plus kolme’. Téssé ’sata’ ja 'tuhat’ ovat suo-
men kielessi sovittuja (ja kouluissa opetettuja) déntamistapoja luvuille 100 = &2
ja 1000 = k?, kun k = ’kymmenen’. [

ESIMERKKI 5 Lausu kymmenjérjestelmén luku 11 binaarijarjestelméssa.

Ratkaisu Kymmenjirjestelméssi voidaan kirjoittaa 11 = 1-234+0-224+1-2+ 1.
Binaarijarjestelman esitysmuoto saadaan tésta kirjoittamalla merkin 2’ tilalle
107

11 = 1-10°+0-10°+1-10+1 = 1011 (binaarijirjestelms). O

ESIMERKKI 6 Laske 7-jarjestelmén lukujen 145 ja 66 summa ja muunna tulos
kymmenjarjestelméan.

Ratkaisu Kun merkitddn & = 7, niin laskulakeja (L1)—(L6) soveltaen saadaan

1454+66=(1-k*+4-k+5)+(6-k+6)
=1-k*+(4+6)-k+ (5+6)
=1k +(1-k+3)-k+(1-k+4)
=(1+1)-kK+3B+1)-k+4
=2k +4-k+4
— 244,

Kymmenjirjestelméssi ilmaistuna lopputulos on 2- 72 +4-7+4 =130. O

tLukujérjestelmien idea keksittiin Kaksoisvirranmaassa noin 4000 vuotta sitten. Varhaisim-
missa jarjestelmissd kantaluku oli 60. Numeromerkit olivat nuolenpaémerkkien yhdistelmia.
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Rationaaliluvut Q

Siirryttéessa Z:sta rationaalilukujen joukkoon Q tarvitaan endd yksi lisdaksioo-
ma

(L9)  Jokaisella = # 0 on kddnteisluku ! siten, ettd x -z~ ' = 1.

Lyhennysmerkinté
:1:~y’1:3:/y:E 'x per y’
Y

maédrittelee neljannen laskuoperaation, jakolaskun, jonka tulos on nimeltdan lu-
kujen x ja y osamddrd. Jakolaskussa on siis kyse kidntdmisoperaation’ y s y =1
ja kertolaskun z,y~! + x - y~! yhdistdmisesti. Sanotaan, ettd luku z on tis-
sé operaatiossa osoittaja ja luku y on nimittdjd (engl. numerator, denominator).
Jakolaskun mééritelmén ja aksioomien (L2), (L6) perusteella on

rt=rt 1=1-2""=1/z.

Kun lukujoukkoa Z laajennetaan siten, ettd laajennetussa joukossa Q patevit
aksioomat (L1)-(L9), on tuloksena uusi algebra, jota merkitaan (Q,+,-). Ak-
siooman (L9) ja jakolaskun maédritelmén mukaisesti Q:n alkioita ovat ainakin
luvut muotoa = = p/q, missd p € Z ja q € N. Osoittautuu (ks. Esimerkki 7 alla ja
Harj.teht. 7), ettéd lahdettédessd mainittua muotoa olevista luvuista ovat laskuope-
raatioiden = — —x, x+— 27!, z,y— x+y ja x,y — x -y aina samaa muotoa,
eli muun tyyppisia lukuja ei Q:ssa ole. Rationaalilukujen joukko QQ voidaan siten
madritella

Q={z=p/glpeZ & qeN}

Aksioomista (L1)-(L9) voidaan johtaa rationaalilukujen kaikki normaalit las-
kusddnnot. Seuraavassa kaksi esimerkkid (ks. myos Harj.teht. 7).

ESIMERKKI 7 Vedoten aksioomiin (L1)—(L9) ja Lauseeseen 1.1.1 perustele ratio-

naalilukujen laskusadnnot
1 1 1

0
a) — =20 e N), b) —— = — ,q2 € N).
) q (q ) ) 1 Qg2 q192 (Ch © )

Ratkaisu a) Léhtien rationaaliluvun mééritelmésta ja vedoten Lauseen I.1.1 vait-

taméén (c) sekd aksioomiin (L4), (L9) ja (L6) padtellaan:
0/g=0-q""=(0-q) ¢

(g-a7")

I
o o o
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b) Viitetddn, ettd ¢, gy ' = (qug2)™", ts. ettd y = ¢ '¢; " on luvun = = qi¢s
kadnteisluku. Tarkistus:

zoy=(ne) (¢'¢")=(ae) (@'a")
= (g )ar!
— QI . 1 . qfl
= qlql_1 =1.
Téssd vedottiin aksioomiin (L2), (L4), (L9) ja (L6). O

Kun kéanteisluvun potenssiin korotuksessa sovitaan merkinnésta
("= 2" neN,

voidaan z~! lukea myds ’z potenssiin miinus 1’. Aksioomat (L2), (L4), (L6) ja
(L9) huomioiden seuraa myos

m+n k O
r#0 & mneZ & mn#0 = xm.xn:{x , kun m+n #0,

1, kun m+n =0.

Taman sdaannon yksinkertaistamiseksi on luontevaa maéaritella:

=1, kuinz#0 (z€Q).

Talloin saadaan yleiset laskusadannot

gha" =™, "yt = (ay), (@) =2"", z,y#0, mn€L

My6s 0" = 0 V n € N. Sen sijaan méiirittelemittd jadvit 00 ja 07", n € N,
syysta ettéd O:lla ei ole kiédnteislukua.

Q:n jarjestysrelaatio

Rationaaliluvut voidaan tunnetulla tavalla myos jdrjestda, eli voidaan maaritella
jarjestysrelaatio
< : ’pienempi kuin’.

Télloin syntyvaé algebraa voidaan merkitd (Q, +, -, <). Jarjestysrelaatioon liite-
tddn seuraavat yleiset aksioomat (eli oletetut peruslait):
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J1

Vaihtoehdoista {z < y, * =y, = > y} on voimassa tdsmélleen yksi.

J2 r<y & y<z = zr<z

(J1)
(J2)
(J3) <y = z+z2z<y+z Vz
(14)

x>0 & y>0 = x-y >0.

Tésséd merkintd > y ("z suurempi kuin y’) on merkinnén y < x vaihtoehtoi-
nen muoto. Kaytannossa vertailusta selvitdan nopeimmin kidyttamalla laskula-
keja (L7),(L8) ja (L1), silld néistd ja aksioomasta (J3) on péadteltévissa, ettd
patee

r<y & xz—y<0,

r=y & x—y=0,

x>y < x—y>0.

Téassa '« on logiikan symboleihin kuuluva ekvivalenssinuoli, joka voidaan tassa
yhteydessé lukea

P & Q : ’P tasmélleen kun Q’.

Ym. kriteerilla voidaan siis vertailukysymys x 7 y selvittdd tutkimalla, onko
luku & — y positiivinen (> 0), negatiivinen (< 0), vai = 0. Perusmuotoisesta
rationaaliluvusta « = p/q, (p € Z, q € N) puolestaan sovitaan, ettd vaihtoehdot
x > 0 ja z = 0 vastaavat vaihtoehtoja p € N ja p = 0, muulloin on z < 0. Tama
sopimus on mahdollinen, koska Esimerkin 7 laskuséénnon (a) mukaan luvut 0/¢
samastuvat lukuun 0:

0 0
0 = 1 =3 =
Toisaalta muita luvun 0 esiintymismuotoja ei Q:ssa ole, silld jos x = p/q = 0, niin
seuraa (p/q)-q=p=0-q =0 (aksioomat (L4), (L2), (L9), (L6) ja Lauseen I.1.1
viittdma (c)). Aksiooma (J1) on néin ollen voimassa. My6s aksioomien (J2)—(J4)

voimassaolo on helposti padteltavissa (Harj.teht. 8).

Jarjestys ja samastus ovat esimerkkejé (joukko—opillisista) relaatioista, joissa on
kyse joukon kahden alkion vélisesté ’suhteesta’. Jérjestykseen / samastukseen liit-
tyviéd relaatiosymboleja ovat mainittujen lisiksi myos '#£’, ’<’ ja '>’, jotka méaa-
ritelldan

r#y < eipide z=y,

r<y & <y tal xz=y,

x>y & x>y tal x=y.

Merkintéd P < () voidaan téssd lukea 'P tarkoittaa samaa kuin Q).

10
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Summa- ja tulomerkinnit

Laskettaessa perédkkain yhteen tai kerrottaessa useita erilaisia lukuja on luvut
kitevidd numeroida eli indeksoida, jolloin voidaan kidyttad lyhennysmerkintoja.
Nama ovat

n
Summamerkintd.: 1+ ae+ ...z, = E T
i=1

n
Tulomerkinta: Ty Tog: oo ~ X, = | | x;
i=1

Summamerkinndssd symboli ¢ on nimeltdan summausindeksi. Tamé saa yleen-
sé (el aina) kokonaislukuarvoja, jolloin symboli valitaan tavallisimmin joukos-
ta {7, , k,l,m,n}. Koska kyse on vain lyhennysmerkinnésté, ei symbolin valinta
luonnollisesti vaikuta itse laskutoimitukseen:

n n n
E a; = E a; = E Qp = ...
i=1 j=1 k=1

Perékkéisissé tuloissa sanotaan kerrottavia lukuja tulon tekijoiksi (engl. factor).
Kokonaislukujen perikkéisiin tuloihin liittyy termi n-kertoma (engl. n-factorial),
joka merkitdan n! ja méaritellddn

o=1, 1'=1, nl=1-2....n =[]k n=23 ..
k=1
HARJOITUSTEHTAVIA

1. Néyté, ettd seuraaville joukoille pitee A = B, eli A ja B ovat joukkoina
samat:
a) A={3n+2|neZ}, B={3n—-T|neZ}
b) A={Tn+3|neZ}, B={m—-32|nei}

2. Vedoten aksioomiin (L1)—(L8) ja Lauseen I.1.1 véittdmiin perustele koko-
naislukujen laskusédénnét a) —z + (—y) = —(x +y), b) (—z) -y = —x -y,
c) (=2)-(-y) =z-y.

3. Muodosta kantalukuja k = 2, k = 3 ja k = 4 vastaavien lukujarjestelmien
kertotaulut.

11
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12

4. Tusinajérjestelméssé on kymmenjarjestelman merkkien liséksi kdytossa nu-

meromerkit (vasemmalla kymmenjérjestelmén merkinté)

10 =< ’ruutu’
11 =0 ’hertta’
12 =10 ‘’tusina’ (kantaluku)

Muunna kymmenjarjestelméan luku 155 tusinajarjestelméaén ja tusinajarjes-
telmén luku 9G07Q kymmenjarjestelméan.

. Suorita kymmenjérjestelmédn muuntamatta seuraavat tusinajérjestelmén

(ks. edellinen tehtdvd) laskuoperaatiot:

a) QOO+ GO0 b) 247198 <) 2334

. Rusinajarjestelméssa kymmenjérjestelmén luku 7 d&nnetdéan 'rusina’, luvut

1...6 merkitddn ja dannetddn kuten kymmenjarjestelmassd, ja rusinajar-
jestelméan luvut 100 ja 1000 dannetdéan 'pulla’ ja 'kakku’. Miten merkitdan
ja lausutaan kymmenjéarjestelmén luku 2331 rusinajirjestelméssa?

. Seuraavissa rationaalilukujen laskuséédnnoissé on tulos esitetty rationaali-

luvun perusmuodossa olettaen, ettd p,pi1,p2 € Z ja q,q1,q2 € N. Peruste-
le sddnnot vedoten aksioomiin (L1)-(L9), Lauseeseen 1.1.1 ja Esimerkin 7
laskusaantoihin.

a) Supistus (lavennus): (p-m)/(¢-m) =p/q, m € Z, m #0.
b) Vastaluku: — (p/q) = (—p)/q.

Kt otslul ) a/p josp €N,
¢) IKemeisiuku:{p/o) { (—)/(=p), Josp &N, p£0.
d) Yhteenlasku: pi/q1 + p2/qe = (12 + p2q1)/(q1G2)-
e) Kertolasku:  (p1/q1)(p2/q2) = (p1p2)/(q142).

. Vedoten tehtavan 7 laskusdantoihin ja rationaalilukujen jarjestysrelaation

méaritelméin niyta, ettéd jarjestysrelaatiolle ovat voimassa aksioomat (J2),

(J3) ja (J4).

. Ratkaise Q:ssa seuraavat yhtalot / epayhtdlot mahdollisimman yksinkertai-

seen muotoon. Perustele laskun vaiheet aksioomilla (L1)-(L9), (J1)-(J4)!
a) 20 +7=9x—4 b) t+2<2+1
c) (x+1)/(x—2)=4 d) 2z—-1)/3z+2)>3
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10.

11.

12.

13.

a) Néyta, ettd seuraavat paattelysddnnot ovat patevia sekéd kokonaisluvuille
(xp € Z) etté rationaaliluvuille (z; € Q). Voit vedota seké aksioomiin etté
niistd johdettuihin laskusédéntoihin (Lause 1.1.1, Tehtéva 7).

[[zx=0 & 2,=0 jollakin ke {1,...,n}.

n
Ha:k <0 <« pariton méara lukuja z; on negatiivisia, muut > 0.
k=1

Soveltaen a-kohdan pédatelmia ratkaise (Q:ssa:

b) 202 -3z —-2>0 c¢) 632" =322 <63  d) 92° > 169z

z+1 T 5 20+ 12
> f < 6
°) r—1 7 x+1 ) * g) 6o+

. > 13
e+

6x —7 —

Sievenni (ol. n € N)
S ()
—n 4 k
k=1 k=1
Kaksoissumma )7 | > 7™ ai; (n,m € N, a;; € Q) méiritelldan

Zza” Zz:<za”> - i(iaﬂ) - ZZ%

=1 jf ]71 =1 ], =1

a) Nayta, ettd téssd sulkeiden poisto ja jarjestyksen vaihto ovat todella
mahdollisia, ts. ettd kaksi keskimmaistéd lauseketta ovat samat.

) Sievenna: i i(ai +aj). c) Nayta: (Z ) Z Z a;a; .

(*) Summaa Y, _, ax sanotaan teleskooppisummaksi, jos ay = b1 — by Yk,
missa luvut b, £ =0...n 4+ 1, ovat tunnettuja.

a) Méaéarita teleskooppisumman arvo lukujen b, avulla.

b) Mistd nimitys teleskooppisumma?

c) Laske teleskooppi-idealla summat

n

- |
k=1

k=0

d) Nayta teleskooppisummien avulla: >} k? = %n(ZnQ +3n+1), neN.

13
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1.2 Kunta

Rationaaliluvut laskuoperaatioineen ovat esimerkki (toistaiseksi ainoa) algebralli-
sesta rakennelmasta nimelta kunta (engl. field, ruots. kropp, saks. Korper). Jos K
on jokin lukujoukko (voisi olla yleisempikin joukko), niin sanotaan, ettd (K, +, )
on kunta, jos ensinnakin

e Laskuoperaatiot =,y — x4y ja =,y — x -y on méadritelty yksikésitteisesti
Ve,y € Kjapiteexr+y e Kjaz- -y eK,

ja lisdksi seuraavat kunta-aksioomat ovat voimassa:

e Vaihdanta-, liitdnta- ja osittelulait

(K1) z4+y=y+z

(K2) z-y=y-=z

(K3) z+4+(y+z2)=(x+y) +=z
K4) z-(y-2)=(x-y) =2
(Kb) z-(y+z2)=z-y+az-2z

e Nolla—alkion ja vasta—alkion olemassaolo

(K6)  On olemassa nolla—alkio 0 € K, jolle pitee z+0=2 VxeK.
(K7)  Jokaisella € K on vasta-alkio —x € K, jolle patee x+ (—z) = 0.

e Ykkosalkion ja kdanteisalkion olemassaolo

(K8)  On olemassa ykkisalkio 1 € K, jolle pitee x-1 =1z Vo e K
(K9)  Jokaisella z € K, x # 0 on kddnteisalkio ! € K, jolle pitee
roxt=1.

e FErotteluaksiooma

(K10) 0#1

Aksioomista erillinen alkuoletus katsotaan yleensd K:n laskuoperaatioiden maé-
ritelméaén sisdltyvaksi. Erillisenéd tdmé oletus on huomioitava ldhinna silloin, kun
laskuoperaatiot on alunperin méaritelty jossakin suuremmassa joukossa A D K,
tal kun tarkasteltavaa joukkoa K halutaan laajentaa. Talloin on varmistettava,
ettd laskuoperaatioiden tulos pysyy joukossa K, jota tarkastellaan, ks. esimerkit

14
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jaljempéana. Peruslaskuoperaatioiden (4, -) liséksi kunnassa voidaan aina méé-
ritelld yhdistetyt laskuoperaatiot =,y — x —y = = + (—y) (vdhennyslasku) ja
x,y— x/y =x-y ! (jakolasku, y # 0), jolloin on —z = 0 —z jax~' = 1/x. Kos-
ka aksiooma (K10) tarkoittaa ’ei pade 0 = 1’, niin kunnassa tarvitaan yleisesti
vain samastusrelaatio (K:n alkioiden erotteluperiaate), ei jirjestysrelaatiota.

ESIMERKKI 1 Yksinkertaisin mahdollinen kunta saadaan, kun valitaan K = {0, 1}
(misséd 0 # 1) ja sovitaan laskusddnnostd 14+ 1 =0 (!). Talléin —1 = 1 ja muut
laskusédédnnot ovat padteltavissa aksioomista (K1), (K2), (K5), (K6) ja (K8):

040=0, 0+1=140=1, 1-1=1, 0-1=1-0=0,
0-0=0-(141)=0-1+0-1=0.

Néilla sdénnoilla aksioomat (K1)-(K9) ovat kaikki voimassa (samoin oletus (K0)),
joten kyseessa on kunta. [

LAUSE 1.2.1 Jokaisessa kunnassa (K, +,-) pétee

a Nolla—alkio, vasta—alkio, ykkosalkio ja kdanteisalkio ovat yksikasitteisia.

(
(
(¢) 0-z2=0 Vrek

)
b) —(-z)=z Vrek, (xH =2 VreK, z#0.
)
(d)

—x=(-1)-z Vrek

Todistus (a) Oletetaan, ettd 0 € K ja # € K ovat kaksi nolla—alkiota. T&lloin
aksiooman (K6) mukaan on

r=x+0 Vrek y+0=y Vyek
Kun valitaan = = 6 ja y = 0 ja kiytetddn aksioomaa (K1), seuraa
0=0+0=0+6=0,

eli # = 0. Siis nolla—alkio on yksikésitteinen. Vasta-alkion yksikésitteisyyden
toteamiseksi oletetaan, ettd a € K ja b € K ovat saman alkion z € K vasta—
alkioita. Talloin aksioomien (K6), (K3) ja (K1) perusteella on

a=a+0=a+(x+b)=(a+z)+b=(x+a)+b=0+b=b+0=0,

fSamastusrelaatiolta ‘=" edellytetiifin aina aksioomat (S1)z =z Vz, (S2)z=y = y==x
ja(S3)x =y & y =2z = z = z. Kunnan samastusrelaatiolta vaaditaan lisiksi yhteensopivuus
laskuoperaatioiden kanssa siten, ettéd laskuoperaation tulos on aina yksikésitteinen. Vaihdanta-
lakien (K1)-(K2) ja aksiooman (S3) perusteella tdimé vaatimus toteutuu olettamalla:
SKl)z=y = a+z=y+2zVzja(SK2)a=y = z-2=y-2z Vz.
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1.2. Kunta Pitkaranta: Calculus Fennicus

eli a = b. Siis vasta—alkiokin on yksikésitteinen. Muut véitetyt yksikasitteisyydet
seuraavat samanlaisella paattelylla.

(b) Véittdmén ensimmaéinen osa todistettiin edellisessd luvussa (Lause 1.1.1(b)).
Toisen osan todistamiseksi sovelletaan aksioomia (K2) ja (K9):

v hr=r-0t=1 = (@) '=u

(¢) Kun merkitdédn 0 - x = y € K, niin aksioomien (K6), (K2) ja (K5) perusteella
y=0-2=0+0)-2=0-2+0-2=y+y. (%)

Kayttden tata tulosta ja kunta—aksioomia paatellaan:

0=y+(~y) (K7)
= (y+y)+(-y) (%)
=y+[y+(-y) (K3)
—y+0 (K7)
=y. (K6)

(d) Tuloksen (c) ja kunta—aksioomien perusteella

z4+(-1)-z=z-1+x-(-1) (K8), (K2)
— a1+ (-1) (K5)
=xz-0 (K7)
=0. O (K2), (c)

Yleisessa kunnassa voidaan potenssiin korotus médaritelld samalla tavoin kuin
rationaalilukujen kunnassa, vrt. edellinen luku.

ESIMERKKI 2 Johda binomikaavat lausekkeille (x +)? ja (z+y)® sellaisessa
kunnassa (K, +,), jossa pitee 1 + 1=, &+ 1 = .

Ratkaisu Potenssiin korotuksen maaritelmén ja kunta-aksioomien perusteella

(z+y)? = (@+y)-(z+y) = z-s4+z-y+y-c+y-y
=2+ (@ yta-y +y°

Téasséa on edelleen kunta—aksioomien ja oletuksen perusteella
zoyt+ry = (x-y) 141 = (z-y)- & = &2y,
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Pitkaranta: Calculus Fennicus 1.2. Kunta

joten pyydetty ensimméinen binomikaava on
(x+y) =2+ &z y+y’
Vastaavalla paéttelylld saadaan toiseksi kaavaksi

(z+y)? =2+ -2 y+ &z -y +y°. O

Seuraava kunta—algebran tulos osoittautuu jatkossa hyodylliseksi (Harj.teht. 3a).
ProprosITIO 1.2.2 Jokaisessa kunnassa pétee

" — yn — (SL’ - y) (xnfl 4 xn72y S ynfl)
-1

= (r—vy) Z:pn_l_kyk, n € N.
k=0

3

Jarjestetty kunta

Jos kunnassa on méaéritelty jarjestysrelaatio edellisen luvun aksioomien (J1)-(J4)
mukaisesti, niin sanotaan, ettd kyseessé on jarjestetty kunta (engl. ordered field).
Jarjestetyssd kunnassa jokainen alkio on aksiooman (J1) mukaisesti joko posi-
tilvinen (x > 0), negatiivinen (x < 0), tai = 0. Toistaiseksi ainoa esimerkki
jéarjestetysta kunnasta on rationaalilukujen kunta.

LAUSE 1.2.1 (jatko) Jokaisessa jarjestetyssd kunnassa (K, +, -, <) pétee

(e) >0 = —x<0, r>0 = z!'>0.
) >0 & y>0 = z+y>0.

(g) 0<1.

Todistus (e) Oletetaan, ettd 0 < z. TAlloin on aksiooman (J3) mukaan my6s
0+ (—z) < z+(—x),

mikd kunta-aksioomien mukaan pelkistyy ensimmaéiseksi vaittaméksi —x < 0.
Vaittdmén toisen osan todistamiseksi suljetaan pois aksiooman (J1) jattamét
muut vaihtoehdot. Jos 7! = 0, niin aksioomien (K8), (K2) ja tuloksen (c) mu-
kaan on 1 =z 27! =x-0=0eli 0 = 1, miké on ristiriidassa aksiooman (K10)
kanssa. Siis mahdollisuus 7! = 0 on pois suljettu. Jos 271 < 0, niin tuloksen (d)
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1.2. Kunta Pitkaranta: Calculus Fennicus

ja véittdmén (e) jo todistetun ensimmiisen osan mukaan on (—1)-z~! > (0. Tal-
16in aksiooman (J4) ja oletuksen x > 0 mukaan on my6s (—1) -x~! -z > 0, miki
sievenee kunta-aksioomien ja mainittujenen tulosten perusteella muotoon 1 < 0.
Téamékin on mahdotonta aksiooman (J1) ja vield todistamatta olevan véittamén
(g) mukaan, joten sikéli kuin (g) on tosi, jid ainoaksi vaihtoehdoksi 7! > 0.

(f) Padtelladn ensin aksioomien (J3), (K1) ja (K6) perusteella:
O<y = z<z+y.
Jatketaan téstéd soveltaen aksioomaa (J3):

O<z & z<z+y = 0<z+uy.

(g) Aksioomien (J1) ja (K10) mukaan on oltava joko 0 < 1 tai 1 < 0. Jos oletetaan
jalkimmaéinen vaihtoehto, niin aksiooman (J3) mukaan on siiné tapauksessa

14+ (-1) <0+ (-1),
miké sievenee aksioomien (K7), (K1) ja (K6) perusteella muotoon
0< -1
Télloin on aksiooman (J4) perusteella oltava myos
0<(=1)-(—1).

Mutta vaittdmien (b),(d) perusteella on 1 = —(—=1) = (—1) - (—1), joten on
padtelty, etté oletetussa vaihtoehdossa 1 < 0 patee myo6s 0 < 1. Aksiooman (J1)
mukaan tdméa on kuitenkin mahdotonta, joten ainoaksi vaihtoehdoksi jaa 0 < 1.
Péattelyssa ei tarvittu vield avoimena olevaa vaittdméa (e), joten myos tdmén
vaittdméan todistus tuli samalla loppuun viedyksi. [

Jarjestetyssd kunnassa voidaan jokaiseen kunnan alkioon liittda ’itseisalkio’; eli

ko. alkion itseisarvo (engl. absolute value) mééritelmalla

x, joszx >0,

|| = max{z,—x} = {

—z, joszx <0.
[tseisarvon avulla on edelleen méariteltévissa kahden luvun vélinen etdaisyys
d(ﬂf, y) = |.’L' - y‘a

jolloin sellaiset sanonnat kuin ’y on ldhempénd x:84 kuin z’ saavat (algebralli-
sen) siséllon. Seuraavaa itseisarvoon liittyvdd tulosta tarvitaan matemaattisessa
analyysissad hyvin usein.
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Pitkaranta: Calculus Fennicus 1.2. Kunta

LAuse [.2.3 (Kolmioepayhtild) Jarjestetyssd kunnassa (K, +, -, <) pétee

el =yl < letyl < el+lyl, zyekK

Todistus Padtulos on epayhtaldista jalkimmainen, silla edellinen seuraa kunta—
aksioomista, jalkimmaéisestd epayhtalosta ja itseisarvon méaaritelméasta paattelylla

lz| = [(z+y)+ (—y) lz+yl+ -yl = |z +yl+ |yl
ly| = [(z+y)+ () lz +y|l+]—2] = |z +y|+ |z

| <
| <
= E(z|=ly)) < |le+yl = ==yl < |Jz+yl

Kolmioepéyhtalon jalkimmaisessd osassa véitetdédn itseisarvon maéaritelman pe-
rusteella, ettéa
Ea+y) < Jz[+]yl.

Koska saman méaritelmén mukaan on

tr <|z[=a, =+y<|yl=0b,
niin ndhdaan, etta viitetty epayhtalo seuraa vaittdmasta
LEMMA [.2.4 Jarjestetyssa kunnassa péatee

r<a & y<b = z+y<a+b

Todistus Vaittdméssd on neljd vaihtoehtoa: a) x < a, y < b, b) x < a, y = b,
c)x=a, y<b,d) x=a, y=>b. Vaihtoehdossa a) on z <a < a—z >0 ja
y<b < b—y >0, jolloin Lauseen 1.2.1 véittdmésta (f) ja kunta-aksioomista
seuraa (a — )+ (b—y) >0 & x+y < a+ b My6s vaihtoehdoissa b) ja c)
véite toteutuu téssd muodossa ja vaihtoehdossa d) muodossa '=’, kuten ndhdaén
helposti. [

Alikunta ja kuntalaajennus

Sanotaan, ettd kunta (A, +,-) on kunnan (K, +,-) alikunta (engl. subfield), jos
A C K ja kunnilla on samat laskuoperaatiot, ts. kunnan (A, +, -) laskuoperaatiot
= kunnan (K, 4+, -) operaatiot osajoukkoon A rajoitettuina. Télléin kunnilla on
myos yhteiset nolla- ja ykkosalkiot, eli kunnan (K, +,-) nolla- ja ykkosalkioille
patee 0,1 € A. Nimittdin jos K:n nolla—alkio on 0 € K ja A:n nolla—alkio on
0 € A, niin jokaisella z € A (esim. z = 6) voidaan péaételld

r=2+0 = —ax+x=—-x+z+0 = 0=0+60=60+-0=20.
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1.2. Kunta Pitkaranta: Calculus Fennicus

Tassd —r € K on x:n vasta—alkio K:ssa, jolloin péattely perustui ensin kunnan
(A, +, ) aksioomaan (K6) ja sen jilkeen kunnan (K, +,-) aksioomiin (K1), (K3),
(K6) ja (KT7). Vastaavaan tapaan ndhdéén, ettd ykkosalkio on kunnissa sama.

Jos kunta (A, +,-) on kunnan (K, +,-) alikunta, sanotaan vastaavasti, ettéd jal-
kimmaéinen on edellisen kuntalaajennus. Myohemmissé luvuissa tehdadn useita
lukualueen laajennuksia tyyppid Q — K. Néille on yhteisté, ettd laajennuksissa
syntyy uusia kuntia, joiden kaikkien yhteinen alikunta on (Q, +, ). Seuraavassa
hyvin varovainen esimerkki téillaisesta laajennuksesta.

ESIMERKKI 3 Sovitaan, ettd on olemassa luku a jolla on ominaisuus
a*=a-a=2.

(Pidetdén tunnettuna, ettd a ¢ Q.) Luvun a ja rationaalilukujen vélisistd las-
kuoperaatioista sovitaan, ettd 1-a =a ja 0-a =0 € Q ja lisdksi sovitaan, etta
vaihdanta-, liitdnta- ja osittelulait (K1)—(K5) ovat voimassa my6s, kun luku a on
operaatioissa mukana. Néiden sopimusten nojalla voidaan muodostaa lukujoukko

K={z=c+ya|a,yecQ}

Taméi on Q:n aito laajennus, silla z € Q = z = z+0a € K, mutta 0+1a = a & Q.
Tehtyjen sopimusten mukaan on erityisesti 0+0a = 0. Luvulla 0 ei ole K:ssa muita
esitysmuotoja, silld jos x +ya = 0, niin on oltava y = 0 = x = 0, koska muuten
olisi a = —z/y € Q. (Yleisemmin voidaan péételld, ettd jokaisen luvun z € K
esitysmuoto z = x + ya on yksikésitteinen.)

Jos z1 = x1 + y1a € K ja 2o = 29 + yoa € K (21, 29, y1,y2 € Q), niin oletettujen
aksioomien (K1)—(K5) ja laskusdénnon a® = 2 nojalla
21+ 29 = (21 + 22) + (11 + ¥2)a,
2122 = (2122 + Y1y2a”) + (21Y2 + T2y1)a = (2122 + 2y2y2) + (212 + T2t )a,
joten z; + 25 € K ja 2129 € K. Laskuoperaatioita koskeva perusoletus (ensimméi-

nen oletus edelld) on siis voimassa. Edelleen nidhdéén, ettd kunta—aksioomista
ovat oletettujen lisdksi voimassa myos (K6), (K8) ja (K10) (0,1 € Q) ja (K7)

(jos z = = + ya, niin —z = —x — ya). Lopuksi paitelldin, ettd myos (K9) on
voimassa. Nimittdin zz~! = 1, kun mééritelliin
x
o= (@ =2y (o —ya) = - o

1’2 _ 2y2 x2 _ 2y2 :

Téssd on 22 — 2y*> = 0 vain kun z = y = 0 (koska (z/y)? # 2 kun z,y € Q
jay # 0), joten jokaisella z € K, z # 0 on kidinteisluku z~!. On péitelty, etti
(K, +, ) on kunta ja siis rationaalilukujen kunnan (@, +, -) aito laajennus.
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Kunta (K, +, -) voidaan my0s jérjestad. Sovitaan ensinnékin, ettd a > 0 (mahdol-
lista, koska a? = (—a)?). Yleisemmin nihdéin, ettd vertailu z; < 2o (21,22 € K)
palautuu kunta-algebran avulla aina viime kidessd luvun a ja rationaaliluvun
vertailuksi. (Esim. 7—2a >1—-a & 6—-3a¢ >0 & 3/2>a.) Josz € Q,
niin ilmeisesti on z < a aina kun x < 0. Jos taas on x > 0, niin on myos
r+a>0 & (r+a)! >0, jolloin vertailukysymys x ? a ratkeaa kiyttamalld
jarjestysrelaation aksioomaa (J4):

2 —a?
>0 < 22-a®>0 & 2>2
T+ a

Jarjestetyssd kunnassa (K, +, -, <) luku a sijoittuu siis rationaalilukujen "véliin’:
Jokaisen luvun x € Q kohdalla voidaan ratkaista, onko a < x vai a > z, ja tdma
vertailu perustuu vain rationaalilukujen 0, z, 2 ja 22 vertailuun. [

T >a -~ r—a =

Juuriluvut ja murtopotenssit

Esimerkin 3 kuntaa huomattavasti kiyttokelpoisempi kuntalaajennus saadaan
aikaan, kun rationaalilukujen joukko laajennetaan lukujoukoksi, jossa kuntaope-
raatioiden =,y — x + y, © — y, xy, x/y lisdksi sallitaan laskuoperaatiot

r— Vo, >0, meN, m>2.
Téassa luvulla {/x tarkoitetaan juurilukua y, joka toteuttaa ehdot
y" =z & y>0.

Sopimuksella /z = z tulee juuriluku %/z méiéiritellyksi ¥m € N. Sanotaan, et-
ta {/x on luvun x nelicjuuri, jos m = 2 (lyhennysmerkinta /x), kuutiojuuri,
jos m = 3, tai yleisemmin m:s juuri, luetaan 'm:s juuri z’. Téllainen luku voi-
daan yksinkertaisesti sopia 'olemassa olevaksi’ samaan tapaan kuin meneteltiin
Esimerkissé 3 luvun a (= v/2) kohdalla. Liséiehto y > 0 (joka jo viittaa jérjestys-
relaatioon) tarvitaan takaamaan luvun y yksikésitteisyys, silld m:m ollessa parilli-
nen on (—y)™ = y™. Yksikisitteisyys mainitulla lisiehdolla seuraa identiteetista
(ks. Propositio 1.2.2)

(yi— )yl Py 4 YT =yl — Y

Jos téssd oletetetaan, ettd y" = y3' = = ja yi, y2 > 0, niin oikea puoli = 0 ja
vasemmalla puolella on jalkimmaéinen tekija > 0, joten on oltava y; — yo = 0.

Laskuoperaatioilla 2 — 1/z laajennettua lukujoukkoa, lahtokohtana rationaali-
luvut, merkittdkoon symbolilla J. Joukko J maaritelladn yksinkertaisesti koostu-

vaksi luvuista, jotka saadaan &darelliselld maaralla kuntaoperaatioita ja operaa-
tioita z — {/x ldhtien luvuista 0,1 € Z. Télloin on ilmeista, etta jos x,y € J,
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niin my6s r+y, zy,x/y € J (y # 0), joten laskuoperaatioita koskeva perusoletus
on voimassa. Lukujen = € J "ulkondkd’ voi kyllakin olla konstikas.

ESIMERKKI 4

6 _4 1 6 _4
3+\/§—8457\/§+7— / 2+\/§+847'3\/5+\7f7
V3ry2 VT 2+ /3

Juuriluvuilla laskettaessa oletetaan kunta—algebran laskusdannct pateviksi, ts.
oletetaan, etté (J, +, -) on kunta. Tésté oletuksesta seké juuriluvun méaritelméasta
voidaan johtaa seuraavat yleiset laskusaannot (ol. z,y > 0, m,n € N):

a) Yw="Vam b) Xxx/y= y/ry. c) (%)71:7{7;.

Sééntojen perustelemiseksi merkitdén a = /x, b = %/y, jolloin on a,b > 0 =
ab,a~! > 0. Juuriluvun mééritelméiin ja kunta-algebraan vedoten voidaan t#lléin
paatella:

c J. O

mn

a) a"=z = (@")"=ad"=2" = a= "Van
b) a"=2 & "=y = V" =(ab)" =2y = ab= Yuy.
:xi

¢c) a"=z2 = (") '=(a)™ !

1 m

= a x~ L
Juuriluvuilla laskemisen sdannoét saadaan kitevésti yhdistetyksi potenssien las-
kusddntoihin (vrt. edellinen luku), kun méaéaritellddn luvun = > 0 murtopotenssi
asettamalla

2P/l = /zr, peZ, qeN, qg>2.
Tama méaarittelee yksiselitteisesti luvun x” jokaisella r € Q, silla jos r esitetddn
perusmuodossa r = p/q, ¢ € N, niin mééritelmén ja s@annon a) perusteella
on g/ = Kfgpn = ni/(gp)n = P = 2P/1 ¥n € N, eli 27 ei riipu rm
esitysmuodosta. Saannoista a)—c) voidaan nyt johtaa murtopotensseille samat
laskuséénnot kuin kokonaislukupotensseille (Harj.teht. 8) :

.8 r+s r

2t =2 2"y = (xy)", (") =2" x,y>0 rseqQ.

Luvut x € J, ¢ Q on my6s mahdollista sijoitella rationaalilukujen ’vélei-
hin’ niin, ettd syntyy jarjestetty kunta (J,+, -, <). Jarjestysrelaation méérittely
yleisessa tapauksessa vaatisi kuitenkin tdhénastista vakavampia lukuteoreettisia
pohdiskeluja, siksi asiaan ei toistaiseksi puututa. Todettakoon ainoastaan, etté
suotuisissa erikoistapauksissa vertailu on mahdollista palauttaa suoraan rationaa-
lilukujen vertailuksi samalla tavoin kuin Esimerkissé 3 edelld. Ideana on t&lldin
purkaa juurilausekkeet paattelylla: Josx,y > 0jam € Nyniinz <y & 2™ < y™
(Harj.teht. 6).
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ESIMERKKI 5 Kumpi on suurempi, x = \/m vai y = V417
Ratkaisu Koska = <y < 2t <y? (z,y > 0), niin piitelldin
r<y o (V245)?%<4l & 10V2+21<41 < 10V2< 14
Jatkamalla téstd padttelylla a < b < a® < b? (a,b > 0) ndhddén, etté
10vV2 <14 < 200 < 196.

Koska viimeinen epayhtalo ei toteudu, vaihdetaan epayhtaldiden suunnat ja pas-
tellddn: x >y < 200 > 196. Siis x on suurempi. [

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Lukujoukossa K on vain luvut 0,1 ja {» = 1+ 1 (kaikki keskendén eri suu-
ria). Méérittele (jos mahdollista) K:n laskuséénnot (yhteenlasku, kertolas-
ku, vastaluvut, kdénteisluvut) siten, ettd (K, +,-) on kunta.

2. Vedoten kunta—aksioomiin tai Lauseen [.2.1 viittadmiin nayta, etté jokaises-
sa kunnassa pétee: a) z-y=0 < =0 V y =0 (tulon nollasdidints), b)
(—x)-(y) = —(z-y), ¢) (—x)-(—y) =x-y, d) 0:lla ei ole kidnteisalkiota.

3. Nayta, ettd jokaisessa kunnassa pétee
a) 2" —y" = (z — )ZkoxnlkkvnEN
b) 2" +y" = (x+y) S pa(—1)*a" 1 "Fyk jos n € N ja n on pariton
) l+z+...+2"=(x "+1—1)(:c—1)—1, neN, z#1

4. Nayté, ettd jarjestetyn kunnan aksiooma (J3) voidaan korvata aksioomalla
J3rx<y<exz—y<O.

5. Nayta, ettd jokaisessa jérjestetysséi kunnassa pétee:
a) x>1 = 0<a <1
b) x>0 & y>1 = O0<zx/y<cz
&) |z -yl = |l - |yl
) Ix‘ll—\xl
) 2? <y & |z <yl
f) 0<z<a & 0<y<b = 0<azy<ab

o,

e

6. Lahtien tehtdvidn 3 kaavasta a) néyté, ettd jirjestetyssi kunnassa pétee:
Josx>0,y>0janeN, n>2 ninxr<y & a" <y".
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

24

Aseta luvut a, 17/12 ja 72/51 suuruusjérjestykseen Esimerkin 3 kunnassa.
Suorita vertailut tarkasti!

Perustele murtopotenssien laskusdannot a) a"z* = 2" b) 2"y" = (xy)",
c) (") =a" (x,y>0, r,s €Q).

Selvita ilman laskinta lukujen x,y € J suuruusjirjestys palauttamalla ver-
tailu rationaalilukujen vertailuksi :

a) v = V1020, y=v102, b) x =3, y=y13/10,

Olkoon (K, +, -, <) jarjestetty kunta. Naytda: a) z+ 1>z Vo € K.
b) Joukossa K on ddrettémén monta eri alkiota.

(*) Néyté késinlaskulla, etté pétee

Yl 1 o7 665857
— — — < 2 < — b 2 < —.
2) 408 400000 V2 408’ ) V2 470832
(*) Néyté, ettd jarjestetyn kunnan aksiooma (J2) voidaan korvata aksioo-
malla (J2') 2 >0 & y>0 = x4y > 0.

(*) Halutaan maéritellld pienin mahdollinen rationaalilukujen kunnan laa-
jennus (K, +,-) siten, ettd /2 € K ja v/3 € K. Niytd, ettd a) K koos-
tuu luvuista muotoa = + yv2 + 2v3 + uv6, =,y,2z,u € Q, b) kunnassa
(K, +, -) on mééariteltéivissa jarjestysrelaatio, joka perustuu vain rationaali-
lukujen vertailuun.

(*) (Big Ben) Tarkastellaan joukkoa K ={kellon viisarit}. Jokainen viisari
v € K on [ukupari (r,0), missd r = viisarin pituus (yksikké m) ja 6 =
viisarin suunta asteina, mitattuna klo 12:sta positiivisena myotéapaivaan
tai negatiivisena vastapéividn. Sovitaan, ettd (rq,601) = (r2,0s), jos joko
(i) 11 = 19 = 0 tai (ii) 11 = ro > 0ja 6y — 0y = k-360, k € Z. Jos
r = 0, sanotaan viisaria (r,0) nollaviisariksi, merkitdan 0,. Mé&éritellddn
viisareiden kertolasku seuraavasti:

(r1,01) - (ro,62) = (1172, 01 + 65).

a) Nayta, ettd kertolaskulle patee sekd vaihdantalaki etté liitédntéalaki.

b) Madrittele ykkosviisari seké viisarin (7, 0) # 0, kiddnteisviisari.

c¢) Big Ben, jonka minuuttiviisarin pituus on 4 ja tuntiviisarin pituus on 2,
nayttaa aikaa noin klo 3. Mika kellonaika on tarkemmin kyseessé (sekunnin
tarkkuus!), kun tiedetdén, ettd myos Big Benin kéédnteiskello Small Ben
ndyttdd samaan aikaan aivan jarkevad (vaikkakin toista) kellonaikaa? —
Huomaa, ettd myos Small Benin minuuttiviisari on pidempi !
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I.3 Logiikan ja joukko-opin merkinnoista

Logiikassa (ja yleisemminkin matematiikassa) tarkastellaan vaittadmia eli propo-
sitioita', joilla on tietty totuusarvo, joko tosi’ (totuusarvo = 1, tai T = True) tai
‘epitosi’ (totuusarvo = 0, tai F = False).

ESIMERKKI 1 Lausumista

= "eilen satoi’

= ’eilen oli pouta’

= "huomenna sataa’

= "huomenna saisi jo sataa’

E = "kolme per neljé on pienempi kuin kaksi per kolme’

kolmea ensimmaisté voidaan pitda propositioina, sikdli kuin lausumat rajataan
tiettyd péivdd ja paikkaa koskeviksi (ja jatetddn huomiotta mahdolliset mit-
tausongelmat). Samoin E on propositio. Lausuma D ei ole propositio. [

Esimerkkivaittamista A ja B ovat toistensa negaatioita eli komplementteja. Mer-
kitddn B = —A, A = —B, tai vihemmén muodollisesti B = ei(A), A = ei(B).
Viittdmén C totuusarvo ei ole (tédn#én) tiedossa — tdmaé ei siis ole ongelma
logiikassa.

Loogisten operaattorien A (ja’), V ('tai’), = (’seuraa’), < (‘tdsmélleen kun’)
avulla voidaan propositioista johtaa uusia propositioita. Erityisesti jos A ja B
ovat propositioita, niin AANB, AV B, A= B ja A< B ovat my6s propositioita.
Naistd kahden ensimméisen tulkinta on ilmeinen: A A B on tosi kun A ja B
ovat molemmat tosia, muulloin epétosi, ja A V B on tosi tdsmélleen kun ainakin
toinen vaittdmista A, B on tosi. Vaittdma A A—A on identtisesti epatosi (epétosi
jokaisella A), luonnollisella kielelld 'mahdoton’. Téllainen véittdmé& on loogisen
ristiriiddan perusmuoto. Vaittdmd A V —A on puolestaan identtisesti tosi (tosi
jokaisella A), eli suhteessa vdittdmaan A 'mitddnsanomaton’.

ESIMERKKI 2 Jos A on epétosi ja B ja C' molemmat tosia, niin (A A B) V C
on tosi ja AA (B V C) on epitosi. Jalkimmaéiset kaksi vaittdmé&é eivét siis ole
yleisesti samanarvoiset (eli sulkeita ei voida poistaa). O

fProposition sijasta kiytetdsin suomenkielisissé teksteissi usein termié vditelause tai vain
'lause’. Téssa tekstissd termilld 'lause’ on erikoismerkitys (= ’teoreema’), termié ’propositio’
sen sijaan kiytetadn seké yleis- ettd erikoismerkityksessa, ks. alaviite Luvussa I.1.
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Implikaatio

Implikaatiovéittdméan A = B looginen tulkinta ei ole aivan ilmeinen. Mahdollisia
lukutapoja ovat ensinnékin:

A= B : A:staseuraa B
A implikoi B:n
jos A, niin B
aina kun A, niin B
aina B, kun A
A vain, kun B
A on B:n riittdvd ehto

B on A:n vdlttamaton ehto

Sovelluksissa, my6s luonnollisessa kielessé, voidaan implikaatiovéittama usein tul-
kita niin, ettd A on ’syy’ ja B on ’seuraus’. Logiikassa ei mitdén ’syyllisyytta’
kuitenkaan edellytetd, vaan implikaatio voi olla puhdas sattumakin (’sattumoi-
sin aina B kun A’). Loogisessa kalkyylissi vaittamén A = B totuusarvo voidaan
laskea tulkinnoista (ks. myos Harj.teht. 4a)

A=B < -(AAN-B) (a)
& -AV (AAB). (b)

Tassd P < @ luetaan "P:114 ja Q:lla on sama totuusarvo’, ks. ekvivalenssinuolen
tulkinnat jaljempéné. Implikaation tulkinnan (b) mukaan A = B on tosi tés-
malleen, kun joko A on epétosi tai A ja B ovat molemmat tosia. Erityisesti siis
‘'mahdottomasta seuraa mité tahansa’, eli viittdma A = B on tosi jokaisella B
(eli B:n suhteen 'mitddnsanomaton’), jos A on epétosi.

ESIMERKKI 3 Tulkinnoista (a)—(b) ndhddén, ettd véittima A = A on identti-
sesti tosi, eli vaittama el sano mitaan’ A:sta. [

ESIMERKKI 4 Jos 0 ja 1 ovat jonkin kunnan nolla- ja ykkosalkiot, niin propositio
[0=1 = Kkirjoittaja on mainio matemaatikko | on (loogisesti) tosi. [

Matematiikan lauseet, propositiot, lemmat ja korollaarit ovat tyypillisesti muo-
toa 'Jos .. |oletukset]|, niin .. [vditos|’, eli muotoa A = B, missd A on oletus
(oletukset) ja B on viitos. Loogista paattelyé, joka osoittaa lauseen tai vastaa-
van todeksi (silld matematiikan lauseet ovat tosial!) sanotaan todistukseksi (engl.
proof). Jos lause on muotoa A = B, niin todistaminen (eli proposition A = B
todeksi ndyttdminen) tapahtuu olettamalla, ettd A on tosi ja nidyttaméalla, etta
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télléin my6s B on tosi (riittdé, koska A = B on tosi, jos A on epétosi!). Tamén
nk. suoran todistuksen ohella toinen mahdollinen todistustapa on epdsuora todis-
tus. Epédsuoran todistuksen ideana on nayttaa, ettd jos todistettavan vaittaman
negaatio on tosi, niin seuraa looginen ristiriita (muotoa 'C' tosi ja epétosi’, missi
C' on propositio), jolloin paatelladn, ettd negaation on oltava epétosi ja vait-
tdmén siis tosi (ks. Harj.teht. 3). Implikaatioviittdmén tapauksessa epdsuoran
todistuksen rakenne on seuraava, vrt. em. tulkinta (a).

(1) Oletetaan, ettd A on tosi ja B epétosi (eli A = B epétosi).

(2) Naytetaan, ettd oletus (1) johtaa loogiseen ristiriitaan. Paatellaédn, ettd
oletus oli vaara ja siis A = B tosi.

Oletusta (1) (tai osaoletusta ’B epétosi’) sanotaan vastaoletukseksi, ja koko to-
distustavasta kiytetadn myos nimitysté todistus vastaoletuksella (engl. proof by
contradiction). — Huomattakoon, ettd vastaoletus ei nimestédén huolimatta ole
oletuksen negaatio vaan pikemminkin ’vastavaitos’.

Epésuoraan todistustapaan turvauduttiin itse asiassa jo edelld Lauseen 1.2.1 koh-
dassa (g). Téssé véittdma oli muotoa A = B, missi

A = aksioomat (K1)-(K10) ja (J1)-(J4),

B = 0<1.

Vastaoletus, ettd B on epitosi, johti loogiseen ristiriitaan 'C' tosi ja epétosi’,
missd C' = (K10) A (J1).

Ekvivalenssi

Jos A ja B ovat propositioita, niin A < B on propositio, joka kertoo, ettd A ja B
ovat samanarvoiset eli ekvivalentit vaittamat. Tama tarkoittaa yksinkertaisesti,
ettd viittamien A ja B totuusarvot ovat samat, eli joko molemmat ovat tosia tai
molemmat ovat epitosia. Ekvivalenssin yleisia lukutapoja ovat
A< B: Aja B ekvivalentit, samanarvoiset

A ja B yhtéapitévét

A silloin ja vain silloin kun (engl. if and only if) B

A tédsmaélleen kun B

A joss (engl. iff) B

Ekvivalenssinuolen avulla voidaan esim. ilmaista jokin véittdméa toisin sanoin
tal merkinndin, tai vain toisessa muodossa. Kyse voi tilloin olla esim. jonkin
merkintdtavan madritelmastd, tai yleispatevasta toisinnosta eli tautologiasta.
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ESIMERKKI 5

O<z<l1 & O<z N z<1
A= B & -B = -A
A= B=C & A= B N B=C
A& B & A= B N B= A O

Ensimméinen esimerkki méaarittelee merkinnédn 0 < x < 1. Toisessa esimerkissé
on kyse yleisestd (myo6s hyodyllisestd!) tautologiasta (Harj.teht. 4b). Kolmannes-
sa esimerkissd maéaritelladn kahden implikaatiovaittdméan muodostama pddtte-
lyketju®. Viimeisessd esimerkissd, tulkitaan itse viittdmid A < B. Téméin tul-
kinnan mukaisesti ekvivalenssiviittdméa todistetaan osoittamalla erikseen
(A= B)ija ( A < B ) eli nayttdmalla implikaatiot tosiksi molempiin
suuntiin. Jos kyseesséd on yksinkertainen tautologia, voidaan myos muodostaa
totuus(arvo)taulu(kko), jossa kiydadn lapi kaikki mahdollisuudet.

ESIMERKKI 6 Naytad identtisesti tosiksi de Morganin lait:
a) " (AV B) & -AAN-B b) =(AANB) & AV -B

Ratkaisu Totuustaulussa (alla) on merkitty P = A V B, Q = AA B ja kiyty lapi
propositioiden A, B kaikki totuusarvoyhdistelmét (4 kpl). Taulukosta néhd&én,
ettd propositioiden =P ja —=A A =B, samoin propositioiden =@} ja =A V -B
totuusarvot ovat kaikissa tapauksissa samat. Tamaé todistaa vaitteet. [

A B -A -B P —-P -AA-B Q —-Q —AV -B
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0 1 1
01 1 0 1 0 0 0 1 1
00 1 1 0 1 1 0 1 1

Loogisten operaattorien, samoin jarjestys- ja samastusrelaatioiden yms. yhtey-
dessd negaation merkkiné kiytetddan yleisesti paalleviivausta.

ESIMERKKI 7

A#B & —-(A=B) & AAN-B
A#A B ¢ A= -B
r#y & ~(e=y) O

tJos matemaattinen lause yms. on implikaatioviittiméi muotoa A = B, niin todistus on
tyypillisesti paittelyketju muotoa A = C; = Cy = ... = C, = B, missi osaviittdmat
A= Cq, C1 = Csy, ... C, = B joko ovat ilmeisen tosia, tai tosia muiden tunnettujen lauseiden
(tai erikseen todistettavien aputulosten) perusteella. Padttelyketjun méérittely noudattaa téssé
matematiikan kdytantod — formaalissa logiikassa téllaista sopimusta ei ole.
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Predikaatti ja kvanttorit

Logiikassa predikaatti on sellainen lausuma, jossa on yksi tai useampia vapaita
muuttujia. Predikaatista tulee propositio, kun muuttujat sidotaan — sellaise-
naan predikaatti ei ole propositio. Esimerkiksi jos tarkastellaan rationaalilukuja
ja kirjoitetaan

P(z): x>2 Qz,y): =1y

niin P(z) on yksipaikkainen (so. yhden muuttujan sisdltdvd) predikaatti, ni-
meltddn epdayhtdlé (engl. inequality), ja Q(z,y) on kaksipaikkainen predikaatti,
nimeltddn yhtdlo (engl. equation). Jokaisella muuttujan z arvolla P(x) on pro-
positio, samoin Q(x,y) kun molemmat muuttujat kiinnitetdén. Esim. P(5/2) ja
(Q(4,2) ovat tosia, P(1) ja Q(0,1) epétosia. Muuttujien sitominen voi tapahtua
myos kvanttorien avulla. Kvanttoreita ovat symbolit 'V’ ja '3, jotka luetaan

vV  ’kaikille’, ’jokaiselle’,
4 ’on olemassa’.
Esimerkiksi jos X C @, niin ym. predikaattiin P(x) liittyvid propostitioita ovat
A: dreX (P(x)), B: VreX (P(x)).

Tassa kvanttorien ulottuvuus on merkitty sulkeilla. Jos sulkeet halutaan valttaa,
niin A:n viheméan formaali muoto on

A: dr e X siten, ettd P(z),

missd ’siten, ettd’ voidaan haluttaessa lyhentdd muotoon ’s.e.”. Kummassakin
propositiossa tullaan toimeen ilman sulkeita myos, kun kirjoitetaan yksinkertai-
semmin

A: P(z) jollakin z € X, B: P(x) Vxe X.

ESIMERKKI 8 Jos X = Q, niin predikaatista P(x) : z* # 2 johdettu propositio
B: x* #2Vx € Q on tosi (Harj.teht. 8). [

Em. propositioiden A, B negaatiot saadaan ymmérrettdvampaan muotoon suo-
rittamalla negaation purku seuraavasti:

—~[dre X (P(x))] <& VeeX (-P(x)),
-[Vzee X (P(x))] < 3FJrxeX (-Px)).

Jalkimmaéisen sddnnon mukaisesti proposition B : P(z)Vz € X néyttdmiseen
epétodeksi riittad 16ytaa yksikin vastaesimerkki € X, jolle P(z) on epétosi.
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ESIMERKKI 9 Jos X ={z € Q |z <1 }, niin propositio
A: VeeX3dye X (y> )
on tosi. Jos X = {x € Q| x < 1}, niin A:n negaatio
A TreX|[AyeX (y>2)] & TreX [VWweX(y<uz)]

on tosi. U

Formaali kvanttorimerkintd Vx € X jatetddn matemaattisissa teksteissd usein
merkitsemétté silloin kun on selvéé, ettéa kyse on koko tiettyd joukkoa X (esim.
X = Q) koskevasta péaéttelysté.

ESIMERKKI 10 Rationaalilukuja koskeva pastelma
20+ <1 & —l<z<}

ratkaisee Q:ssa (oikein!) epiyhtilon 222+ x < 1. Pidtelmé on muodoltaan predi-
kaatti mutta tulkittavissa propositioksi, jossa sidonta Vx € QQ on sujuvuussyista
‘nakymaton’. [

Joukko-oppi

Logiikan ohella abstraktin ajattelun perimmaisia perusteita kisittelee matema-
titkan laji nimelta joukko-oppi (engl. set theory). Téssd todettakoon ainoastaan
lyhyesti erdiden logiikan ja joukko-opin perusideoiden vilinen yhteys. Ensinnakin
‘'mahdottoman véittdmén’ muotoa A A=A vastine joukko-opissa on tyhjd joukko,
jonka symboli on ’()’. Tyhjassi joukossa ei ole alkioita, eli z € () on aina epétosi.

Loogisen negaation —A vastine joukko-opissa on joukon A komplementti, joka
merkit#in C(A) ja médritellddn

rel(A) & z¢gA

Kiytannossi komplementti on médriteltivi jonkin universaalijoukon' U suhteen.
Talld ymmaéarretaan sellaista joukkoa, johon kaikki tarkasteltavat joukot (mukaan
lukien joukkojen komplementit) siséltyvit osajoukkoina.

TTermi 'universaalijoukko’ saattaa herattis mielikuvan joukosta, joka sisiltad kirjaimellisesti
"kaiken’. Taman tyyppisid ajatelmia joukko-opissa olikin sen teorian alkuvaiheissa, mutta niiden
huomattiin johtavan paradokseihin, ts. loogisiin mahdottomuuksiin. Sittemmin tdsmentyneista
joukko-opin aksioomista seuraakin, ettd 'mikéén ei sisélla kaikkea’.
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ESIMERKKI 11 Olkoon P(z) jokin rationaalilukujoukkoon @ liittyvé predikaatti,
esim. P(xz) = x < 2. Talléin ehto 'P(z) tosi’ méirittelee Q:n osajoukon A, jota
merkitdin A = {z € Q | P(z)}. Universaalijoukoksi on téssd luonnollista
ajatella U = Q, jolloin A:n komplementti on

C(A) = {z€Q|=P@)} = {zcQ|z>2}. O

Loogisten yhdistelyjen AV B, AANB, A = B ja A < B joukko-opilliset vastineet
ovat AUB, AN B, AC B ja A= B, kuten ndhdain méaritelmista:

reAUB & x€A V r€eB
reANB & x€A N zxeB
ACB & €A = x€eB
A=B & x€A & xreB

Joukko AUB on nimeltdén A:m ja B:n yhdiste eli unioni (engl. union) ja ANB on
A:n ja B leikkaus (engl. intersection). Jos kahdella joukolla A, B ei ole yhteisia
alkioita, eli x € A A x € B on epétosi jokaisella x, niin tdmé voidaan ilmaista
lyhyesti merkinnélla A N B = (). Sanotaan talloin, ettd A ja B ovat erillisid eli
pistevieraita (engl. disjoint).

ESIMERKKI 12 Esimerkin 10 paattely tulkittiin propositioksi ajattelemalla kvant-
torimerkintd Vx € Q lisdtyksi. Viela luontevampi on joukko-opillinen tulkinta:

{zeQ|22’+2<1} = {z€Q|-1<z<i} O

ESIMERKKI 13 Todista joukko-opin de Morganin lait (vrt. Esimerkki6)

ClAuB) = C(A)NnC(B),
C(AnB) = C(4)uUl(B).

Ratkaisu Padttelyketjussa

r€C(AUB) ¢ (AUB)

~(r€AV x€B)

r¢ AN EB | Esim.6a) |
z€C(A) Az el(B)

z e 0(A) N C(B)

S R A

voidaan edet# molempiin suuntiin, joten joukoilla C(AU B) ja C(A) NC(B) on sa-
mat alkiot, ja ensimmaéinen vaittdma on siis todistettu. Toisen vaittamén todistus
saadaan tasta vaihdoilla U — N, N—=U, V < AjaA— V. [
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Ekvivalenssirelaatio

Relaatio on joukko-opillinen ’suhteen’ késite. Jos R on joukossa A mééaritelty
relaatio ja z,y € A, niin merkintd z R y luetaan ’x on relaatiossa R y:n kanssa’, tai
sujuvammin vain ’z [relaation nimi| y’. Relaatioista ovat jo tuttuja kiytdnnossa
tarkeimmét, eli jarjestys- ja samastusrelaatio. Samastusrelaation on aina oltava
ekvivalenssirelaatio, jonka aksioomat ovat seuraavat:

(E1l) zRz Vzx
(E2) 2Ry = yRxzx
(E3) xRy N yRz = xRz

Vaaditut ominaisuudet ovat nimeltdan refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitii-
visuus. Esimerkiksi relaatio "<’ on refleksiivinen ja transitiivinen muttei symmet-
rinen, ja relaatio '’ on ainoastaan symmetrinen. Samastusrelaatio 'sama kuin’
sen sijaan on mitd ilmeisimmin ekvivalenssirelaatio. Esimerkiksi kun kirjoitetaan
x =y = z (tarkoittaen: = =y ja y = 2), niin on ilmeistd, ettd x = z. Téssd on
siis kyse transitiivisuudesta.f

ESIMERKKI 14 Jos A = {suomalaiset}, niin seuraavat A:ssa mééritellyt relaatiot
ovat ekvivalenssirelaatioita:

r~1Yy <& xjay ovat syntyneet samana vuonna,

rQy <« y=2x tal yon z:n puoliso. [

Joukossa A mééritellylld ekvivalenssirelaatiolla on se ominaisuus, ettéd se jakaa
A ekvivalenssiluokkiin. Namé ovat A:n osajoukkoja, joiden sisdltdmat alkiot
ovat kaikki relaatiossa keskenddn. Refleksiivisyysominaisuuden (E1) vuoksi jo-
kainen A:n alkio kuuluu ainakin yhteen ekvivalenssiluokkaan (mahdollisesti yk-
sindén). Toisaalta transitiivisuusominaisuudesta (E3) seuraa, ettd kaksi ekviva-
lenssiluokkaa ovat joko tdysin samat tai ne ovat pistevieraita — siis jokainen A:n
alkio kuuluu tésmalleen yhteen ekvivalenssiluokkaan. Jos kyseessd on samastus-
relaatio, niin kunkin ekvivalenssiluokan sisaltamat alkiot ’luokitellaan samoiksi’
eli samastetaan keskenédén. Télloin voidaan puhua myos samastusluokista.

ESIMERKKI 14 (jatko) Relaation ’~’ méadraamia ekvivalenssiluokkia sanotaan
ikdluokiksi. Relaatio 'O’ jakaa A:n ekvivalenssiluokkiin joissa on joko yksi alkio
(alaikéiset, sinkut, ym.) tai kaksi alkiota (rekisterdidyt parit). O

fSamastusrelaation yleiset aksioomat ovat samat kuin ekvivalenssirelaation, vrt. alaviite
edellisessa luvussa.
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HARJOITUSTEHTAVIA

1. Olkoon A propositio ’Sataa’, B propositio ’Menen lenkille’ ja C' proposi-
tio "Minulla on aikaa’. Kirjoita nédiden ja loogisten operaattoreiden avulla
mahdollisimman pelkistetysti:

a) 'Viasyttdd, on pimedd ja TV:std tulee BB, joten en mene lenkille.’
b) ’Menen lenkille, satoi tai paistoil’
) ’Sataa, joten en mene lenkille.’
d) ’Sataa enkd mene lenkille.’
) 'Menen lenkille vain, jos minulla on aikaa.’
) 'Minulla on aikaa eikd sadakaan, mutta en mene lenkille.’
g) ’Jos ei sada ja minulla on aikaa, niin menen lenkille.’
) ’Minulla on aikaa vain, jos sateen vuoksi en mene lenkille.’

2. Olkoon A = "Téan&én sataa’, B = 'Huomenna on pouta’ ja C' = "Tadnaén
on pouta’. a) Jos tdndén alkanut sade jatkuu huomiseen, niin mitkd ovat
propositioiden A = B ja B = A totuusarvot ? b) Riippuuko proposition
—(=A A B) = —~C totuusarvo siitd, mikd pdivd on tdndén’ 7

3. Osoita joko totuustaulun avulla tai muuten paatteleméallda seuraava propo-
sitio (nk. modus tollens) identtisesti todeksi: [(-P = Q) A =Q] = P.
Miten tulokseen vedotaan epésuorassa todistuksessa ?

4. Nayta totuustaulun avulla tai muuten péaattelemalld identtisesti todeksi:
a) "(AAN-B) & -AV (AAB) b) (A= B) & (=B = -A)
¢c) [(A=B)AN(B=C)] = (A= 0C)
d) [A=CO)AN(B=0C)] = [(AV B)=C]
e) [(AANB)=C]| & [A= (B=0C)]
Vertaile totuustaulun avulla:
f) (ANB)V Cja AN(BVC) g A# Bja A= -B
Tutki totuustaulun avulla, voiko seuraavat propositiot ilmaista jollakin yk-
sinkertaisemmalla (ekvivalentilla) tavalla:

h) (A=B)AB i (A=B)=A j) [(A=B)AB]= A

5. Jos seuraavat predikaatit P(x) tulkitaan vaittdmind P(x) Vo € Q, niin mit-
ki vaittamistd ovat tosia ja mitké epéatosia?
a) 2r>3 = x>4/3 b) 1< -2 & 22>4
c) 3x<4 = <1 V 2v<3 d) 2>1 & 2>0 AN x>1
e) t=4/3 N 3x*<z+4 = *+2x+1<0

f) 222 +2 <1 <3x-222 & zv=4/3

33



[.3. Logiikka ja joukko-oppi Pitkdranta: Calculus Fennicus

6.

10.

11.
12.

13.

14.

34

Olkoot x ja y rationaalilukuja. Mitka seuraavista propositioista ovat tosia?
a) VaJy (x-y=0) b) Vzdy (x-y=1)

c) vz (z-y=0) d) IyVr (z-y=1)

e) Wvr (x-y=2) ) Ve (z-y=y)

g) Vady (y < z) h) 3avy (y > z)

Miten tilanne muuttuu, jos = ja y ovat positiivisia rationaalilukuja ?

Olkoon = € Q. Muodosta seuraavien kahden proposition negaatiot auki
purettuina. Mitkd néin syntyvisté neljasta propositiosta ovat tosia?

a) Vie>0)3(x#1)(Jlr—1] <e) b) Iz#1)V¥(e>0)(z—1]| <¢e)

Néytéd epasuoralla todistustavalla: a) Ei ole olemassa pieninté positiivista

rationaalilukua. b) 22 #2Ve e Q. ¢) 22 #3 Vr € Q.

Universaalijoukko U olkoon kymmenen ensimméisen luonnollisen luvun
muodostama joukko {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Olkoon A = {2,5,7,8,10}
ja B = {2,4,6,8,10}. Maaritd AUB, ANB, [(A), C(AUB) jaC(A)NC(B).

Todista seuraavat joukko-opilliset vaittdmat:
a) ACB & AUB=B & ANB=A
b)) ACBANACC & AcCcBnNnC

c) ACC ANBCcC & AuBCC

d) AcB & AnCcCcBnNnCVYC

e) 0C AVA

Muotoile ja todista Tehtavan 4 viittdmien b)—d) joukko-opilliset vastineet.

Olkoon A = {(p,q) | p,q € Z} (kokonaislukuparien joukko) ja @ =
{(p,q) € A | q¢ # 0}. Mééritelladn @Q:ssa relaatio (p1,q1) ~ (p2,q2) <
P1g2 = paqq - Nayté, ettd kyseessd on (Q:n ekvivalenssirelaatio. Miten tulos
liittyy rationaalilukuihin?

Mité ekvivalenssirelaation ominaisuuksia on seuraavilla, annetuissa joukois-
sa A méaritellyilla relaatioilla ?

a) A=N: zRy < x4+ y on parillinen.

b) A=N: zRy < =z -+ y on pariton.

c) A=Q: 2Ry & |v—y| <1071

d) A = {suomalaiset } : xRy < z ja y ovat toisilleen sukua suoraan
ylenevissé tai alenevassa polvessa.

(*) Luonnollinen luku k£ € N on luvun n € N tekijd, jos n = k - m jollakin
m € N. Luku n on alkuluku, jos n:lla ei ole muita tekijoita kuin £ = 1 ja
k = n. Nayta, ettd alkuluvuilla ei ole loppua, ts. ei ole olemassa suurinta
alkulukua.



Pitkaranta: Calculus Fennicus I.4. Jonon kéasite

1.4 Jonon kasite

Jono (engl. sequence, ruots. f6ljd) on olio muotoa

{al,ag,(lg, }

Joukosta jonon erottaa ennen muuta jirjestys: Jonon jasenet, joita kutsutaan jo-
non termeiksi (vrt. joukon alkio) on 'pantu jonoon’ eli jarjestykseen. Matemaat-
tisessa jonossa jarjestys tarkoittaa vastaavuutta luonnollisten lukujen joukon ja
jonon valilla:

1—ay

2 as

Tassa '—’ tarkoittaa jélleen ’liittadmista’: Jokaiseen n € N liitetdan yksikasittei-
nen jonon termi (n:s termi) a,, jolloin sanotaan, ettd n on ko. termin jérjestys-
numero eli indeksi. Indeksijoukko on siis koko N, mika tarkoittaa, ettd jono on
piasdttymaton'.

Matemaattisen jonoon, niinkuin joukkoonkin, voi periaatteessa sijoittaa mita ta-
hansa. Jatkossa tarkastelun kohteena ovat ennen muuta lukujonot, joille kiyte-
taan lyhennysmerkintoja

{a,, n=1,2, ...},
{an};z.ozlv
{an}.
Jos jonon termit maardytyviat tunnettuna, indeksistd riippuvana lausekkeena,

voidaan ko. lauseke kirjoittaa a,:n paikalle.

ESIMERKKI 1

{1,-1,1,-1, ...}y ={ (D)™, n=1,2, ...}

11 1 1

—— = .. = T, k=1,2, ...
{9’16’25’ } {(l{;—|—2)2’ o }
{1,1,2,6,24, 120,720, 5040, 40320, ... } ={n!}>2, O

PPasttyviistd jonosta’ muotoa

(a1;a25"'aan)a neN

kilytetddn téssd tekstissd yleisnimitystéd (dérellinen) jarjestetty joukko (tai 'n alkion jarjestetty
joukko’), tapauksissan = 2,3 nimi& pari ja kolmikko. Jonomerkinnésti poiketen kilytetddn téssa
yvhteydessd pédasadntoisesti kaarisulkeita. — Kirjallisuudessa kaarisulkeilla merkitdan joskus
myo6s paattyméattomia jonoja, samoin merkintdd < a, > nikee jonoista kiytettavan.
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I.4. Jonon kasite Pitkaranta: Calculus Fennicus

Viimeinen esimerkki on my6s esimerkki yleisemmaésta jonosta muotoa

{@ms i1, oy .. F=Han}es,., méeZ.

Indeksin vaihdolla tdmé voidaan palauttaa normaalimuotoon:
{antorm = {@mir—1}32-
ESIMERKKI 2 Lukujono

— 2 —
, ap=1—a,_;, n=12...

N[

ag =

on esimerkki palautuvasta eli rekursiivisesta lukujonosta, joka 'maérittelee itsen-

sa’. Téassd a; = 3/4, as = 7/16, ag = 207/256, ... O
Sarja
Jos {ar, k=1,2, ... } on lukujono ja {s,} toinen lukujono, joka méé&ritellaan

n

Sp,=a1+...+a, = g ag ,
k=1

niin sanotaan ettd {s,} on sarja (engl. series). Sarjan tavanomainen lyhennetty
merkintédtapa on

iak (: {zn:ak, n:1,2,...}>.
k=1

k=1

Lukuja a; sanotaan sarjan termeiksi ja lukuja s, sarjan osasummiksi. Sarja
tulkitaan siis lukujonoksi, joka muodostuu sarjan osasummista.f

ESIMERKKI 3

i(—l)’“ = {zn:(—nk, n=0,1,...} = {1,0,1,0, ...} O
k=0 k=0

"Kaikkien sarjojen &iti’ on (perusmuotoinen) geometrinen sarja, jonka termit ovat
ar=¢", k=0,1, ..., ts. sarja on muotoa > , ,¢* ={1,14+¢,1+q+4¢* ...}
Osasummille saadaan téssd tapauksessa laskukaava (ks. Harj.teht.1.2:3¢)

n N qn+1_1
sn:Zq = — q#1.
k=0 q

1 I

fSarjan tulkinta téssi tekstissé hieman ’oikoo’ sarjan formaalia méiiritelmis, joka kuuluu:
Sarja on jonojen {ax} (sarjan termit) ja {s,} (osasummat) muodostama jonopari.

"Mukavuussyistd sovittakoon, ettd geometrisessa sarjassa Zzozo ¢* ensimméinen termi on
q° = 1 my6s kun ¢ = 0.
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Pitkaranta: Calculus Fennicus I.4. Jonon kéasite

Induktio

Luonnollisiin lukuihin ja jonon kisitteeseen liittyy ldheisesti myos matemaatti-
nen todistusperiaate nimelta induktio. Olkoon P(n), n € N, predikaatti. Talloin
proposition

P: P(n) VneN

voi tulkita viittaavan vaittdmé&jonoon { P(1), P(2),...}. Induktion ideana on
muuntaa tdméa jono palautuvaksi, jolloin jono ’todistaa itsensd’ samalla tavoin
kuin palautuva lukujono ’laskee itsensd’ (vrt. Esimerkki 2 edelld). Idea realisoi-
daan tarkastelemalla kahta propositiota:

Pl : P(l),
Py : P(n)=Pn+1) VneN,

Jos Py ja Py ovat molemmat tosia, niin P; kidynnistéda propositioon Py perustuvan
'todistusautomaatin’, joten implikaatio

P11 N Ps = P,

joka lausuu nk. induktioperiaatteen, tuntuu ilmeisen todelta.! Induktioperiaat-
teen mukaan siis vaittaman P todistamiseksi riittda osoittaa, ettd Py ja Py ovat
molemmat tosia. Proposition P; toteennayttdmistd sanotaan induktioaskeleeksi
ja todistuksen ko. osan lahtooletusta 'n € N ja P(n) tosi’ induktio-oletukseks.

Néytetadn induktion avulla oikeaksi seuraava tuttu tulos:

ProposITIO [.4.1 (Binomikaava) Rationaalilukujen kunnassa tai sen laajen-

nuksissa pétee
" /n
(z+y)" = E (k) "Rk neN,

k=0

missa binomikertoimet maaritellaan

(V)

Todistus Véittama on muotoa P(n) Vn € N. Téssd P(1) on ilmeisen tosi, joten
riittdéd suorittaa induktioaskel. Oletetaan siis, ettd P(n) on tosi, ts. ettd bino-
mikaava pétee tietylld (mutta mielivaltaisesti valitulla) n:n arvolla. T&ll6in on

fInduktioperiaate seuraa Peanon aksioomasta (P5) asettamalla S = {n € N | P(n) tosi},
ks. alaviite Luvussa I.1.
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I.4. Jonon kasite Pitkaranta: Calculus Fennicus

kunnan aksioomien ja oletuksen perusteella

)™ = @tn)aty) = (@) no (1)

n

n _ AN
=S (D) k3 (1)
k=0

k=0

n n n+1 n

— Z (k) anrlfk‘yk + Z (l B 1) anrlflyl.
k=0 =1

Téasséa on jalkimmaéisessd summassa tehty indeksin vaihto [ = k£ + 1. Kun jalleen
kirjoitetaan [ = k, voidaan molemmat summat yhdistaad tulokseksi

n+1

@+ = Yoo,
k=0

n 1 n+1 n ] n+1
Ch = = = Cn = = = s
N 0 ) T \n n+1

ja indeksin arvoilla k =1...n

Ck:(ﬁ)+<kiJ :zmgim!+%—lwf—k+9!

n! 1 1
:(k—UWr%M<E+n—k+J
n! n—+1
(k—Dl(n—k)!  kin—k+1)

:k@izfn!:(nzv'

Néin ollen P(n+1) on tosi ja induktioaskel siis suoritettu. Todistuksessa tarvittiin
yleisten kuntaoperaatioiden liséksi luonnollisten lukujen vélisié laskuoperaatioita
(mukaan lukien jakolasku), joten todistus on pétevé rationaalilukujen kunnassa
tai sen laajennuksissa. [

missa

Kuten Proposition [.4.1 todistuksesta kdy ilmi, binomikertoimet ovat laskettavis-
sa palautuvasti kaavasta

G5 R S T () I () Y (i e
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Pitkaranta: Calculus Fennicus I.4. Jonon kéasite

Kaava havainnollistuu Pascalin kolmiossa, jonka avulla kertoimet voidaan maé-
rittaa katevéasti pienilld n:n arvoilla:

1
11 (n=1)

1 2 1 (n=2)

1 3 3 1 (n=3)

1 4 6 4 1 (n = 4)

1 5 10 10 5 1 (n=5)

1 6 15 2 15 6 1 (n = 6)

1 7 21 3 3 21 7 1 (n="7)

1 8 28 5 70 5 28 8 1 (n=8)

Pascalin kolmion avulla binomikertoimet maéraytyvéiat pelkalld luonnollisten lu-
kujen yhteenlaskulla.

Toisena induktion sovelluksena todistetaan usein kdytetty epayhtalo.

PrROPOSITIO 1.4.2 (Bernoullin epayhtdlé) Rationaalilukujen kunnassa tai
sen jarjestetyissd laajennuksissa pétee

(I+2)" > 1+nr kun ne€N, n>2 ja x> -1, z #0.

Todistus Jos x > 0, niin epayhtilo seuraa helpoiten binomikaavasta:

(1+2)" = L%Cvx—%LJ::1+nx+Lﬁ,

missd [...] > 0, kunz > 0jan > 2. Yleispatevampi todistus perustuu induktioon,
eiké sekddn ole pitkd: Ensinnakin

(14+2)?* = 1+2r+2> >1+22, kunax #0,

joten véittdmé on tosi, kun n = 2. Toisaalta jos viite on tosi milld tahansa n:n
arvolla (induktio-oletus, n > 2), niin
1+a)"™ = 1+z)(1+2)
> (14 2)(1+nx)
= 1+ (n+ 1)z +na?
> 1+ (n+1)x,

kin z > -1 = 1+ 2 > 0jaz # 0 = 22 > 0. Induktioperiaatteen mukaan
vaittdma on ndin todistettu. [
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I.4. Jonon kasite Pitkaranta: Calculus Fennicus

Numeroituvuus, mahtavuus

Sanotaan, ettd joukot A ja B ovat yhtd mahtavat (engl. of the same cardinality),
jos joukkojen vililld on olemassa kiddntaen yksikésitteinen vastaavuus siten, etta
jokaista A:n alkiota vastaa yksikésitteinen B:n alkio ja kddntden. Vastaavuutta
merkitdan jatkossa kaksoisnuolella "<

A~ B (kidntden yksikésitteinen vastaavuus).

Jos erityisesti A <> {1,2, ... n} jollakin n € N, niin sanotaan, ettd A on ddrel-
linen (engl. finite) joukko. T&ll6in A:ssa on tdsmélleen n alkiota, ja A ja B ovat
yhtd mahtavat tdsmilleen, kun my6s B:ssi on n alkiota. Adrellisen joukon ta-
pauksessa vastaavuutta A <> { 1,2, ... n} sanotaan A:n alkioiden numeroinniksi
(indeksoinniksi). Numerointi tekee A:sta jirjestetyn joukon.

ESIMERKKI 4

A=1{1,2,3,1000}
B = {vuohi V, hevonen H, opiskelija O, professori P }

C = {linnunradan atomit }

Kaikki kolme ovat aérellisia joukkoja. Joukot A ja B ovat yhtd mahtavat. [

Jos joukko ei ole dérellinen, niin se on ddretdn (engl. infinite).

ESIMERKKI 5 Joukot

A=1{1,4,9,16,25,36,49, ...},
B = {1,100, 10000, 1000000, ... }

ovat molemmat ddrettomid. Ne ovat myos yhtd mahtavat, silld vastaavuuksista

neN <« n’ecA
neN <« 10 ?e¢B

nihdaén, ettd A < N+ B. [

Esimerkin perusteella pienemmaélté tai suuremmalta "tuntumiseen’ ei voi luottaa
vertailtaessa dédrettomien joukkojen mahtavuuksia. Sanonnat kuten 'yhtd monta’
tai 'sama méara’ on myos selkeinté rajata dérellisten joukkojen vertailuun.

Esimerkin 5 joukkojen A, B alkiot voidaan numeroida esitettyjen vastaavuuksien
perusteella. Yleisesti sanotaan, ettd joukko A on numeroituva (tai 'numeroitu-
vasti ddreton’, engl. (d)enumerable tai countably infinite), jos A <» N. Numeroi-
tuvuus siis tarkoittaa, ettd joukon alkiot voidaan jarjestdéd jonoksi.
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Pitkaranta: Calculus Fennicus I.4. Jonon kéasite

ESIMERKKI 6 Kokonaislukujoukon Z = {0,+1,42,...} erés jonomuoto on
(0,1,-1,2,-2, ...} = {an, n=12 ...}
joten Z on numeroituva. Esimerkiksi luku —777 on jonon 1555:s termi. [

ESIMERKKI 7 Rationaalilukujoukko @ on esitettavissd muodossa

Q:A1UA2U"':DAm,

m=1

missa

A = {0}7
A, = {z=p/geQ| pl+lgf=m & 2 €A, kun k<m}, m=23,...

Osajoukot A,, ovat mééritelman mukaisesti keskendén pistevieraita (A, N Ay = ()
kun k£ < m), joten jokainen z € QQ on enintddn yhden osajoukon alkio. Toisaalta
madritelmésta seuraa myos, ettd jos z € Q, niin x € A,,, missd m € N on pienin
luku, jolle patee m = |p| + |¢| ja x = p/q. Néin ollen jokainen x € Q on tésméil-
leen yhden osajoukon A, alkio. Joukot A,, ovat myos &érellisié, joten jokainen
niistd voidaan numeroida erikseen. Jos nyt A,,:n alkioiden lukumé&éard = IV,,, niin
mielivaltaiselle € Q saadaan yksikésitteinen jarjestysnumero n sadnnolla

1, jos x =0,
n =
Ni+- -+ N,,_1+k, joszonA,nk:s alkio, m > 2.

Kaikki rationaaliluvut on néin jarjestetty jonoksi, ja voidaan siis todeta, ettd Q
on numeroituva. [

Jos joukko on d&reton mutta ei numeroituva, sanotaan ettd se on ylinumeroituva

(engl. uncountable). Néinkin 'mahtavia’ joukkoja — myos lukujoukkoja — on
olemassa, kuten tullaan ndkema&aén.

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Nayta induktiolla todeksi summakaavat (n € N)
a) Yo k=gnn+1)  b) Yh k= gn(n+1)2n+1)
¢) dopi k= n*(n+1)2 d) Yoh k' = $n(n+1)(2n+1)(3n*+3n—1)
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2. Néyta induktiolla seuraavat summakaavat pateviksi jokaisella n € N:

a) 1-3+3-5+...+(2n—1)(2n+1):g(4n2+6n—1)

b) Y K2M=(n®—2n+3)2"" —6
k=1

(1—q)?

3. Maaritelladn palautuvat lukujonot

- B 1—(n+1)¢" + ng™*!
o) Y kg"'= (n+1) , q€Q, g#1
k=1

a) a =1, a1 =qa,+1, n=0,1...
an, 1

b) ay=2, au=—+—, n=0,1...
2 an,
n n— 3
c) a3 =3, ag =6, anH:nCL t a1t , n=273...
n
Qp,
d) a’OEQ7 a0¢{_1/n‘n€N}a an+1:1+a7 77,20,1

Néyté induktiolla, ettd a) {a,} on geometrinen sarja, b) 1 <a, <2 Vn,
) ap < 4n Vn, d) a, = ao/(1 + nag) Yn.

4. Laske seuraavien summalausekkeiden arvot (n € N):

n

156 v Er() o) 0 5e()

k=0 k=0

5. (*) Olkoon z € Q, = > 0. Nayté, ettd jos jollakin a € Q jan € N, n > 2
piatee 1 < 2" < a,niin 1 <z <1+ (a—1)/n. Vihje: Kirjoita z = 1 + y.

6. (*) a) Néayté, ettd jos x € Q, > 0jan € N, n > 3, niin (1 +2)" >
1 + nz + 3n(n — 1)z b) Millaisia vield parempia arvioita saadaan, jos
n>k, k=4,5...7 c) Nayta, ettd on olemassa n € N siten, ettd pitee

(1 4 10-100)n

100
0.
100

> 1

7. (*) Néayté, ettd jos joukot Ay, Ay, As,... ovat keskendén pistevieraita ja
numeroituvia, niin myos joukko

A:AluAQU...:UAn
n=1

on numeroituva. Totea viitteen patevyys suoraan (méaarittaméalla A), kun
A, ={zeQ|n—-1<|z|<n}.
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1.5 Adrettomat desimaaliluvut

Matematiikan arkipéivéssé hyvin yleisesti kohdattava lukujono on dareton desi-
maaliluku’ (engl. infinite decimal). Témé on ilmiasultaan merkkijono muotoa

ed_md_m+1 Ce do.d1d2d3 . = ZL‘Q.dldeg ey

missa

‘e’ on etumerkki, joko e = + tai e = — ( 'tyhja’ = +)

" on desimaalipiste (tai ’desimaalipilkku’, dy:n ja dy:n vélissd)

- m e NU{0}
- 9 = ed_pd_py1...dy € Z = desimaaliluvun kokonaislukuosa
- d,, n=1,2,... = desimaaliluvun desimaalit (d, € {0,...,9})

ESIMERKKI 1

141.42135623730950488 . . . (e=+,

m =2 41)
—0.00314159265358979 . .. (e=—, m=0, x

8
<)
I

O

I
o =
~—

Asretén desimaaliluku on siis péafiosin numerojono, jossa numeroiden lisiksi on
erillinen etumerkki ja desimaalipiste, jonka sijainti numerojonossa méaarittaa ko-
konaislukuosan xy. Téllaisen merkkijonon tulkitaan tarkoittavan rationaaliluku-
jonoa

{zo,21,... y={xn }0y,

misséd xy on kokonaislukuosa ja

Ty = woE (di-107 4 +dy - 107") = £ Y dp-107F, neN,
k=0

missd summalausekkeen etumerkki valitaan e:n mukaan. Tulkinnan mukaisesti
aareton desimaaliluku on siis itse asiassa sarja, jonka ensimmaéinen termi on zq ja
muut +d;,-107% k£ = 1,2, ... Sarjan osasummat ovat indeksistd n = 1 lahtien nk.
adrellisia (tai paattyvia, ks. alaviite) desimaalilukuja, jotka jatkossa merkitdan

Ty = xO-dl---dn (TLGN)

fVaihtoehtoinen nimitys on padttymdtin desimaaliluku.
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Télld tarkoitetaan siis lukua £(|zo|+Y_p_o di-107%), missé etumerkki on erikseen
asetettu (sama kuin xq:ssa, jos zo # 0). Kirjoittamalla luku muotoon

T, = £107" <|x0| 10" 4> dy - 10"—k>

k=0

nahdéén, ettd =, = p/10™, missd p = ed_,, ...dpd; ...d, € Z on kokonaisluku.
Toisaalta jos ldhtokohtana on luku x = p/10", p € Z, niin esittamalla p kymmen-
jéarjestelméssd nahdédéan, ettd o on saatettavissa muotoon x = xg.d; . . . d,. Siis ko.
muotoa olevat dérelliset desimaaliluvut muodostavat tdsmélleen Q:n osajoukon

Qn ={p/10" [peZ}.

Kun tdméan mukaisesti asetetaan Qy = Z, niin pétee

Z=Q CcQ CcQ,cCc...CcQ.

Lukujoukossa Q,, luvut ovat tasavilein siten, ettd perdkkaisten lukujen z, y etéi-
syys on |z — y| = 107". Kuvassa on lukujoukkoja Qg, Q;, @y havainnollistettu
geometrisesti.t

Q2
| | | Qo

Jatkossa adédrettomiin desimaalilukuihin viitataan joko tavanomaisilla lukusymbo-
leilla z, y, z jne., tai vaihtoehtoisesti symboleilla Z, g, Z jne., kun halutaan tehda
ero ‘oikeisiin’ lukuihin, erityisesti rationaalilukuihin. Afrettomien desimaaliluku-
jen joukkoa merkitddn symbolilla D :

D = {4drettoméat desimaaliluvut }.

Yksittéisen desimaaliluvun tapauksessa pidetdan merkkijonoesitysté ko. desimaa-
liluvun 'nimen&’, jolloin merkinnassa

I = l‘o.dldg... = {l‘n}zozo

Y

ensimmaéinen =’ nime&é ja toinen tulkitsee (antaa merkityssisallon).

"Lukujen ’geometrisointia’ tarkastellaan myohemmin Luvussa II.1. Téssé vaiheessa pidetésn
geometrisen havainnollistamisen perusideoita tunnettuina.
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ESIMERKKI 1 (jatko) Tehdyin merkintdsopimuksin voidaan kirjoittaa

x = 141.421356. ..
= {141,141.4,141.42,...}

1414 14142
= {141, — —/= .}
10 100
= {wo, 1, T2, ...}
y = —0.00314159...
= {0, 0.0, 0.00, —0.003, —0.0031, ...}
3 31
= 10,00, 10007 10000’ )

= {y07y17y27"'} O

Jokainen &éreton desimaaliluku x € D on siis merkitykseltaan lukujono {x,}>°
missé x, € Q, Vn. Méaritelménsid mukaisesti lukujono {z,} on madrattavissa
asettamalla ensin zy € Z ja sitten x1, zo, ... palautuvasti muodossa

Tpno1+d, 107", jose = +,
T, = )
Tpo1—dp-107", jose = —,

missé e on x:n etumerkki ja d, € {0,...,9} Vn € N. Tdmén mukaan on joko
Tp > Tpo1 Vn € N tai x, < x,_1 Vn € N, riippuen etumerkisté e. Tallaiset
'yksitoikkoiset” jonot ovat huomattavan tarked lukujonojen erikoistapaus, joten
asetetaan niita varten

MAARITELMA 1.5.1 Lukujono {a,, n=m,m+1,...} on

- kasvava, jos api1 > a, Yn>m

- vdhenevd, jos a,i1 < a, Yn>m

Lukujono on aidosti kasvava, jos an+1 > a, Yn > m ja aidosti vdheneva, jos
apy1 < a, Yn > m. Jos lukujono on (aidosti) kasvava tai vihenevé, se on (aidosti)
monotoninen.

Aédreton desimaaliluku on siis lukujonona monotoninen: kasvava etumerkin ollessa
e = + ja vihenevé, kun etumerkki on e = —. Seuraavan tuloksen mukaan tdma
kasvu tai vaheneminen kuitenkin "hiipuu’ nopeasti n:n kasvaessa.
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ProposITIO 1.5.2 Jos x = { x, }22, € D, niin jokaisella k € NU{0} ja jokaisella
n € N, n > k pitee |z, — 73| < 107%, tarkemmin

|z, — ] < 107% — 107"

Todistus Kunn > k& > 0, on

T — 21| = zn: d;i-107 < > 9-107

j=k+1 J=k+1
n—k—1
1 )
— 9.107"1 (_>
~ \10
— 107* 9 — ()"
10 1—L

H
s o
|

B

I
—_
S
=
—_
<
E
7N
[a—y
c>|H
~_

= 10*-10" O

Kun Proposition 1.5.2 tuloksen ohella huomioidaan lukujonon {z,} monotoni-
suus, niin nahdadn, ettd jokaiselle ddrettomélle desimaaliluvulle & = {z,} pétee

x, < xp < xp + 107F, jos etumerkki e = +,
0<k<n = b= . kTt ‘] ‘ +
z, —107% <z, < 2y, jos etumerkki e = —.

Témén mukaan termien z,, lilkkumavara supistuu nopeasti indeksin n kasvaessa.

Jakokulma-algoritmi

Edelld on todettu, ettd ddrettoméit desimaaliluvut ovat lukujonoina {x,} sekd
monotonisia ettd ’hiipuvia’. Voi my6s kdyda niin, ettd jono {z,} ei ainoastaan
‘hiivu’, vaan ldhestyy rationaalilukua x € Q siind mielessé, etta |z, — x| tulee yha
pienemmaksi n:n kasvaessa. Milloin téallainen 'ldhestyminen’ on yleensd mahdol-
lista, selvitetdan mychemmissé luvuissa. Téassa vaiheessa asetetaan kysymys toi-
sin pédin: Jos on annettu x € Q, niin miten 16ydetddn d&retdén desimaaliluku
T = {x,} siten, ettéd |z, — x| tulee yhd pienemmiksi n:n kasvaessa ? Vastauksen
antaa tunnettu jakokulma-algoritmi’. Algoritmissa konstruoidaan desimaalivas-
tine luvulle |z| ja varustetaan tdmé z:n mukaisella etumerkilld, joten voidaan

T Algoritmi on tésmillinen ja toteutuskelpoinen (ohjelmointikelpoinen) toimintaohje jonkin
laskennallisen pddméédrian saavuttamiseksi. Jos padamaédrand on lukujono {a,, n = 1,2,...},
on algoritmia seuraamalla saatava adarelliselld maaralla laskutoimituksia vastaus kysymykseen
an, =7, olipa indeksi n € N miké hyvinsd annettu luku.
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rajoittua tapaukseen x > 0. Valitaan talléin x,, € Q,, n =0,1,2,... siten, ettd
jokaisella n toteutuu ehto

Tn <x<zH+107" (1)

Jos z el ole dérellinen desimaaliluku, ts. x ¢ Q,, Vn, niin ehdon (1) mukaisesti on
Tp < x < xTp+ 107" Vn. Jos z € Qy jollakin £, niin x,, € Q, myos kun n > k,
jolloin ehdosta (1) seuraa, ettd z,, = = jokaisella n > k. Molemmissa tapauksissa
T, + 107" on x:44 1ahinné oleva, x:44 aidosti suurempi luku joukossa @Q,. On
ilmeistd, ettd ndin konstruoitu lukujono {x,} on yksikisitteinen, toteuttaa

|z, —2z| < 107", n=0,1,... (2)

ja maaraytyy yksikésitteisesti myos tastd ehdosta x:n etumerkisté riippumatta.

Jos x > 0, niin ehdon (1) toteuttavan lukujonon konstruoiminen jakokulma-
algoritmilla kily seuraavasti: Olkoon = r/s, missd r € NU{0} ja s € N. Talloin
voidaan ensinnakin kirjoittaa

T T1
_:$0‘|‘_7
S S

missd 2o € NU {0} jar, € {0,...,s —1}. Luvut z ja r; ovat ilmeisen yksiké-
sitteiset. Koska 0 < r1/s < 1 = 0 < 107/s < 10, on edelleen 16ydettivissa
yksikésitteiset d; € {0,...,9} jars € {0,...,s— 1} siten, ettd

10T1 T9

:d1+—
S

Jatkamalla ndin saadaan yleiseksi algoritmiksi

10
T _ dy + %, k=1,2,... (jakokulma-algoritmi)
s

Tassd di, € {0,...,9} ja luvut 7441 € {0,...,5 — 1} ovat nk. jakojddnniksid.
Jos algoritmi katkaistaan indeksiin £ = n, on luvulle z saatu esitysmuoto

=m0+ L = ap+d o107 41072
S S

= (:co+d1~10*1+...+dn~10*”)+1o*n.7”"_8+1

Tn
-z, +107". ML
S
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Téassa on 0 < 107" 7,41/s < 107", joten ehto (1) toteutuu algoritmin madrit-
tamaélle lukujonolle { xg, zg.dy, xo.d1ds, ...} = {z,}.

Jos T € D on jakokulma-algoritmin tuottama desimaalilukuvastine rationaalilu-
vulle z, on tapana muitta mutkitta kirjoittaa x = x, eli samastaa x ja x. Jatkos-
sa noudatetaan tata sopimusta. Tamén mukaisesti siis jokaiselle rationaaliluvulle
luotu "kopio’ darettomien desimaalilukujen joukossa, eli patee D D Q.

ESIMERKKI 2 Tehdyn sopimuksen mukaan

50/3 = 16.66666666666666666666666666666666666666 . .. € D,
311/125 = 2.488000000000000000000000000000000000000 . . . € D,
245/17 = 14.41176470588235294117647058823529411764 . .. € D. U

Esimerkissd luku 311/125 on &érellinen desimaaliluku. Téllaisessa tapauksessa
jakojaannos rp = 0 jollakin k (tdssd kun k = 4), jolloin algoritmi antaa r, =
d, = 0 kun n > k. Muissakin esimerkeissd algoritmin antama desimaaliluku on
jaksollinen, eli jollakin k, m € N muotoa

I = l‘o.dldg e dkdk-i-l Ce dk+mdk+1 Ce dk—f—m ey

jolloin jaksollisuus alkaa indeksistd k& + 1 ja jakson pituus = m. Jakokulma-
algoritmi antaa itse asiassa aina jaksollisen tuloksen, silla koska jakojadnnoksella
r, on vain s — 1 erilaista O:sta poikkeavaa arvoa, niin jollakin n = k£ + 1 €
{1,...,s}jame{l,...,s— 1} on oltava 7, ,, = r,. Tall6in algoritmi antaa
Tnom = Tn ja dpym = d, myos kun n > k + 1, jolloin tulos on ym. jaksollista
muotoa. Jaksollisuus alkaa siis viimeistdan indeksistd n = s ja jakson pituus on
enintaan m = s — 1.

Jatkossa merkitédan jaksollisten desimaalilukujen joukkoa symbolilla D), :

D, = {jaksolliset desimaaliluvut}.

Jos z € D ja x ¢ D, niin sanotaan, ettd = on jaksoton.

Adrettomit binaariluvut

Adrettomilli binaariluvuilla tarkoitetaan merkki /lukujonoja muotoa
Tr = ebmbm+1 c. bo.b1b2 e = {xn}zo:(];

missé b,:t ovat binaarijirjestelmén numeroita eli bittejd, b, € {0,1}, ja
n
T, = xoiZbk-Z*k,
k=1
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missd g = ebybpi1...bp on kokonaislukuosa (binaarimuodossa) ja summa-
lausekkeen etumerkki on sama kuin x:ssd. Jos lukujérjestelmén kantalukuna on
8 tai 16, puhutaan vastaavasti (4arettomistd) oktaali- ja heksadesimaaliluvuis-
ta. Tietokoneiden ja laskinten kiyttdmina lukujarjestelmind ndma mainitut ovat
tavallisia. — Kaikki mita edelld on sanottu darettomistd desimaaliluvuista, on
helposti muunnetavissa mainittuja (ja muitakin) lukujérjestelmia koskevaksi.

Desimaaliluvun skaalaus

Toistaiseksi darettomille desimaaliluvuille ei méaritella muita laskuoperaatioita
kuin merkin vaihto ja skaalaus = kertominen luvuilla 10™, m € Z. Skaalaus lu-
vulla 10™ tarkoittaa yksinkertaisesti desimaalipisteen paikan siirtdmistéa joko m
desimaalia eteenpéin (m > 0) tai |m| numeroa taaksepéin (m < 0). Jalkimmaéises-
sd tapauksessa lisataan kokonaislukuosaan tarvittaessa riittdva maara ’etunollia’.
Luvulla 10° = 1 skaalattaessa jii desimaaliluku ennalleen. Skaalaukselle péteviit
vaihdanta- ja liitantéalait

0™ (10" - z) = 10™*" .z = 10" - (10™ - z), m,n € Z.

Kun merkin vaihto tulkitaan samaksi kuin kertominen luvulla —1 (kuten kunta-
algebrassa), niin merkin vaihto ja skaalaus yhdistdmalla tulee mééritellyksi skaa-
laus luvuilla £10™, m € Z.

ESIMERKKI 1 (jatko)

107*-141.421356 ... = 0.0141421356. ..
—10% - (—0.00314159...) = 31.4159...

Liukuluvut

Liukuluvuiksi (engl. floating point number, ruots. flyttal) sanotaan kymmenjér-
jestelmassa dérellisia desimaalilukuja muotoa

+107-0.d; ... d,,

missd 5 € Z jan € N on kiinted. Numeerisessa laskennassa liukulukuja kayte-
tadn adrettomien desimaalilukujen approksimaatioina, eli likimaaraisina vastinei-
na. Approksimointi tapahtuu kirjoittamalla desimaaliluku ensin skaalaustekijan
avulla muotoon x = +10° - 0.dds.., missi B € Z ja d; # 0 (mahdollista aina
kun = # 0) ja katkaisemalla néin saatu luku desimaaliin d,,. Sanotaan, ettd néin

49



1.5. Adrettomat desimaaliluvut Pitkaranta: Calculus Fennicus

saadut numerot d; ...d, ovat desimaaliluvun n ensimmaéistd merkitsevad nume-
roa (engl. significant digits), ja ettd ko. liukuluku on desimaaliluvun katkais-
tu (engl. truncated) muoto. Katkaisun vaihtoehtona approksimaatiossa voidaan
kiyttaa pyoristystd (engl. rounding), yleenséd lahimpédn samaa tyyppid olevaan
liukulukuun (nk. normaalipyoristys). Tieto desimaalipisteen paikasta suhteessa
ensimmaiseen merkitsevadn numeroon sisaltyy lukuun g € Z. Kun aareton desi-
maaliluku ilmoitetaan n merkitsevan numeron tarkkuudella, tarkoitetaan luvun
(katkaisutua tai pyoristettyd) liukulukuapproksimaatiota.

ESIMERKKI 3 Yhdeksdn (n = 9) merkitsevin numeron tarkkuudella on

0.0001414213562373095... =~ 107°-0.141421356
—172/3 = —57.333333333... ~ —10%-0.573333333

Téassa katkaisu ja normaalipyoristys antavat saman tuloksen. [

Tietokoneet ja laskimet operoivat numeerisissa laskuissa aina liukuluvuilla, esim.
binaarijarjestelmaan perustuvilla. Télloin sekd merkitsevien numeroiden maara
ettd O:n sisdltdmien numeroiden mééra on rajoitettu koneelle ominaisesti. Mah-
dollisia konelukuja (engl. machine numbers) on siten aina &érellinen maara.

ESIMERKKI 4 Koneluvut ovat muotoa =427 -0.b;...bsy, missd 3 = %0 ... Bio,
bi, B € {0,1}. Yhden luvun tallettamiseen tarvitaan 42 bittid (numerot ja etu-
merkit), ja erilaisia lukuja on

230 (2" — 1)+ 1 = 2197949513729 kpl. U

Tietokoneen /laskimen suorittamia peruslaskuoperaatioita (yhteen-, vihennys-,
kerto- ja jakolasku) koneluvuilla sanotaan liukulukuoperaatioiksi (engl. floating
point operation, lyh. flop). Namé poikkeavat hiukan tavanomaisista laskuoperaa-
tioista, koska tulos on yleenséd (etenkin kerto- ja jakolaskuissa) katkaistava tai
pyoristettava koneluvuksi. Laskutoimitusten likimaaréisyydestd aiheutuvat pyo-
ristysvirheet (engl. roundoff errors) voivat vahvistua tai kasautua perdkkéisissi
laskutoimituksissa. Yksittéisessdkin laskutoimituksessa voi tapahtua kohtalokas
merkitsevien numeroiden kato, kuten seuraava yksinkertainen esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI 5 Olkoon a ja b annettuja lukuja. Halutaan laskea

1 1 1
r=— S
a 1+b

Miké arvo saadaan x:lle, jos a = 1072, b = 21072, ja koneluvut ovat muotoa
+10% - 0.d; . .. di5 (kymmenjirjestelmi), missd —99 < 3 < 997
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Ratkaisu Suoraan annettuun lausekkeeseen perustuva algoritmi on:
y=140b z2=1/y, u=1—2, z=u/a.

Koska y:n tarkka arvo on y = 1.00000000000000000002, niin kone sijoittaa
muistipaikkaan 'y’ tdmén luvun katkaistun (tai pyoristetyn) liukulukumuodon
y = 10! - 0.100000000000000 = 1. Laskun muut vaiheet ovat timén jilkeen vir-
heettomia, ja lopputulokseksi saadaan x = 0. [

Esimerkissd vaarattoman nakoinen pyoristys johtaa suureen virheeseen loppu-
tuloksessa. Ongelma poistuu, jos laskut suoritetaan kaksoistarkkuudella (engl.
double precision), eli kiyttamélla liukulukuesitysté, jossa talletetaan 15:n sijas-
ta 30 merkitsevad numeroa. Talloin saadaan tulos z = 2, joka on varsin ldhel-
la tarkkaa arvoa z = 1.999999999999999999960000000000000000000799999. ..
Kaksoistarkkuuteen (tai useampikertaiseen tarkkuuteen) siirtyminen on yleinen
menettely pyoristysvirheiden uhatessa. Toinen vaihtoehto on algoritmin parempi
suunnittelu.

ESIMERKKI 5 (jatko) Laskettava lauseke yksinkertaistuu kunta-algebran keinoin
muotoon

B b

a(l+0b) "
Téssa approksimaatio 1 + b & 1 ei aiheuta merkittavaa virhetta. [

HARJOITUSTEHTAVIA

1. a) Néyté, etté jos luvuilla p, ¢ € N ei ole yhteisia tekijoita, niin r = p/q € Q
on aarellinen desimaaliluku tdsmélleen kun on olemassa m,n € NU{0} si-
ten, ettd ¢ = 2™-5". b) llmoita luku = = (2/5)'° dérellisené desimaaliluku-
na. c) Millaisia rationaalilukuja ovat dérellisten desimaalilukujen vastineet
lukujérjestelméssé, jonka kantaluku on 607 d) Luvulla 1111111/5400 on
60-jarjestelméassa adrellistd desimaalilukua vastaava esitysmuoto. Maarita
tdma kdyttamalla luvuille n = 0...59 symboleja (n) 60-jarjestelméssa.

2. Néyta, ettd jos lukujonot {a,} ja {b,} (n € N) ovat kasvavia, niin a) myds
lukujono {a, + b,} on kasvava, b) jos lisiksi a, > 0 Vn ja b, > 0 Vn, niin
lukujono {a,b,} on kasvava. c) Nayta esimerkilld, etté jos b)-kohdassa li-
séehto b, > 0 Vn poistetaan, niin lukujono {a,b,} voi olla aidosti viheneva.

3. Desimaaliluvuista z = {z,} € D jay = {y,} € D tiedetéén, ettd = =
23.4569. .. ja y = 23.4567 ... Kuinka suuri luku z,, — y,, on tdméan tiedon
perusteella vahintdan ja kuinka suuri enintdén, kun n = 107
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4. Muotoile ja todista Proposition 1.5.2 vastine darettomille binaariluvuille.

5. Laske jakokulma-algoritmin avulla seuraavien rationaalilukujen vastineet
jaksollisina desimaalilukuina: a) 1/11, b) 31/13, ¢) 19/17.

6. Jakokulma-algoritmin mukainen luvun x € Q vastine dérettoméana desi-
maalilukuna olkoon jaksollinen siten, ettd jakson pituus = m ja jaksolli-
suus alkaa desimaalista dj. Anna esimerkki luvusta x = r/s, r, s € N, jolle
patee a) m=1, k=5 by m=s—1, k=35, ¢) m=s—1, k=1.

7. Kymmenjarjestelmén luku 7/11 samastuu 2-kantaisessa lukujérjestelmés-
sé ddrettomadn binaarilukuun ja 3-kantaisessa jérjestelméssd ddrettoméaan
triaarilukuun. Maéritd ndméa jakokulma-algoritmilla. Huomaa, ettd jako-
jaannosta ei algoritmissa kerrota kymmenelld vaan kantaluvulla, siis 2:1la
tai 3:lla. Jatka laskua, kunnes jaksollisuus ilmenee!

8. Halutaan laskea y = (v + a)? — (v +b)* kun z = 1/7, a = 0.1457- 1076 ja
b= 0.6973 - 1075, a) Mééritd y neljin merkitsevin numeron tarkkuudel-
la muokkaamalla y:n lauseke ensin sellaiseen muotoon, ettd merkitsevien
numeroiden katoa ei tapahdu. b) Jos kiytetdén alkuperdista lauseketta,
niin milla tarkkuudella laskut on suoritettava, jotta paastddn mainittuun
tarkkuuteen lopputuloksessa ?

9. Jos ¢ = 7-107%, niin monenko merkitsevin numeron tarkkuudella on

a) ~0125 b)) (1+2)P~1+327

8+ 3z

10. Muokkaa seuraavat lausekkeet niin, ettd alttius merkitsevien numeroiden
kadolle poistuu. Laske sitten lausekkeiden arvot kymmenen merkitsevin
numeron tarkkuudella.

2) 1020<1ix_1+123:)’ x:g~1020

b) 1040(1ix—1_12x+3x), x:%-lom

) 1060<1f§—11§—4x), x:g-IO_QO

d) 1080(ii+;i 1+22x2 4)’ z=7-107%
°) 10120<1t§ 1—T—i_1—21§+2x4)’ x:%-lO_ZO
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11.

12.

13.

(*) (Mummon nelilaskin) Nelilaskin pystyy ndyttdméin luvun, jossa on
kahdeksan numeroa, etumerkki ja mahdollinen desimaalipiste numeroiden
valissé, esim. —0.0000999. Montako erilaista rationaalilukua laskin kykenee
nayttdmain tarkasti?

(*) Olkoon x = {x,} € D jay = {y,} € D. Nayti, ettd jos z < y jollakin
k € NU {0}, niin a) z, <y, jokaisella n > k, b) x, <y, jokaisella n.

(*) Ikuisesti laskeva tietokone tuottaa bittijonon {b,}>° | seuraavalla algo-
ritmilla:
1. Asetetaan A=0, B=1,n=0.

2. Asetetaan

n < n+ 1 (uusi arvo=vanha arvo + 1)
1

bp=1ja A=C, jos 3-C<1
b, =0ja B=C, jos 3-C>1

[lmoitetaan b, ja palataan kohtaan 2.

a) Millaiset luvut b,, n = 1...4, kone ilmoittaa?

b) Jos laskun lopputulos (idisen odottelun jilkeen) tulkitaan dérettoména
binaarilukuna & = 0.b1b, . . ., niin mink4 rationaaliluvun x binaariesitys on
kyseessd ? Perustele !
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I.6 Lukujonon raja-arvo

Téassé ja seuraavissa luvuissa tarkastelun kohteena ovat jarjestetyn kunnan luku-
jonot {a,}. Oletetaan siis, etté a,, € K Vn, missd (K, +, -, <) on jérjestetty kunta,;
tamaé voi olla joko rationaalilukujen kunta tai jokin tdmén kuntalaajennus, jossa
myos jarjestysrelaatio on méaritelty. Esimerkiksi voi olla K = J, vrt. Luku I.2.

Lukujonon {a,} sanotaan suppenevan eli konvergoivan (engl. converge) kohti lu-
kua a, jos 'n:n kasvaessa a,, tulee yha lahemmaéksi a:ta’. Tasmallisepi méaritelméa
seuraa hieman tuonnempana; téasséi vaiheessa riittakdoon toteamus, ettd suppene-
minen tarkoittaa esimerkiksi seuraavaa:

lan, —a] < 107! indeksistd n = N; alkaen,

la, —a] < 107 indeksistd n = N, alkaen,

la, —a| < 107*  indeksistd n = Ny alkaen,

Téssd jokainen N on #drellinen, eli N, € N jokaisella k£ € N. Suppenemista on
havainnollistettu alla olevissa kuvissa graafisestif.

Qn, n > Ny
Gp, 1> Ny
—~ =
| | | | |
a—10"1 / a \ a+10-1
a— 1072 a+ 1072

Jos lukujono suppenee kohti a:ta, sanotaan lukua a
jonon raja-arvoksi (engl. limit). Myos termié limes kiytetaan (lat. limes = raja).
Merkintédtapoja ovat

lim a, = a tai lima, = a
n—oo n

"Lukujen graafisen (geometrisen) havainnollistamisen menetelmis pidetdin jélleen tuttuina.
Asiaan palataan myShemmin Luvussa II.
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Pitkédranta: Calculus Fennicus 1.6. Lukujonon raja-arvo

tai kuten jatkossa useammin:
a, —a (kun n — o0).

Merkinnoissé 'lim’ luetaan ‘limes’ ja symboli "—’ luetaan 'suppenee kohti’, 'menee
kohti’ tai "lahestyy’.

a4+ 1071 i
|
|
|
s
|
|
° \
|
a+10*2 [ °
|
! e e * hd L e e
a [ s . . e o ¢ v
/ | ‘
| [ [ |
a— 1072 | \
. \ ‘
| |
| |
\ ¢ \
| |
| |
| |
a—10"" ‘ |
| |
| |
° | |
| |
1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
123 L’Tl>]\71 L"I’L>]V'2 n

Suppeneminen on lukujonolle varsin voimakas vaatimus, ja onkin helppo esittiaa
esimerkkejé jonoista, jotka eivit suppene kohti mitdéan lukua. Téallainen on vaik-
kapa rajatta kasvava lukujono {a,} = {n}. Téssé tapuksessa on tapana kirjoittaa

a, — oo kun n — oo tai jopa: lima, = oo.
n
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[.6. Lukujonon raja-arvo Pitkdranta: Calculus Fennicus

Luvallisia luku- ja puhetapoja ovat ’a, ldhestyy ddretontéd’ tai 'raja-arvo on aé-
reton’. Néiden sanontojen mukaisesti merkinta ’'lim,, ...’ luetaan yleensa ’limes
n lahestyy &déretontd’; tarkoittaen siis raja-arvoa, kun n kasvaa rajatta. Vas-
taavasti jos lukujono on rajatta vihenevd, voidaan kirjoittaa a, — —oo tai
lim, a, = —o0, ja lukea 'raja-arvo on miinus daretén’. Naistd merkinta- ja puhe-
tavoista huolimatta rajatta kasvava tai rajatta vahenevé lukujono ei ole suppe-
neva.

ESIMERKKI 1 Etsi mahdollinen raja-arvo rationaalilukujonolle {a, }5°,, kun
a) a, =n’ b) a, =100 —n ¢) a, = (—-1)"
d) a,=Mn+1)/n e a,= (10" +2n)/(10'° + n)

Ratkaisu a) Kyseessd on rajatta kasvava jono: a,, — oo. Raja-arvoa ei siis ole.
b) Ta4maé jono on rajatta vahenevé: a, — —oco. Raja-arvoa ei ole.

c¢) Jonon termit saavat vuorotellen arvoja +1 ja —1, mutta eivéit 'ldhesty’ kum-
paakaan néistd tai mitddn muutakaan lukua. Padtelldan, ettd tallakdan jonolla
ei ole raja-arvoa.

d) Téssé on ensimméinen suppeneva jono: Kirjoittamalla

ap =14+ —
n

nahdaéan, ettd n:n kasvaessa termit tulevat yha ldhemméksi lukua 1, joten paé-
telladn, etta lim, a,, = 1.

e) Tdmé& jono on myds suppeneva, mutta oikea raja-arvo paljastuu vasta hy-
vin suurilla indeksin arvoilla: Jos esimerkiksi tutkitaan jonon termejd indeksin
arvoillan = N, N +1,..., N + 10'° niin saadaan seuraavat tulokset:

a, ~ 1, kun N =1,

a, ~ 1, kun N = 10,
a, ~ 3/2, kun N = 100,
a, ~2, kun N = 10'%.

N<n<N+10"° =

Vasta viimeinen testi kertoo totuuden: lim, a, = 2. U

Esimerkki le) paljastaa, ettd lukujonon raja-arvoa ei valttdmétta heti 'née’ tai
16ydé kokeilemallakaan. Taméantyyppinen epavarmuus voidaan poistaa vain tas-
méllisemmalla raja-arvon méaaritelmaélla.
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Pitkédranta: Calculus Fennicus 1.6. Lukujonon raja-arvo

MAARITELMA 1.6.1 (Lukujonon raja-arvo) Lukujono {a,} suppenee kohti
raja-arvoa a, jos jokaisella ¢ > 0" on olemassa N € N siten, etti pétee

la, —a| <e, kunn > N.

Maéaritelméan mahdollisimman "pakattu’ muoto on

lima,=a < Ve>03INeN(|la,—a|]<eVn>N).

Jos am tilalla on oo, on médritelméssa ehdon |a, — a| < ¢ tilalla oltava ehto
an, > M, missd M on mielivaltaisen suuren luvun symboli. Maéritelméan tiivis
muoto on talléin

lima, =0 < VM 3INeN (a,>M VYn>N).

Maéritelméssd 1.6.1 N riippuu yleensd (jokseenkin ainal!) e:sta. Riippuvuuden
voimakkuudella ei ole vialid, kunhan jokaisella positiivisella ¢ on 16ydettavissa
ddrellinen indeksi N (eli luku N € N) siten, etté asetettu ehto on voimassa. Ehto
puolestaan merkitsee, ettd indeksistd N eteenpéin jonon kaikki termit pysyvét
enintddn e:n padssi a:sta. Kun ehtoa kiristetddn antamalla e:lle yha pienempia
mutta positiivisia arvoja, niin N yleensd kasvaa, mutta pysyy aina &éarellisena.
Vastaavasti jos lim, a,, = oo, niin indeksistd N eteen péin jonon kaikki termit
ovat lukua M suurempia. Luvun M kasvaessa kasvaa yleensd mycs N, mutta
pysyy aéarellisend jokaisella M:n (&érelliselld) arvolla.

LAUSE 1.6.2 Jos lukujono {a,} on suppeneva, niin raja-arvo a = lim,a, on
yksikésitteinen.

Todistus Jos a,, — a ja b # a, niin kolmioepéyhtdlon (Lause 1.2.3) ja suppene-
misen maaritelman perusteella jokaisella € > 0 on olemassa N € N siten, etta
patee

| (an —a) +(a—b)|
la —b| — |a, — a

> |la—b —¢e, kunn> N.

|an — b

v

Kun téssd valitaan € = 1|a — b| (mahdollista, koska a # b = |a —b| > 0), niin
kyseiselld e:n arvolla patee

la, — b >, kunn > N,

tKreikkalainen kirjain ¢ (luetaan ’epsilon’) on matematiikassa hyvin vakiintunut pienen
positiivisen luvun symboli. Toinen usein kiytetty symboli on my6s kreikkalaiseen kirjaimistoon
kuuluva § (luetaan ’delta’).

57



[.6. Lukujonon raja-arvo Pitkdranta: Calculus Fennicus

joten suppenemisen méaritelmidn mukaan a, -4 b. On néytetty toteen lauseen
vaittdma muodossa

a, »a & b#a = a,ADb 0

ESIMERKKI 1 (jatko) ¢) a, = (—1)". Jos valitaan mikd tahansa luku a, niin
Vn € N pétee

max{|a, —a|, |a,11 —al} = max{|1—a|, [1+a|} > 1.
Nain ollen jos valitaan € < 1, niin suppenevuden maéritelméan ehto
la, —a| <e, kunn>N
ei ole voimassa milldén indeksin NV arvolla. Siis Maéritelméan 1.6.1 mukaista raja-
arvoa ei ole olemassa.
d) a, = (n+1)/n. Kun a =1, pétee

1
la, —a| = —<e, kun n>—.
n £

Néin ollen jos valitaan esimerkiksi N = (lukua 1/¢ ldhinné suurempi kokonais-
luku), niin raja-arvon méaéritelméssé asetettu ehto toteutuu ko. N:n arvolla. Siis
a, — 1.

e) a, = (101 + 2n)/(101%° + n). Kun valitaan a = 2, niin

10100 + m 10100 10100
=——— —2=——"— = |g,—a|l< :
10100 4 p 10100 + n @ —al n

Ay —
Nain ollen

100 | -1

la, —a| <e, kun n>10"" - .

Siis jos valitaan N esimerkiksi siten, etta
10171 < N < 10107t 1

niin suppenevuuden méadritelméssé asetettu vaatimus |a, — a| < € on voimassa,
kun n > N. Vaikka N on hyvin suuri (jo kun € = 1), on N kuitenkin &érellinen
jokaisella € > 0, joten maaritelmén mukaan a, — 2. [

Seuraavaa raja-arvotulosta tarvitaan kiytannossi (ja teoriassakin) usein.

ProrosITIO 1.6.3  lim ¢" =

n— o0

0, jos —1<g<l,
oo, jos q > 1.
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Pitkédranta: Calculus Fennicus 1.6. Lukujonon raja-arvo

Todistus Jos ¢ = 0, niin ¢" = 0 Vn € N, jolloin ¢" — 0 raja-arvon maaritelmén
mukaan. Jos 0 < ¢ < 1, niin ¢ = 1/(1 + ), misséd = > 0. Télléin on Bernoullin
epayhtélon (Propositio 1.4.2) perusteella

1 1 1
< <—, n>2
(I+x) 14nzx nzx

n

q:

Téassé on jokaisella € > 0

—<e, kun n>—,
nw xe

joten valitsemalla N € N siten, ettd N > (xe)~! (mahdollista aina kun z > 0 ja
e > 0), seuraa

0<qg"<e, kunn > N.

Raja-arvon maéaaritelmén perusteella ¢ — 0. Jos lopulta —1 < ¢ < 0, niin ¢" =
(=1)"(—q)™, missd 0 < —¢ < 1, joten valisemalla N samalla tavoin kuin edelld
seuraa

—e<q¢"<e, kunn> N.

Jalleen ¢" — 0 raja-arvon madaritelmén perusteella, joten ensimméinen vaittama
on todistettu. Tapausta ¢ > 1 koskeva toinen vaittdma todistetaan vastaavalla
tavalla, kirjoittamalla ensin ¢ = 1+ x ja kdyttamalld Bernoullin epayhtaloa. [

Lukujonon suppenemisen méaritelmésta todettakoon vield, etta siind asetettua
ehtoa ’jokaisella € > 0’ on mahdollista lieventdd maéritelman muuttumatta. Esi-
merkiksi riittdd valita ¢ jonosta {107%, k = 0,1,2,...}, jolloin méiritelmiksi
tulee (vrt. johdattelu luvun alussa): Jokaisella £ = 0,1, 2, ... on olemassa indeksi
Nj € N siten, etté |a, —a| < 107" kun n > Ny, eli:

lima, =a < VkeNU{0}3IN, €N (|a, —al <107 ¥n > N,).

Téssd voi 107%:n tilalla olla yhtd hyvin ¢*, 0 < ¢ < 1, tai vield yleisemmin, e
on mahdollista poimia mista tahansa aidosti vihenevéstéd (ks. Méadritelma 1.5.1)
lukujonosta {by}, kunhan on ensin varmistettu Maéritelméén 1.6.1 vedoten, etta
limy, b = 0. Tulos on tédsmallisemmin muotoiltuna seuraava. Todistus jatetaan
harjoitustehtéviksi (Harj.teht. 7a).

ProrosiTIO 1.6.4 Olkoon {by, k = 1,2,...} aidosti vihenevé lukujono, jonka
raja-arvo on limy by = 0. Télléin lukujonon {a,} raja-arvo = a tésmaélleen kun
jokaisella k£ € N on olemassa indeksi NV}, € N siten, etté |a, —a| < by kun n > Nj.
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[.6. Lukujonon raja-arvo Pitkdranta: Calculus Fennicus

Sarjan summa

Jos sarja > °°

—m (n suppenee (osasummiensa lukujonona, vrt. Luku I.4), niin
raja-arvoa sanotaan sarjan summaksi. Raja-arvo merkitaan

n [e.e]
s = lim Zak = Zak.T
n—o0
k=m k=m
ESIMERKKI 2 Tutki perusmuotoisen geometrisen sarjan suppenemista.

Ratkaisu Perusmuotoinen geometrinen sarja on lukujono

o1 — - Ky {n+1, n=0,1,...}, jos ¢ =1,
ton} {kZZOQ} {{(qn+1—1)/(q—1),n:O,l,...}, jos ¢ # 1.

Jos ¢ = 1, niin sarja ei suppene (s, — 00). Jos ¢ = —1,niin {s,} ={1,0,1,0...},
joten sarja el suppene téssdkddn tapauksessa. Jos |¢| > 1, niin arvioidaan kol-
mioepayhtéalon avulla

1
lg — 1]
Proposition 1.6.3 avulla péételldén téstd, ettd |s,| — oo, joten téssikidén ta-

pauksessa sarja ei suppene. Jéljelle jadneessd tapauksessa —1 < ¢ < 1 valitaan
raja-arvokandidaatiksi s = 1/(1 — q), jolloin

1

n+l 1‘ Z
g — 1

[snl = lq (g™ =1).

_ ‘q|n+1 .
11 —q

Olkoon € > 0, jolloin on myés |1 — ¢|e > 0. Koska |g|"™ — 0 (Propositio 1.6.3)
ja |1 — ¢g|e > 0, niin lukujonon raja-arvon médritelmén perusteella on olemassa
indeksi N € N siten, ettd

|8n — 5|

"™t <1 —-qle = |sn—s|<e kunn>N.

Tassd € > 0 oli mielivaltainen ja N € N| joten lukujonon raja-arvon maaritelméan
perusteella lim, s, = s. Siis geometrinen sarja suppenee tasmélleen kun |q| < 1,
ja raja-arvo on talloin

& 1
lims, = lim(qu) =12 O

T Jos sarja on suppeneva, niin asiayhteydest on selvitettivi, tarkoittaako oo, Gn itse sar-
jaa vai sen summaa. Esimerkiksi merkintd Y, ar =Y ;- bk voi tarkoittaa joko, etté sarjat
ovat samat lukujonoina (jolloin ne ovat samat myos termeittiin: ap = by Vk), tai ainoastaan,
ettd sarjojen summat ovat samat.
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Sarjan summamerkintad kidyttden esimerkin tulos on

[e.e]

1
qu = 14 gl < 1.
k=0 9

Rationaalilukujono, jonka raja-arvo ei ole rationaalinen

Rationaalilukujonon raja-arvon ei tarvitse olla rationaaliluku, silla Maaritelméan
[.6.1 mukaisesti riittda, ettd raja-arvo on loydettévissa lukujoukosta K D Q, jos-
sa laskuoperaatiot ja jarjestysrelaatio ovat méadriteltyja niin, ettd (K, +,-, <) on
rationaalilukujen kunnan laajennus. Seuraavassa on esimerkki rationaalilukujo-
nosta, joka suppenee, kunhan lukujoukkoon K O Q sisiltyy myds luku a = /2
(vrt. Luku 1.2, Esimerkki 3).

ESIMERKKI 3 Tarkastellaan palautuvaa rationaalilukujonoa

n 1
CL0:27 an+1:%+a—, n:O,17...

Palautuskaavasta seuraa, ettd a, > 0 Vn (induktio!) ja ettd

a2, —2=—(a2-2)", n=01,...

Téstd nihdéén (induktio!), ettd on oltava a? —2 > 0 Vn, jolloin voidaan edelleen
paatella:

a’ —2 a? 1
Uppy —2 = 12 (ai—2)<@(ai—2)zz(ai—2), n=01,...

Koska af — 2 = 2, niin seuraa (induktio!)
0<a?-2<2-4" n=0,1,...

Propositioiden 1.6.3 ja 1.6.4 perusteella seuraa téstd, ettd a? — 2.

On pédtelty, ettd a, > 0Vn ja lisiksi, ettd lukujono {a?} on suppeneva ja a? — 2.
Niytetddn nyt, ettd Madritelmén 1.6.1 mukaisesti on oltava lim, a, = a = v/2.
Tata silmalld pitden kirjoitetaan ensin

2

az —2=a’ —a® = (a, +a)(a, — a).
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Koska oli a,, > 0 ja a2 > 2 = a? jokaisella n, niin a, > a Vn (ks. Luku [.2). On
myos a > 1, joten seuraa

az —2 = (a, +a)(a, —a) > 2a(a, —a) > 2(a, —a)

an—a < 27'a2 -2) <4™ n=01,...

Siis 0 < a, —a < 47" V¥n, joten a, — a (vrt. padttely edelld). Lukujonolle {a,,}
on néin 16ydetty ei-rationaalinen raja-arvo a = v/2. O

Esimerkin lukujonolla {a,} ei voi olla rationaalista raja-arvoa, koska v/2 € Q
ja Lauseen 1.6.2 mukaan raja-arvo on yksikésitteinen. Rationaalilukujonojen jou-
kossa on siis sellaisia, jotka 'néyttavit suppenevan’, mutta joilla ei kuitenkaan
ole raja-arvoa rationaalilukujen joukossa. Milloin rationaalilukujonolle on ylei-
semmin 16ydettévissd raja-arvo lukujoukkoa (rationaalilukujen kuntaa) laajenta-
malla ja milloin ei, on keskeinen kysymys jatkossa.

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Seuraavissa esimerkeissd lukujono {a,} joko suppenee kohti lukua a tai
kasvaa rajatta. Maarita pienin NV € N siten, ettd pétee joko |a, —a| < 1/100
tai a, > 100, kun n > N :

dn —1 4n 4+ 100 3n — 10000
a) Ay = b) Ap = ————— C) Ay = ————————
2n+1 2n 4+ 100 2n + 10000
2 2 2
d) a,n = " e) a,n = ni f) an — ni
2n+1 3n 4+ 100 4n + 10000
2. Olkoon

1/k, kunn = 10*, k € N, 1071 kun n = 10*, k € N,
an = n —
0, muulloin (n € N), 0, muulloin (n € N).

Néyté, ettd a) a, — 0, b) {b,} ei suppene kohti mitdén lukua.

3. Todista, ettd lukujonoille pétee:
a) lim,a, =a = lim,|a,| = |al.
b) lim,a,=a & a, >b, >aV¥Vn = lim,b, = a.
¢) a, »a & b, —b & ¢, =max{|a, —a|,|b, — b} = 0.
d) a, —»a & b,—b & (a,—a)*+ (b, —b)*—0.
e) ap, —a & by—=b & ¢, —wc & (a,—a)?+ (b, —0)*+(ch, —)> = 0.
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10.

11.

. Lukujonoista {a,} ja {b,} tiedetédén, ettd a, — a ja b, — a ja lukujonosta

{cn}, ettéd jokaisella n on joko ¢, = a, tai ¢, = b, (ei tiedetd, kumpi).
Nayta, ettd ¢, — a.

Olkoon g € Q, ¢ > 0. Laske lim ¢™" Z 2% eri ¢:n arvoilla.

k=0

Maarita pienimmaéat Proposition 1.6.4 mukaiset luvut Ng, k& = 1,2, 3, kun
b, =107% ja a, = 0.9", n € N.

(*) a) Todista Propositio 1.6.4. b) Muotoile ja todista Proposition 1.6.4
vastine koskemaan lukujonoa {a,}, joka kasvaa rajatta.

(*) Todista: a, > 0Vn & lim,a, =0 = Jmax,{a,}. Niytd myos
vastaesimerkilld, ettd lim, a, =0 # Jmax,{a,}.

(*) Olkoon k € N, Q; = { darelliset desimaaliluvut muotoa zo.d; .. .dy },
ja a, € Qp Vn € N. Néytéi, ettd jos lim, a, = a, niin a € Q, ja jollakin
N € N pétee: a, = a kun n > N.

(*) Olkoon {ay, k = 1,2,...} rationaalilukujono ja { Ny, k = 1,2,...}
aidosti kasvava indeksijono (luonnollisten lukujen jono) siten, ettd Ny = 1.
Maéritellddn jono {b,} asettamalla

b, =ag, kun N, <n < Npy,, k=1,2,...
Todista: limgap =a = lim, b, = a.

(*) Tarkastellaan kunnassa (J, +, -, <) (ks. Luku [.2) palautuvasti méaaritel-
tya lukujonoa

1
ag =, an+1:§<an+£), n=20,1,...

missd x € J, z > 0. Nayta:
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I.7 Suppenevien lukujonojen ominaisuuksia

Tassé luvussa tarkastellaan suppenevien lukujonojen ominaisuuksia yleiselta kan-
nalta — ’luku’ (mat.) ymmérretdén samoin kuin edellisessi luvussa.

MAARITELMA 1.7.1 Lukujono {a,} on rajoitettu (engl. bounded), jos on olemas-
sa luku C' siten, ettéd patee |a,| < C Vn.

LAUSE [.7.2 Suppeneva lukujono on rajoitettu.

Todistus Olkoon jono yleistd muotoa {a,}5°,,, m € Z. Jos pétee a,, — a, niin
suppenemisen maaritelméan mukaan 4N € N siten, etta

la, —a] <1, kunn >N
(Mééritelméssa 1.6.1 valittu € = 1). Talloin on kolmioepdyhtalon mukaan

|an| = [(an —a) +a|
< la, —al+l]a| < 1+4]a|, kunn > N,

joten
la,| < max{|anl,...,|lan|,|a]+1} = C Vn>m. O

Seuraavat yleiset laskusdannot ovat huomattavan kayttokelposia seké raja-arvoja
laskettaessa ettd teoreettisemmissa tarkasteluissa.

LAUSE 1.7.3 (Raja-arvojen yhdistelysdannét) Olkoon {a,} ja {b,} lukujo-
noja ja a, b, A lukuja. Talloin jos lim, a,, = a ja lim, b, = b, niin pétee:

(1) limg(a, +by) = a+0b.

(2)  lim,(Aa,) =

(3)  limn(anby) = ab.

(4)  limp(an/by) = a/b  lisichdoilla: b, # 0 Yn ja b # 0.

Todistetaan ainoastaan véittdmat (3) ja (4) (muut ovat helpompia: Harj.teht. 1).

Viittdma (3) Kirjoitetaan ensin

anb, —ab = (a,b, — ab,) + (ab, — ab)
= bp(an —a) + a(b, — D).
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Koska {b,} on suppeneva jono, niin Lauseen 1.7.2 mukaan on jollakin C'
b < C' ¥n,
jolloin kolmioepéayhtalon perusteella
|anb, —ab] < Cla, — a| + |a||b, — b].

Jatkossa oletetaan, ettd C' > 0 ja |a| > 0 (jos C' = 0 tai @ = 0, niin péaéttely
yksinkertaistuu). Valitaan mielivaltainen ¢ > 0, jolloin
0.

€ >0 ja &=

e 2|al

Koska lukujonot {a,} ja {b,} suppenevat, on talloin l6ydettavissd indeksit N; € N
ja Ny € N siten etté patee

la, —a| <e1, kunn > Ny,
|b, —b] <eg, kunn > N,.

Tésséd molemmat epéyhtdlot ovat voimassa indeksistd N = max{Ni, No} € N
eteenpain, joten patee
|anb, —ab] < Cey +|ales =

+—- =2¢, kunn> N.

DO M
[N Q)

Koska téassd € > 0 oli mielivaltainen ja N € N jokaisella ¢ > 0, niin lukujonon
raja-arvon maaritelman mukaan a,b, — ab. [

Viittdma (4) Téassé aloitetaan kirjoittamalla

S

a,b — ab, (anb — ab) + (ab — ab,)

n & _ _
by b bab bub
a, —a a(b, —b)

b, b,b

Koska b, — b # 0, niin 9N, € N siten, etta

b, —b] < 3|6, kunn > N,
(raja-arvon mééritelméssi asetettu ¢ = 1|b|, N = Np). Télldin on kolmioepayh-
talon nojalla

o] > 0] = |b, — ] > 3|b| Vn > N,
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joten

Hb 0]

Téssd on oikea puoli < € (¢ > 0), kun

2

e . 2a
m|an—a|<— ja ‘||b —-b <

2
eli kun
0] - ’
la, —a| < —e=¢; ja |bn—b\<4‘|

4
olettaen ettéd téssd a # 0. (Jos a = 0, padttely yksinkertaistuu.) Koska a, — a
ja b, — b ja koska €1, 9 > 0, niin ensimmaéinen ehto toteutuu jostakin indeksisté
N ja toinen jostakin indeksistd Ny eteenpéin, jolloin

g€ = &9,

|b__g| < &, kunn > N =max{Ny, N;, No} € N.

Téssé oli € > 0 mielivaltainen, joten mééritelmén mukaan a,/b, — a/b. O

ESIMERKKI 1 Laske lim, a, , kun

Ay =

n? 4 2n + 2
n2+n
Ratkaisu Kirjoittamalla a,, muotoon
1+2-242.2
3+,

Ay =

voidaan suoraan soveltaa Lauseen 1.7.3 sddntoja (1)—(4):

lim,(1+2-+42.1.1)

lim,, (3 + l)
limy, (1) 4 2 limy, () 4 2 lim, (£) - lim,, ()

34+ hmn(n)

142-0+2-0-0 1
3+0 T3
Téassa tarvittiin siis ainoastaan yhté suoraan méaritelméstéd todistettavaa raja-
arvotulosta hmn( ) =0 (vrt. Esimerkki 1d edellisessd luvussa). O

lima, =
n
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ESIMERKKI 2 Yleinen geometrinen sarja on lukujono

iaqk = {iaqk, n=0,1,...}.
k=0 k=0

Kun perusmuotoisen sarjan summa tiedetéén (edellisen luvun Esimerkki 2), niin
Lauseen 1.7.3 sédénnon (2) mukaan yleisen geometrisen sarjan summa on

Y adt =ad) ¢ = 1% gl < 1.
k=0 k=0

q

Jos |¢| > 1, niin yleinen geometrinen sarja suppenee vain kun a = 0. O

ESIMERKKI 3 Edellisen luvun Esimerkisséd 3 tarkasteltiin palautuvaa lukujonoa
an, 1
ap=2, ap1=—+—, n=01,...
2 p,

Jos oletetaan, ettd a, > 0 Vn ja a, — a > 0 (vrt. edellisen luvun tarkastelut),
niin Lauseen 1.7.3 mukaan on oltava

. . a, 1 1
a =lima,;; = lim ?—l—— = -+ —.

Siis

Koska a > 0, niin seuraa a = v2. O

ESIMERKKI 4 Jos palautuva lukujono
Ant1 =qan,—1, n=0,1,...
suppenee (jollakin ag) kohti raja-arvoa a, niin tésté oletuksesta seuraa:

g=1 = a=a-1 = 0=1
g#1 = a=q—-1 = a=1/(¢g—1).
Siis paatellddn, ettd jono ei suppene (millddn ap), jos ¢ = 1, ja ettd muissa

tapauksissa ainoa mahdollinen raja-arvo on a = 1/(¢ — 1). Jonoa tarkemmin
tutkimalla selvida, etté

n—1
§ k

an:aoqn_ q, n:1727"'7
k=0

joten jono suppenee alkuarvosta ag riippumatta tasmélleen kun |¢| < 1, ja t&llin
siis a, — 1/(¢ — 1). — Huomattakoon, ettd paattely tapauksessa ¢ = 1 on itse
asiassa epésuora todistus véittdmalle: {a,} ei suppene. (Vrt. Luku 1.3.) [
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Seuraavassa vield kolme viittdméaé, jotka perustuvat suoraan lukujonon raja-
arvon madaritelmadn. Vaittadmistad keskimméainen tunnetaan voileipdlauseena’.

LAUSE 1.7.4 Lukujonoille patee

V1. Jos a, < bV¥n (a, >bVn) jaa, — a, niin a <b (a >b).
V2. Josa, -¢c & b, —>c & a, <c¢, <b, Vn, niin ¢, — c.

V3. Jos a, — 0 ja jono {b,} on rajoitettu, niin a,b, — 0.

Todistus V1. Oletetaan, ettéd a,, < bVn, ja tehdaén vastaoletus: lim,, a,, = a > b.
Merkitadn € = a— b, jolloin vastaoletuksen perusteella on £ > 0. Koska a,, < b Vn
(oletus) jab = a—e, € > 0 (vastaoletuksen seuraamus), niin seuraa a,, < a—e ¥n
ja siis |a, —a| > & > 0 ¥n. Suppenevuuden médritelméstd seuraa télloin, etté
a, # a. Oletuksen mukaan oli kuitenkin a, — a, joten on péaddytty loogiseen
ristiriitaan: a, — a ja a, / a. Vastaoletus a > b on néin ollen véiéaré, eli on
oltava a < b. Vaittdméan ensimmainen osa on siis todistettu. Toinen osa seuraa,
kun jo todistettua véittaméa sovelletaan jonoon {—ay,}.

V2. Koska a, < ¢, <b, Vn, niin

a,—c<c,—c<b,—c & c—b,
= |c— ¢y

S C—0Cp S C—ap
<

max{|a, — ¢|, |b, — c|} Vn.

Koska a,, — ¢ ja b, — ¢, niin jokaisella ¢ > 0 on olemassa indeksit N, Ny € N
siten, ettd |a, — ¢| < e kun n > Ny ja |b, — ¢| < e kun n > N,. Télloin

lc — ¢n] <max{|a, —¢|, |b, — |} <&, kunn >N = max{N;, No}.

Maaritelméan mukaan ¢, — c.

V3. Harjoitustehtava (Tehtdvd 6a). O
ESIMERKKI 5 Viittdmén (vrt. Lauseen 1.7.4 véittdmama V1)
a,<bvn & a,—a = a<b
osoittaa vaaraksi vastaesimerkki a, =1—1/n, neN, b=1. O
ESIMERKKI 6 Kunnassa (J, +, -, <) (ks. Luku I.2) méaéritelty palautuva lukujono
ag = 0, an+1:m, n=20,1,...

ilmoitetaan suppenevaksi. Mikd on raja-arvo?
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Ratkaisu Palautuskaavasta seuraa, ettd a, > 0 Vn ja etta
aiﬂ =a,+1, n=0,1,...
Kun merkitdéan lim, a, = a, niin Lauseen 1.7.3 perusteella seuraa
lirrlnafwr1 =a® = liyrln(an +1)=a+1.

Siis > —a—1=0 = a=31(1£5). Koska a, > 0 Vn, niin on oltava a > 0
(Lause 1.7.4, vdittdmd V1). Siis lim, a, = 2(1++v/5). O

Jaksolliset desimaaliluvut

Luvussa 1.5 todettiin, ettd jokaiseen rationaalilukuun x € QQ voidaan liittda aa-
reton, jaksollinen desimaaliluku z = {z,} € D, kriteerilld

|z —a,| < 107" Vn.
Tamé& merkitsee (vrt. Propositio 1.6.4), ettd
limzx, = x.

Jatkossa on luontevaa hieman véljentda Luvussa .5 sovittua samastusrelaatiota
rationaalilukujen ja &arettomien desimaalilukujen valilld. Asetetaan

MAARITELMA 1.7.5 Jos z € Q ja & = {x,} € D, niin

r=1 < limz,==x.
n

Maaritelmén 1.7.5 kriteerilld siis jokainen rationaaliluku samastuu edelleen ai-
nakin yhteen jaksolliseen desimaalilukuun, nimittéin jakokulma-algoritmin anta-
maan. Entd toisinpdin: Jos lahtokohtana on jaksollinen desimaaliluku, niin onko
tdma aina samastettavissa johonkin rationaalilukuun Maéaritelmén 1.7.5 mukai-
sesti? Asian tutkimiseksi oletetaan, ettd desimaaliluku & on muotoa

v

r = xo-dl---dkdk-i—l---dk—f—mdk-i-l---dk—f—m---a

eli jaksollisuus alkaa (viimeistdén) desimaalista n:o k + 1 ja jakson pituus on m.
Tarkastellaan jonoa {zk, Tkim, Triom, - - - } = {Tkrim, { =0,1,...} = {y;}. Télle
patee

k+m

Y=y = > di- 107 = 107 (1 —go), 1=0,1...
i=k+1
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joten

Y1 = Yo + W1—w) + .+ (W —w)
l

=y + (n—w) Y 107" 1=0,1...

§=0
Néin ollen jono {y;} suppenee geometrisena sarjana:

. _ Yi—Y% Lhtm — Tk
fmye =y + Tqgm — Wt T g — TEQ

Tésta ja jonon {z,} monotonisuudesta (vrt. Luku [.5) seuraa, ettd myos koko
jono {x,} suppenee. Nimittéin jos esim. = > 0, niin jono {z, } on kasvava, jolloin
jokaisella n > k pétee

Thtim =Y < Tpn < Yir1 = Tht(1+1)ms
missd [ € NU {0} on valittu (n:sté riippuen) siten, etta
E+im < n < k+({+1)m.

Kun tédssd n — oo, niin [ — oo, jolloin y; — 2 ja y;41 — 2 ja néin ollen
x, — x (vrt. Lause 1.7.4, vaittdma V2). Samastussopimuksen 1.7.5 mukaisesti on
siis todistettu (ks. myos Lause 1.6.2)

LAUSE [.7.6 Jokainen jaksollinen desimaaliluku samastuu Méaaritelméan 1.7.5 mu-
kaisesti yksikésitteiseen rationaalilukuun.

ESIMERKKI 7

0.027 55 27 1018
5.5027027027... = 5541071 ——— = = = . g
+ 1—10-3 10 + 9990 185

ESIMERKKI 8 Mitkd desimaaliluvut samastuvat lukuihin 0, 10 ja 3/125 7

Ratkaisu Vaihtoehtoja on kaikissa tapauksissa kaksi:

0 = 40.0000000... = —0.0000000. ..
10 = +410.000000... = 49.9999999...
3/125 = 40.0080000... = +0.0079999. .. U

70



Pitkdranta: Calculus Fennicus [.7. Suppenevat lukujonot

Desimaalilukujen samastus

Esimerkin 8 mukaan on mahdollista, ettd kaksi merkkijonoina erilaista (eli ei-
identtistd) desimaalilukua Z,y € D samastuu samaan rationaalilukuun z. Tél-
16in on luonnollista samastaa & ja y myoOs keskendén, eli kirjoittaa * = gy. Jos
z = {x,} ja ¥y = {yn}, niin Méaritelmén 1.7.5 mukaan mainitussa tilanteessa
on lim, x, = lim, y, = z, jolloin Lauseen 1.7.3 mukaan on lim,(z, — y,) = 0.
Otetaan tdma raja-arvoehto yleiseksi samastuskriteeriksi verrattaessa dérettomia
desimaalilukuja suoraan keskenaén:

MAARITELMA 1.7.7 Kaksi desimaalilukua # = {z,} € Djay = {y,} € D
samastetaan kriteerilla

r=y < lim(z,—y,) =0.
Kahden ’eri nékoisen’ desimaaliluvun samastuminen on siis mahdollista ainakin,

jos molemmat samastuvat aarelliseen desimaalilukuun. — Tamaéa osoittautuu ai-
noaksi erikoistapaukseksi:

LAUSE 1.7.8 Jos desimaaliluvut z = {z,} € D ja gy = {y,} € D samastuvat
keskendan Maéritelman 1.7.7 mukaisesti, niin joko Z ja ¢ ovat merkkijonoina
identtiset tai £ = x = ¢, missd z on aérellinen desimaaliluku.

Todistus Jos {x,} = {0}, niin my6s {y,} = {0}, silld muuten |z, —y,| = |y.| # 0,
koska jono {|y,|} on kasvava. Talloin on siis z,y = £0.000... jaz =0 = g. Jat-
kossa oletetetaan, ettd {z,} # {0} ja {y.} # {0}. Talléin on &m ja y:n etu-
merkkien oltava samat, muuten |z, — y,| = |z,| + |yn| # 0. Koska edelleen 7 ja
y voidaan kumpikin skaalata tekijalla £10™, m € Z samastuskriteerin muuttu-
matta, niin voidaan olettaa, ettd 0 <z, <1 ja 0 <y, <1 jokaisella n, jolloin
T ja g ovat jollakin £ € N muotoa

JVZ' - 0d1 ‘e dkfldk ...... dm ...... 5
= 0dy...dyrdy...... A oo :

¢

missi dy, # dy. Talloin on z, = y, kun n < k ja xp — yr = (dg — (ik) 107,
Yleisyytté rajoittamatta voidaan edelleen olettaa, etté dy < di (dj # 0). Tallin
nahdaan, etta erotus z,—vy, saa pienimméan mahdollisen arvonsa jokaisella n > k,
kun d,, =0, d, =9 Vn > k, eli kun # ja ¢ ovat muotoa

0.dy ... dy_1dx999. ..

R
Il
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Téssé tapauksessa on (vrt. Propositio 1.5.2)

Ty —Yp= (2 +0-107" 1+ 40-107") — (yx +9-107" "+ ... +9-107")
== (l‘k — yk) — (1071{3 — 10711)
= (dp —dp, —1)107" +10™, n >k

Siis erotuksen z, — vy, pienin mahdollinen arvo on 10™ kun n > k, ja tama
saavutetaan, kun dp = czk +1jad, =0 ja czn = 9 jokaisella n > k. Tassa
erikoistapauksessa on siis x, = x; Vn > k ja lim, y, = xi, jolloin ¥ = 2, = ¢
Maaritelméan 1.7.5 mukaisesti.

Muissa kuin em. erikoistapauksessa on oltava joko dj — dj > 2 (tapaus 1), d,, > 1
jollakin m > k (tapaus 2) tai d,, < 8 jollakin m > k (tapaus 3). Tapauksessa 1
seuraa em. tuloksesta, ettd x, — y, > 107% =& > 0 ¥n > k, jolloin x,, — y,, /4 0.
Tapauksissa 2 ja 3 on oltava z,, — ¥y, > 2 - 107" (koska erotuksen pienin arvo
oli 107™). Télléin koska jono {z,} on kasvava ja koska y, < y,, + 107 Vn > m
(Propositio 1.5.2), niin seuraa, ettd =, — y, > 107™ = & > 0, kun n > m. Siis
myos tasséd tapauksessa x, — vy, /4 0. On péatelty, ettd jos I ja y eivit ole merk-
kijonoina identtiset, niin oletus lim, (x, — y,) = 0 toteutuu vain edelld kuvatussa
erikoistapauksessa, jossa T ja y samastuvat darelliseen desimaalilukuun. [J

Yhteenvetona rationaalilukujen ja dérettomien desimaalilukujen samastuksesta
voidaan todeta:

KOROLLAARI 1.7.9 Jokainen rationaaliluku x samastuu vihintdan yhteen ja
enintddn kahteen ddrettomédn desimaalilukuun, jotka ovat jaksollisia. Samas-
tusvaihtoehtoja on kaksi tdsmalleen kun x on &darellinen desimaaliluku.

ESIMERKKI 9 Mihin &drettomiin binaarilukuihin samastuu kymmenjérjestelmén
luku a) x =3/4, b) y=4/37

Ratkaisu a) Koska 3/4=272(1-2+1)=1-2"1+1-272 niin
r = 0.11000000... = 0.10111111...

Vaihtoehtoja on kaksi, koska x on d&rellinen binaariluku.

b) Koska
i1 —1+1+1+ =1-2240-27'+1-27240-273+
37 7-1 1Tt =

niin y = 1.010101 ... Téssd on vain yksi vaihtoehto. [
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HARJOITUSTEHTAVIA

1. Todista Lauseen 1.7.3 véittamét (1) ja (2).
2. Maarita raja-arvojen yhdistelysdantoja hyvéksi kdyttaen

2n3 — 100n? — 5000n

a) lirrln (n £ 20077 b) lim— [(n+3)*— (n—2)"]
, 1+24+...4n n , (n+2)! —n!
) hé“( P _5) 9 hy?l[(n+1)!+(n—1)'_”

3. Laske lukujonojen (sikéli kuin lukujonoja)

n n

oz
1 4gn

T

n - 1+ x2n

, n=12,...,

I n

raja-arvot kaikilla x:n rationaalisilla arvoilla.

4. Maaritda seuraavien palautuvien lukujonojen mahdolliset raja-arvot olet-
taen, etta jonot ovat suppenevia:

) 1 n 2n? b) na, — 8n + 3
a) py1 = ——= Ay + ——— py] = —————
T3 n?+1 i on+5

2n 1 1
C) an—l—QZm_a'n-l—l_Za'n d) Apy1 = 2+ a,
e) anp1 =Va, +2 f) apy1 = vVa,+6

3 1

g) api1 = 4—7(!% Apy1 = ﬁ

5. Olkoon a, + a # 0 Vn ja lim,(a, + a)™' = b # 0. Nayti, ettd jono {a,}
suppenee ja maarita lim, a,.

6. a) Todista Lauseen 1.7.4 viittdma V3.
2n + a,
n

= 2.

b) Olkoon {a,} rajoitettu jono. Todista, ettd lim

7. a) Mitké seuraavista luvuista ovat eri suuria ja mitkd samoja ?

1.285714285714285714.., L | 1287 9 11.029599999.., 1.02949999..

1.029600000.. , a = yksi kokonaista kaksi yhdeksasosaa.

b) Mitké seuraavista desimaaliluvuista ovat kaksittain verrattaessa varmas-
ti eri suuret ja mitkd mahdollisesti samat ? y
T =241789.., y=2.41799.., a=2.41788.., b=2.41798.., ¢=24179..
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8.

10.

11.

12.

13.

74

Maéarita rationaaliluku x siten, ettd o = &, kun
a) © = —0.46127127127..., b) & = 2015.201520152015. ..

Eradssa lukujarjestelméssé, jossa kirjoitetaan 1 + 1 = 2, muodostavat &a-
rettomien desimalilukujen vastineet joukon IL. Tésséd joukossa on luvulla
T = 0.222... € L toinenkin esitysmuoto. Mikd on ko. lukujirjestelméan
kantaluku, ja mihin rationaalilukuun Z samastuu?

Olkoon z,y € Q ja z,y € D. Lahtien Maaritelmista 1.7.5 ja 1.7.7 ja kiyttiaen

ainoastaan raja-arvojen yhdistelysddntoja (Lause 1.7.3) néyté, ettd pétee

a) =z & =9y = =9y, b)) i=9 & y=y=> T=y.
a+as+ ...+ a,

(*) Todista: lima, =a = lim =a
n n n

(*) Mééritellddn palautuva lukujono

Qn

Gm€Q, ap=—" ' n=1,2,...
1 €Q, = 0,
Néyté, ettd {a,} suppenee ja
. 9ay
lima, = ——,
n aq + 9

paitsi erdilld poikkeuksillisilla a;:n arvoilla — mill& ?
Vihje: Tutki jonoa {b,} = {a,'}.

(*) a) Méaérita palautuvan lukujonon
ni1 = (2—a,)? n=0,1,...
mahdolliset raja-arvot a = lim, a,. b) Tutkimalla jonoa {b,} = {a, — a}

paattele, ettd lim, a, = a vain kun a,, = a jollakin n. c) Padttele, etté jos
ap € Q, niin {a, } suppenee tdsmélleen, kun ag on jokin luvuista 0, 1, 2, 3, 4.
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I[.8 Monotoniset ja rajoitetut lukujonot

Téassé luvussa tarkastelun kohteena ovat lukujonot, jotka ovat sekéd monotonisia
(kasvavia tai véhenevid, Méadritelma 1.5.1) ettd rajoitettuja (Méadritelméd 1.7.1).
Tallaiset lukujonot ovat kiytédnnossa yleisid, vaikka ne muodostavatkin vain pie-
nen 'vihemmiston’ kaikista lukujonoista. Témén luvun paétulos on, ettd mono-
toniselle ja rajoitetulle jonolle l6ydetdén aina raja-arvo — kunhan raja-arvo ja
suppeneminen sitd kohti méaritelladn sopivasti.

ESIMERKKI 1 Jokainen &#retén desimaaliluku & = {z,} € D on lukujonona
monotoninen, kuten aiemmin on todettu (ks. Luku L.5). Jono {z,} on myds
rajoitettu, silld |x,| < C = |zo| + 1 Vn (Propsitio 1.5.2). O

ESIMERKKI 2 Niyté, ettd sarja a) > -, 1/k!, b) >;2,1/k* on lukujonona
monotoninen ja rajoitettu.

Ratkaisu Kummassakin tapauksessa kyseeessé on posititviterminen sarja eli sar-
ja muotoa ), ai, missé ay > 0 Vk. Positiiviterminen sarja on (osasummiensa)
lukujonona aidostikin kasvava, joten riittaé osoittaa, ettd jonot

"1
a) {s,} :{g Pk n:0,1,2,...} = {1,2,;,...},
k=0
"1 5 23
- E_ =1,23, ... =< 1,—, — . ...
b) {Sn} { k:1 k2 ) n b 737 } { 747 18 ) }

ovat rajoitettuja. a) Kun n > 4, voidaan arvioida

_”1_11 L 1,1 1
Sn—kZ:OH— + ‘|‘i +§+37+...+m

<2+1<1+1+i+ + )
2 3 32 3n—2
<ol oo

2 1-1

Siis 0 < s, < 2.75 Vn, joten {s,} on rajoitettu.

b) Téssé tarvitaan hiukan enemmén kekselidisyyttéd. Esimerkiksi: Koska

A .
k2 (k—1D)k k-1 k =7
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niin osasummia voidaan arvioida teleskooppisummien (vrt. Harj.teht. 1.1:13) avul-
la seuraavasti:

"1 - 1 1
S T P [y (N
a 2 2 3 n—1 n

=141+ 1+1+ + 1+1 L
a 2 2 n—1 n-—1 n

1
=2—— < 2
n

n > 3.

Siis 0 < s, < 2 Vn, joten {s,} on rajoitettu. [

Suppeneminen kohti desimaalilukua

Esimerkin 2 sarjoilla ei kummallakaan ole raja-arvoa toistaiseksi tunnettujen lu-
kujen joukossa, kuten tullaan ndkemé&dn. Silti ndmé sarjat néyttéavat suppene-
van’, kun sarjojen (rationaaliset) osasummat muunnetaan darettomiksi desimaa-
liluvuiksi.

ESIMERKKI 2 (jatko) a) Osasummat $;...S$12 ovat

s1=2 = 2.0000000000... s7 = 558 = 2.7182539682...
s, =35 = 2.5000000000. .. sy = s = 2.7182787698. ..
s3=5 = 2.6666666666... sg = S50 = 2.7182815255. ..
si =% = 27083333333... S10 = g0t = 2.7182818011. ..
s5 =188 = 27166666666 . .. s = ol = 2.7182818261 . ..
s = BT = 2.7180555555. .. s1p = A0 — 27182818282 ..

b) Osasummat indeksin arvoilla n = 10¥, k=1...12 ovat

sip = 1.5497677311...

$10000000 = 16449339668 e
$100000000 — 16449340568 e

S1000 = 1.6439345666 . . . 51000000000 = 1.6449340658 . ..
S10000 = 1.6448340718 . .. 510000000000 = 1.6449340667 . . .
S100000 = 1.6449240668 . . . 5100000000000 = 1.6449340668 . . .

1000000 = 1.6449330668 . .. 5100000000000 = 1.6449340668 . . .
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Osasummien perusteella nayttaa silta, ettd raja-arvo s = lim,, s,, (eli sarjan sum-
ma) on esimerkkitapauksessa mahdollista tulkita dérettoméksi desimaaliluvuksi:

o 1 ©©
2) kzy —2.71828182...  b) kz
=0 =1

Mutta mité tadsmallisemmin tarkoittaa, ettd ddreton desimaaliluku on lukujonon
raja-arvo? — Alkuperéiseen raja-arvon méaaritelmaan (Méadritelmé 1.6.1) ei voida
suoraan vedota, koska méadritelmén ehdossa |a, — a| < ¢ tarvittavaa vihennys-
laskua ja lukujen vertailua ei ole (ainakaan toistaiseksi) mééritelty, kun a € D.
Ratkaistaan ongelma asettamalla erillinen mééaritelma.

|~

> = 1.64493406. ..

N

MAARITELMA 1.8.1 Lukujono {a,} suppenee kohti &éreténté desimaalilukua & =
{z,} € D tdsmélleen kun

lim(a, — z,) = 0.

Sanotaan t&llin, ettd & on jonon {a,} raja-arvo, ja merkitddn lim,a, = &
tai a, — 2. Jos lukujonolla on raja-arvo £ € DD, niin sanotaan, ettd lukujono
suppenee, muulloin lukujono hajaantuu eli divergor.

Huomattakoon, ettd ehdossa lim,(a, — x,) = 0 on kyse lukujonon {a, — x,}
tavanomaisesta (rationaalisesta) raja-arvosta Mééritelmén 1.6.1 mukaisesti. Jos
myos jonolla {a,} on rationaalinen raja-arvo, niin Mééritelmat 1.8.1 ja 1.6.1 ovat
sopusoinnussa, silld jos a, — = € Q (Maéritelmé 1.6.1) jax = & = {z,} € D
(Mé&éaritelma 1.7.5), niin a, — x, = (¢, — )+ (x —x,) — 0+ 0 = 0 (Lause 1.7.3),
eli a,, — & Madritelmén 1.8.1 mukaisesti. MyOs on voimassa (vrt. Lauseet 1.7.2
ja 1.6.2)

LAUSE 1.8.2 Jos lukujono {a,} suppenee Maaritelmén 1.8.1 mukaisesti, niin
(i) {a,} on rajoitettu lukujono, ja (ii) raja-arvo lim, a, on yksikésitteinen.

Todistus (i) Kirjoittamalla a,, = (a, —z,)+x, ja soveltamalla kolmioepéyhtaloa
paatellaan
|an| < lan — xn| + |2,] < C1+Cy = C Vn,

silld {a,, — x,} on rajoitettu suppenevana jonona (Lause 1.7.2) ja myos {z,} on
rajoitettu (ks. Esimerkki 1 edelld). Siis {a,} on rajoitettu jono.

(ii) Oletetaan, ettd a, — & = {z,} € D jaa, — § = {y,} € D. Tall6in
an, —x, — 0ja a, —y, — 0 (M&aritelmé 1.8.1), jolloin Lauseen 1.7.3 perusteella

Siis lim,, (z, — y,) = 0, mikd Méaaritelmén 1.7.7 mukaan tarkoittaa: & =y. O
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ESIMERKKI 3 Maéaritelmén 1.8.1 mukaisesti jokainen déreton desimaaliluku & =
{z,} ’suppenee itseensd’ lukujonona {a,} = {z,} (!). O

Jatkossa keskeinen kysymys on: Jos lukujonolle {a,} ei ole osoitettavissa mitéén
ilmeisté (esim. rationaalista) raja-arvoa, niin millaisilla ehdoilla voidaan olla var-
moja, ettd Maaritelmédn [.8.1 mukainen raja-arvo aédrettéména desimaaliluku-
na on olemassa? Téasmaéllinen vastaus tdhén kysymykseen saadaan jaljempéna
Luvussa [.10; téssd yhteydessa tyydytdan osittaiseen vastaukseen. Ensinnéakin,
Lauseen 1.8.2 mukaan valttdmétén ehto raja-arvon olemassaololle on, ettd {a,}
on rajoitettu. Seuraavan lauseen mukaan riittavé ehto on, ettéd {a,} sekd mono-
toninen etta rajoitettu.

*LAUSE 1.8.3 T (Monotoninen ja rajoitettu lukujono suppenee) Jokaisella
monotonisella ja rajoitetulla lukujonoilla on Mé&aritelmén 1.8.1 mukainen raja-
arvo didrettomini desimaalilukuna.?

Todistus Maaritelmasta 1.8.1 ndhdaan, etta jos a,, — &, niin —a,, — —. Voidaan
sen vuoksi rajoittua tapauksiin, joissa joko (i) {a,} on kasvava ja jollakin N € N
pétee a, > 0 ¥n > N tai (ii) {a,} on vihenevi ja a, > 0 ¥n € N silld muissa
tapauksissa jono {—a,} on tyyppid (i) tai (ii). Olkoon ensin jono tyyppié (i), ja
maédaritelladn jonoon liittyen predikaatti (vrt. Luku 1.3)

Qlx): a,<z Vn (reQ).

Koska {a,} on rajoitettu, on loydettavissé M € N siten, ettd a, < M Vn.
Oletuksien (i) perusteella on silloin 0 < a,, < M Vn > N. Télloin voidaan valita
yksikésitteisesti zq € {0,..., M — 1} siten, ettd Q(zo) on epéatosi ja Q(xg + 1)
on tosi. Koska Q(z¢) on epétosi, on a, > xy jollakin n. Olkoon n = N, pienin
téllainen indeksi. Talloin koska jono {a,} on kasvava ja koska @Q(zo + 1) on tosi,
on rg <a, <xyg+1Vn>N,.

Valitaan seuraavaksi x, = o +d; - 1071, d; € {0,1,...,9} siten, ettd Q(z1) on
epitosi ja Q(x; + 1071) on tosi. Koska Q(z;) on epitosi, on a, > x; jollakin n.
Olkoon n = N; pienin téllainen indeksi (N; > Ny). Talloin koska jono {a,} on
kasvava ja koska Q(x; + 1071) on tosi, on z; < a,, < x1 + 107! Vn > Ny.

Jatkamalla samalla tavoin saadaan konstruoiduksi kasvava jono {z;} ja kasvava
indeksijono { Ny, N1, ...} siten, ettd jokaisella k pétee

o < ap <xp+107%, kun n > Ng. (%)

TTiassé ja jatkossa merkintd (*) lauseen yhteydessi tarkoittaa, ettd lauseen todistus on
tavallista vaativampi looginen konstruktio.

tLause 1.8.3 on esimerkki olemassaolo- eli eksistenssilauseesta, jossa jokin (téssi raja-arvo)
viitetddn olemassa olevaksi. — Paino lauseessa onkin sanalla ’on’.
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Tapauksessa (ii) tullaan samaan tulokseen, kun predikaatti Q(z) méaritelladn

Q(z): a, <z jollakinn (x€ Q).

Kummassakin tapauksessa (i) ja (ii) on siis konstruoitu aéretén desimaaliluku
T ={x, k=0,1,...} jaindeksijono { Ny, k=0,1,...} siten, ettd pitee

lan, — x| <107%, kun n > Ng.
Kun huomioidaan, etté jonolle {z)} pétee (Propositio 1.5.2)
|z — 26| < 107%, kun n >k,

niin kirjoittamalla a,, —x,, = (a,—x)+ (2 —2,) ja soveltamalla kolmioepéyhtaloa
seuraa kahden viimeksi kirjoitetun epayhtalon perusteella

lan — 2| < |an — x| + |20 — 2% < 2-107%,  kun n > max{k, N} = N,.

Proposition 1.6.4 mukaan tdmé ehto on sama kuin ehto: lim,(a, — z,) = 0. Siis
lim, a, = * = {x,} Méaéaritelmén [.8.1 mukaisesti. [

Kun lukujono {a,} tunnetaan, niin Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktiota voidaan
seurata algoritmina, joka méaérittaé raja-arvon alkaen kokonaislukuosasta ja ede-
ten desimaali kerrallaan.

ESIMERKKI 2 (jatko) Raja-arvo lim, s, = {zx} € D méérdtdin valitsemalla
luvut o € Qp, k =0,1,... siten, ettd s, > x;, jollakin n ja s, < xj, + 107 Vn,
jolloin ehto (%) toteutuu jollakin N, € N (jokaisella k), kun a,, = s,,.

a) Koska s, <3Vnjas; =2 = s, >2Vn > 1, niin 2y = 2 ja pienin Ny:n arvo,
jolla ehto (%) toteutuu kun k£ = 0, on Ny = 1. Vastaavasti koska s3 < 2.7, s4 > 2.7
ja ilmeisesti s, < 2.8 ¥n (tdmé on erikseen varmistettava osasummia arvioimalla,
ks. Harj.teht. 1), niin z; = 2.7 ja indeksin NV; pienin arvo on N; = 4. Samalla
tavoin nahdéan lasketuista osasummista, ettd xzo = 2.71, x3 = 2.718, ..., x5 =
2.71828182 ja ettd indeksien Ny, k = 2...8 pienimmét arvot ehdossa (x) ovat
Ny=5 N3=6, N, =7, Ns=Nsg =9, Ny = 10 ja Ng = 11.

b) Osasummista

so1 = 1.59843081 . .. S0 = 1.64399992 ...
S99 = 1.60049693 . .. s1071 = 1.64400079. ..
S9202 = 1.63999580 . .. 5929353 — 1.64489999 . ..
S903 = 1.64002007 ... S99354 = 1.64490000. ..

on péiteltavissi (ja varmistettavissa, ks. Harj.teht. 1), ettd pienimmét indeksin
Ny, arvot, joilla ehdot (%) toteutuvat kun k = 1...4, ovat Ny = 22, Ny = 203,
N3 = 1071 ja Ny, =29354. O
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ESIMERKKI 4 Luvun 1.6 Esimerkissd 3 néytettiin, ettd palautuvalle rationaali-
lukujonolle
an 1
CLOZQ, an+1:_+_7 n:O,l,...
2 an
pitee a, > 0 Vn ja a? > 2 Vn. Palautuskaavasta ja mainituista tuloksista seuraa
myos, etta
an, 1 9
pi1 —Qp = —+——a, = — (2—a2) < 0,
n+1 n 9 a, n 2an ( n)
joten {a,} on aidosti vdhenevd ja myOs rajoitettu: 0 < a, < 2 Vn. Siis {a,}
suppenee Madritelméan 1.8.1 mukaisesti kohti dédretontd desimaalilukua. Suppe-
neminen on itse asiassa hyvin nopeaa:

ag = 2.000...
a; = 1.5000...
ay = 1.41666. ..

as = 1.41421568...

ay = 1.41421356237468 ...

as = 1.41421356237309504880168962 . . .

ag = 1.4142135623730950488016887242096980785696 . . .

a; = 1.4142135623730950488016887242096980785696 ... L[]

Esimerkin lukujonosta tiedetédn, ettd se suppenee myos Maaritelméan 1.6.1 mu-
kaisesti kohti lukua v/2 (ks. Luku 1.6). Edelld todettiin my®s, ettd Médritelmien
[.6.1 ja 1.8.1 mukaiset raja-arvot ovat samat, jos raja-arvo on rationaalinen. On
odotettavissa, ettd néin on laita yleisemminkin, jos molemmat raja-arvot ovat
olemassa. Néin olettaen (asia varmistuu seuraavassa luvussa) saa abstrakti luku
V/2 konkreettisen ’ilmiasun’ ddrettomini desimaalilukuna:

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696 . . .

Algoritmina (haluttaessa laskea v/2:n desimaaleja) esimerkin lukujono {a,} on
nopeimpia tunnettuja.’

"Esimerkin algoritmi tunnettiin jo muinaisessa Babyloniassa 3000 vuotta sitten. Yalen yli-
opistossa siilytettivissi savitaulussa n:o 7289 on algoritmilla laskettu /2 :n approksimaatio
x3 lahtien alkuarvosta x;. Laskut on suoritettu 60-kantaisessa lukujirjestelméssé neljan mer-
kitsevin numeron tarkkuudella, jolloin tulokseksi on saatu

25 = 1+24-607"+51-6072+10-60"% = 1.41421296..

Katkaisuvirheesti johtuen tuloksen virhe (noin —6-10~7) sattuu olemaan jopa pienempi kuin
x3:n tarkan arvon virhe (noin 421 - 10_7).
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Neperin luku

ProposiTiO 1.8.4 Lukujonot

) = () cmnn ) o = () e

ovat kasvavia ja rajoitettuja. Lisdksi lim, a,b, = 1.

Todistus Soveltamalla Bernoullin epayhtélod (Propositio 1.4.2) saadaan
n+1 n+1
an (1+ L)n n 1+1

1
1 1 1
— (14> > (14-)(1- — 1
n n n+1
Siis api1 > a, Vn, eli {a,} on (aidosti) kasvava jono. Vastaavalla paattelylla

todetaan (Harj.teht. 4), ettd my6s jono {b,} on aidosti kasvava. Té&ll6in koska
jokaisella n > 2 pétee

1

L= (n+1)2

1 L <1 S 1+ L < L
n? n 1-1"
paatelladn
1 1
a, < E S b_2 =4 kunn Z 2.

Siis 1 < a, <4ja0 <b, <1 kaikilla n, eli jonot {a,} ja {b,} ovat paitsi kasvavia
my0s rajoitettuja. Bernoullin epayhtalosta seuraa lisaksi

1\n 1
1 > auh, = (1—$) >1_E (n>2),

joten 0 < 1 — a,b, < 1/n Vn > 2. Téstd ja lukujonon raja-arvon méaaritelmésta
seuraa vaittaman viimeinen osa. [l

Koska Proposition 1.8.4 jonot ovat kasvavia ja rajoitettuja, niin niille voidaan las-
kea Maaritelméan [.8.1 mukainen raja-arvo darettoméana desimaalilukuna. Jonon
{a,} tapauksessa raja-arvo on nk. Neperin luku, jonka vakiintunut symboli on e:

lim(1 + 1) = e = 2.71828182845905 . . .

n n

Luku e on jaksoton, eli se ei samastu mihinkdén rationaalilukuun.
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ESIMERKKI 5 Maéaritd pienimmat indeksit N, £ = 0...3 Lauseen 1.8.3 todis-
tuskonstruktiossa, kun a,, = (14 1/n)".

Ratkaisu Todistuskonstruktion vertailuluvut ovat
Ty = 2, T = 27, To = 27]_, T3 = 2718,

Laskemalla jonon {a,} alkupééin termeji desimaalilukuina todetaan

a; = 2.00000000. .. aie3 = 2.70999015. ..
ap = 2.25000000. .. a164 = 2.71004043..
arg = 2.69989423 ... (4891 = 2.71799996 . ..
ary = 2.70013967 ... (4822 = 2.71800001 ...

Siis NQ = ]_, N1 = 74, N2 = ]_64, N3 = 4822. 0

Palataan vield Esimerkin 2 positiivitermiseen sarjaan - 1/k!. Témén sarjan
edelléd lasketuista osasummista voi arvella, ettd sarja itse asiassa suppenee koh-
ti Neperin lukua (ja vielapd nopeasti). Témén arvelun varmistamiseksi riittaa
ndyttad, ettd jos s, = Y ,_o1/k! ja a, = (14 1/n)", niin lim,(s, — a,) = 0,
vrt. Neperin luvun maéaaritelméa edelld. Todistetaan tdma vaittdma, joka samalla
antaa nopean algoritmin Neperin luvun desimaalien laskemiseksi.

"1 1+1 "
k! n
k=0

Todistus Binomikaavan mukaan

R a R lOF

ProrosiTiO 1.8.5  lim = 0.

n

w1
= a’]s: ) E s
k=0 ’
missa
RO 1, kun £ =0, 1,
F Hf;ll(l—%), kun £ =2...n.
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Néahdéan, ettd jokaisella 1 < m < n pétee

-1 m—1
1> a > o™ > (1—7" ) . k=0...m
n

-1 m—1
= ogl—a,g”)g1—<1—m ) . k=0...m.

Tamén seki arvion (ks. Harj.teht. 1)

n

1 1
— — 0<m<
K kz:k m+1)!’ =

ol

=0

perusteella voidaan arvioida

"1 \" < )\ 1
0 < H—<1+g) _2(1—% =

k=0

-1 m—1 9
< hi-(1-2 34—,
n (m+1)!

missd 0 < m < n. Olkoon nyt € > 0 ja valitaan m € N siten, etta
2 - €
(m+1)! 2

(mahdollista, koska 2/(m + 1)! — 0 kun m — oo). Kun m on néin kiinnitetty,
valitaan edelleen N € N, N > m siten, etta

—1 m—1
1—(1—m ) < =, kunn>N

n

(mahdollista, koska (1 — mT_l)mfl —-1=1-(1- mT_l)mfl — 0, kun n — 00).
Talloin seuraa
0 < — —([1+ - < g, kunn > N.
k! n
k=0
Koska téssid € > 0 oli mielivaltainen ja N € N (N riippuu vain e:sta), niin
lukujonon raja-arvon méaaritelmén perusteella seuraa vaite. [
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84

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Laskemalla summia a) s, =Y ,_,1/k!, b) s, = > ,_, 1/k* todetaan:

a) s, = 2.718281826.. kun n = 11, b) s, = 1.644934065.. kun n = 10°.
Vedetaén tuloksista johtopaatos: lim, s, = s € D katkaistuna kahdeksaan
merkitsevddn numeroon on a) s = 2.71828182.. b) s = 1.64493406..
Varmista johtopddtos ndyttamalla ensin: Jos a) m € NU {0}, b) m € N,
niin jokaisella n > m pétee

m+ 2 1
m+1 (m+1)!’

1
a) Sp < Sm+ b) sp < Sm+ —.
m

. Nayta, ettd positiivitermisen sarjan

=, 107k
2 i

osasummien jono on rajoitettu. Laske sarjan summa x € D viiden merkit-
sevian numeron tarkkuudella ja varmista tulos, ts. todista lasketut numerot
oikeiksi.

. Millaisen desimaalimuodon Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktio antaa raja-

arvoille a = lim,(1 — 1/n), b = lim,(1 + 1/n), ¢ = lim,(—1 + 1/n) ja
d=1lim,(-1—-1/n)?

. Néyta, ettd Proposition 1.8.4 lukujono {b,} on aidosti kasvava.

. Nayta, ettd palautuva lukujono

1 an
10 Uptl = — = n=20,1,...

ag =
1+ab’

on viheneva ja rajoitettu. Jonolla on my6s rationaalinen raja-arvo — mika ?

. Nayta, etta palautuva rationaalilukujono

G,

— —0,1,...
1+10-"a2’ '

ag S Q) an+1 -

on monotoninen ja rajoitettu. Laske raja-arvo lim, a, = a € D kuuden
merkitsevin numeron tarkkuudella ja perustele tarkkuus, kun a) ay = 1,
b) ag = 3.
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7. Tarkastellaan palautuvaa rationaalilukujonoa

10.

1
an +3’
a) Néyté induktiolla: 2 < a, < 3, kunn=1,2,...
b) Néyté: Jonolle {b,} = {an41 — a,} pétee
bn
an +3)(anp1 +3)’
c¢) Néyté induktiolla: {a,} on aidosti véhenevi lukujono.
d) Laske raja-arvo lim, a,, Méaéritelmén 1.6.1 mukaan.

e) Padttele: Méadritelmén 1.8.1 mukainen raja-arvo katkaistuna kuuteen
merkitsevddn numeroon on lim,, a,, = 0.732050.. (voit tukeutua laskimeen!).

aozl, anH:l— n:O,l,...

bn+1:< n:O,l,...

(*) Erés algoritmi tunnetun luvun 7 = 3.1415926535897932384626433832..
laskemiseksi perustuu kaavaan

o0

& 4 2 1 1

_];1_6%(8k+1_8k+4_8k+5_8k+6)'

Totea sarja positiivitermiseksi ja arvioi, montako m:n oikeaa desimaalia on
poimittavissa sarjan osasumman s,, desimaalilukumuodosta, kun a) n = 10,
b) n =15, ¢) n = 20. (Kaava on keksitty v. 1995.)

(*) Néyté, ettd seuraavat lukujonot (kunnassa (J, +-, <), ks. Luku 1.2) ovat
monotonisia ja rajoitettuja (vihje: induktio!). Laske lukujonoille myo6s raja-
arvot (vihje: juuriluvun mééritelma ja Lause 1.7.3).

a) ao=+V3, any1=+v3+a,, n=0,1,...
b) ay=+V3, ap1=+2a,, n=0,1,...
¢) ap=+5, any1=+2a,, n=0,1,...
d) ay=3, anﬂzm, n=0,1,...

(*) Néyté, ettd palautuva lukujono
an

Apt1 = , n=20,1,...

5—a,
on rajoitettu ja erddsté indeksista alkaen monotoninen, sikéli kuin péatee
4
ap # 1_5n

Maéaritd myos talla ehdolla (ag:sta riippuva) raja-arvo lim, a,.
Vihje: Tutki jonoa {b,} = {a,'}.

Vn € N.
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1.9 Reaaliluvut

Aloitetaan maaritelmasta.

MAARITELMA 1.9.1 (Reaaliluvut) Reaalilukujen joukko R koostuu dérettomis-
ta desimaaliluvuista, ts. R = DD.

Maaritelméa 1.9.1 reaaliluvuille ei ole ainoa mahdollinen, silld on ilmeista, etta
esimerkiksi ddrettoméat binaariluvut voitaisiin yhta hyvin ottaa maarittelyn liah-
tokohdaksi. Monia muitakin lahestymistapoja on, kuten havaitaan tuonnempana.
Maaritelméa 1.9.1 antaa joka tapauksessa reaaliluvuille erddn mahdollisen tulkin-
nan, joka jatkossa otetaan lahtokohdaksi.

Yhdessé aiemmin sovitun samastusrelaation (Maéritelméd 1.7.7) kanssa Mééri-
telmé 1.9.1 kertoo vasta, miltd reaaliluvut nayttavéit’ ja miten niitd erotellaan.
Jotta reaaliluvuilla paéstéisiin myos laskemaan, on méariteltava lukujen valiset
laskuoperaatiot.

R:n laskuoperaatiot

Viitaten Méaaritelmaan 1.8.1 asetetaan

MAARITELMA 1.9.2 (Reaalilukujen laskutoimitukset) Jos & = {z,} ja § =
{y.} ovat reaalilukuja, niin méaritellaan

yhteenlasku: T4+y=1lim(z,+y, =2 €R.
kertolasku: 2y =lim z,y, = zZ € R.

jakolasku: z/y =lim x,/y, = 2 € R.

Téssé on jakolaskussa oletettava tavalliseen tapaan ¢ # 0, eli y,, /4 0 (Maéaritelméa
[.7.5). Ehto merkitsee, etté jollakin m on y,, # 0, jolloin téstd indeksistd alkaen
on |yn| > |ym| > 0, n > m (koska {|y,|} on kasvava jono). Jakolaskun médritel-
mé on siis muodollisesti kunnossa, kunhan y # 0 ja jonossa {z, /y,} rajoitutaan
indekseihin n > m. Yhteenlaskun mééritelméstéd nahdéén, ettd luvun = = {z,}
vastaluku on —% = {—x,}, eli operaatio & — —& vastaa desimaaliluvun etumer-
kin vaihtoa, kuten jo Luvussa 1.5 sovittiin. Vahennyslasku maéritelldadn tdméan
jalkeen normaaliin tapaan, eli £ —y = = + (—y) = lim,(x, — y,) € R.

Maéritelma 1.9.2 on kdytdnnon ldheinen sikili, ettd se perustuu suoraan lukujen
T ja g esitysmuotoihin annetussa lukujirjestelméssa, téassd kymmenjarjestelmés-
si. Lukujonojen {z, + y,}, {zoyn} ja {T,/y,} termien laskemisen voi ajatella
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vastaavan likimé&éréisia laskuoperaatioita liukuluvuilla (vrt. Luku 1.5). Méaéritel-
méan sisaltyy kuitenkin toistaiseksi ratkaisematon teoreettinen ongelma: Lukujo-
nojen {, +yn}, {xnyn} ja {z,/yn} oletetetaan suppenevan kohti reaalilukua (eli
ddretontd desimaalilukua), mutta toistaiseksi tdmé on varmistettu vain monoto-
nisen ja rajoitetun lukujonon osalta (Lause 1.8.3). Mééritelmén 1.9.2 lukujonot
ovat kylld rajoitettuja (mainituin lisiehdoin koskien jonoa {z,/y,}) mutta eivét
valttamattd monotonisia. Maaritelmén tueksi tarvitaankin seuraava lause.

LAUSE 1.9.3 Jos {a,} ja {b,} ovat monotonisia ja rajoitettuja lukujonoja, niin
lukujonot {a, + b,} ja {a,b,} suppenevat Méaaritelman 1.8.1 mukaisesti kohti
reaalilukua. Jos edelleen |b,| > b > 0 ¥n, niin my6s jono {a,/b,} suppenee kohti
reaalilukua.

Todistus  Yhteenlasku. Jos {a,} ja {b,} ovat molemmat kasvavia tai molem-
mat viahenevid, niin {a, + b, } on vastaavasti kasvava/véhenevd (Harj.teht.1.5:2),
jolloin lim,(a, + b,) € R on olemassa Lauseen 1.8.3 perusteella. Olkoon toinen
jonoista kasvava ja toinen vdhenevé, esim. {a,} kasvava. Valitaan b € Q siten,
ettd b, + b > 0 Vn (mahdollista, koska {b,} on rajoitettu) ja kirjoitetaan

an + by, = (a, — b) + (b, + b).

Téssé {b, + b} on rajoitettu ja viheneva jono, joten Lauseen 1.8.3 mukaan se
suppenee: lim,, (b, +b) = & = {z,} € R. Koska b,, +b > 0 Vn, on Z:n etumerkki +
(mahdollisesti £ = 0), joten lukujono {z,} on kasvava. Koska myos {a, — b}
on kasvava jono, niin samoin on {a, — b + x,}, joten Lauseen 1.8.3 mukaan
lim,(a, — b+ z,) = ¥ = {y,} € R. Néin médratty y on lukujonon {a, + b,}
raja-arvo Maédritelman 1.8.1 mukaisesti, silld ko. méaéritelmén ja Lauseen 1.7.3
perusteella

(an +by) —yn=[(an —b+x,) —yp) + (b +b—12,) > 04+ 0=0.

Kertolasku. Olkoon lim,a, = & = {z,} € R ja lim,b, = ¢y = {y.} € R.
Jos Z:114 ja ¢:1l4 on sama etumerkki, niin jono {z,y,} = {|z.|ly.|} on kasvava
(koska {|z,|} ja {|yn|}, ovat kasvavia, vrt. Harj.teht. .5:2), muussa tapauksessa
{znyn} = {—|xnllyn|} on vahenevé jono. Lauseen 1.8.3 mukaan on siis olemassa
raja-arvo lim, x,y, = 2 = {z,} € R. Tami on myos lukujonon {a,b,} raja-arvo
Maéritelmén 1.8.1 mukaisesti, silld ko. mééritelmén ja Lauseen 1.7.4 (V3) mukaan

anby, — 2 = (an — )by + (b — Yn)Tn + (TpYn — 2,) > 0+04+0=0.

Jakolasku. Koska {b,} on monotoninen lukujono, niin tehdyin lisdoletuksin on
jostakin indeksistd n = m alkaen oltava joko b, > b tai b, < —b. Tall6in lukujono
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{1/b,} on monotoninen indeksistd n = m alkaen. Kirjoitetaan tastd indeksista
eteenpéin a,, /b, = a,(1/b,) ja vedotaan jo kisiteltyyn kertolaskuun. [

Koska Maaritelmén 1.9.2 lukujonot {z, } ja {y,} ovat monotonisia ja rajoitettuja,
niin Lause 1.9.3 takaa maéaaritelméan toimivuuden. Havainnollistettakoon lauseen
todistuksessa kaytettyd paattelya viela laskuesimerkilla.

ESIMERKKI 1 Olkoon

# = 3.141592653 ... = {3,3.1,3.14,3.141 .. .} = {p,},
¢ =2.718281828 ... = {2,2.7,2.71,2.718 ..} = {e,}.

Maérita a) © + € ja e, b) 7 — &, ¢) /¢ Mééritelmén 1.9.2 mukaisesti viiden
desimaalin tarkkuudella kayttdmalla Lauseen 1.8.3 todistusta algoritmina.
Ratkaisu a) Lukujonot

{pn +en}=1{558,5855859...}, {pne,}={6,8.37,8.5094,8.537238...}

ovat molemmat kasvavia ja rajoitettuja, joten ne suppenevat kohti reaalilukua
(Lause 1.8.3). Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktiota algoritmina kiyttden saadaan

T+ €=05.85987.., mé =8.53974...

b) Lukujono {p, —e,} = {0,0.4,0.43,0.423, ...} ei ole monotoninen, joten Lause
[.8.3 ei sovellu suoraan. Kirjoitetaan sen vuoksi ensin

Pn—€n=(Pn—3)+ (3—en).

Téssd {3 — e,} on rajoitettu ja vihenevé lukujono. Sen raja-arvoksi saadaan
Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktiolla

Hm(3 — e,) = 3 — & = 0.28171 ..
Kun tdmé vilitulos tulkitaan lukujonoksi {0,0.2,0.28,0.281,...} = {x,}, niin

{pn — 3} ja {x,} ovat molemmat kasvavia lukujonoja. Siis myos {(p, — 3) + x,, }
on kasvava, ja voidaan laskea (algoritmi sama kuin delld)

7 —é=lim[(p, — 3) + x,] = 0.42331 ..

c¢) Lukujonon {p,/e,} ei ole monotoninen, joten Lause 1.8.3 ei sovellu tdhank&én
suoraan. Lasketaan ensin vélituloksena vdhenevén lukujonon {1/e,} raja-arvo:

lim(1/e,) = 1/& = 0.36787 ..

Kun vélitulos tulkitaan lukujonoksi {z,} = {0,0.3,0.36,0.367, ...}, niin {p,x,}
on kasvava lukujono. Tahén Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktio soveltuu ja antaa

/e =m(l/é) =limp,x, = 1.15572.. O
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R:n jarjestysrelaatio
My0s jarjestysrelaation méaritelmé reaaliluvuille on suoraviivainen.

MAARITELMA 1.9.4 (R:n jarjestysrelaatio) Jos = = {z,} € R, v = {y,} € R,
niin & < y tédsmaélleen kun =z, <y, jollakin n ja T # v.

Maéritelmén 1.9.4 mukaisesti voidaan reaalilukujen & = {z,} ja ¥ = {y,} suu-
ruusjarjestys ratkaista laskennallisesti vertailemalla lukuja z,,y,, n = 0,1,...
Vertailua jatketaan, kunnes tavataan ensimmaéinen indeksi, jolla x,, # y,. (Jollei
téllaista indeksié tavata, on & = ¢.) Jos |z, — y,| > 2- 107", on suuruusjérjestys
ratkennut. Muussa tapauksessa, eli jos x, — y, = £107", on vield mahdollisuus,
ettd & ja ¢ samastuvat kumpikin lukuun z,, tai y,, jolloin on & = ¢ (ks. Luvun
1.7 tarkastelut liittyen Lauseeseen 1.7.8).

Maéritelmistd 1.9.1-1.9.4 on johdettavissa seuraava merkittava tulos. Todistus

esitetdan luvun lopussa (harjoitustehtavilla tuettuna).

*LAUsSE 1.9.5 ((R,+,+,<) on jarjestetty kunta) Reaalilukujen joukko varus-
tettuna Maéaritelméan [.9.2 mukaisilla laskuoperaatioilla ja Maaritelméan 1.9.4 mu-
kaisella jarjestysrelaatiolla on jarjestetty kunta.

Maéaritelméstéd 1.9.4 seuraa vélittomésti, ettd jos ¢ = {x,} € R, niin

r=0 < z,=0 Vn
<0 < z,<0 jollakin n (etumerkki e = —)
>0 <& 1z, >0 jollakin n (etumerkki e = +)

Tamaé vertailu siis ratkeaa pelkdstdan Z:n etumerkin perusteella, ellei ole & = 0.
R:n jarjestysrelaation méarittely voidaan vaihtoehtoisesti perustaa tahén vertai-
luun yhdistettyné véhennyslaskuun (vrt. Q:n jérjestysrelaatio, Luku I.1):

<y & r—y<0.
On ilmeistd, ettéd jérjestysrelaation aksioomista ainakin (J1) (vrt. Luku [.1) on
voimassa kummalla tahansa méaritelmalla.

Reaaliluvut abstrakteina lukuina

Kun reaaliluvuille on méaéritelty seké laskuoperaatiot ettd jarjestysrelaatio, voi-
daan reaalilukujen olemus jonoina haluttaesssa 'unohtaa’ ja késitella lukuja vain
abstrakteina lukuina, joilla voi laskea ja joita voi vertailla. Téméan ajattelutavan
mukaisesti pidetadn jatkossa myos reaalilukuja ’oikeina’ lukuina, joita ei symbo-
lisissa merkinnoissd enda erotella rationaaliluvuista.

89



1.9. Reaaliluvut Pitkaranta: Calculus Fennicus

ESIMERKKI 2 Luvun .8 tulosten ja Maaritelmien 1.9.1- 1.9.2 perusteella voidaan
nyt kirjoittaa

1\" =1
lim <1+—) - ZE — 2.71828182845905.. = ¢ € R,
k=0

lim (1 — l) = 0.36787944117144 .. = E .
n

n e

Ottamalla kiiyttoon toinen hyvin tunnettu reaaliluku © = 3.1415926535897 ..
voidaan my0s osoittaa, ettd (vrt. Luku 1.8)

2

1 T
— = 1.64493406684822.. = —.
k2 6

NE

T

1

Reaalilukujen tultua maéritellyksi jarjestettynd kuntana tulee myds lukujonon
raja-arvon alkuperiisestd mééritelméastd (Maaritelmé 1.6.1) pétevd, kun jonon
termit ja/tai raja-arvo ovat reaalilukuja. Koska lukujonon suppeneminen kohti
reaalista raja-arvoa on aiemmin mééritelty erikseen (Maéritelméa 1.8.1), tarvitaan
ympyran sulkemiseksi seuraava tulos (todistus luvun lopussa).

*LAUSE 1.9.6 Méaritelmét 1.6.1 ja 1.8.1 lukujonon suppenemiselle kohti reaali-
lukua ovat yhtapitavét.

Kymmenjako- ja puolituskonstruktiot

Maaritelmén 1.9.1 mukaan reaalilukua voi laskennallisesti 'vain ldhestyé, ei saa-
vuttaa’, paitsi jos luku on rationaalinen. Algoritmisesti voi ’ldhestyminen’ ta-
pahtua esim. suoraan Maéritelméaén 1.9.1 perustuen, jolloin lasketaan ensin lu-
vun kokonaislukuosa ja sen jalkeen desimaaleja yksi kerrallaan. Tarkastellaan nyt
hieman yleisemmin tétéa laskemisen ongelmaa.

Olkoon reaaliluku a maéritelty yksikésitteisesti, esimerkiksi asettamalla luvulle
jokin algebrallinen ehto, méaarittelemaélla luku jonkin tunnetun jonon raja-arvona,
tai jollakin muulla tavalla. Halutaan konstruoida a Méaaritelméan 1.9.1 mukaise-
na desimaalilukuna, eli muodossa a = xg.dyds ... Oletetaan jatkossa, ettd a:n
etumerkki on 4+ (muuten konstruoidaan luku —a ). Téll6in a:n kokonaislukosa ja
desimaalit luvuissa x,, = x¢.d; . . . d, maarytyvit seuraamalla toimintaohjetta:

Etsi z, € Q, siten, ettd patee z, <a ja x,+107" >a, n=0,1,...
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Jos a on rationaaliluku, niin toimintaohje on sama kuin jakokulma-algoritmissa
(vrt. Luku 1.5). Yleisemmén reaaliluvun a > 0 tapauksessa toimintaohjetta voi pi-
tda ajatuskonstruktiona, joka madrittelee luvun a. Annetaan télle nimi kymmen-
jakokonstruktio. — Kymmenjakokonstruktiota on jo aiemmin kiytetty Lauseen
[.8.3 todistuksessa. Reaaliluvun méaaritelména konstruktiota voi pitaa jarjestys-
relaatioon nojaavana Méaaritelmén 1.9.1 toisintona tai tdsmennyksené.

Kymmenjakokonstruktion on jo aiemmin todettu toimivan my6s algoritmina (vrt.
edellisen luvun esimerkit ja harjoitustehtévit). Yleisemmin algoritmi toimii, jos
oletetaan, ettd konstruktioon siséltyvit vertailut ovat laskennallisesti toteutet-
tavissa. Néin on ainakin, jos oletetaan laskettava luku a € R sellaiseksi, etté
minka tahansa rationaaliluvun x € Q kohdalla voidaan selvittaa darelliselld mas-
ralld rationaalisia operaatioita (laskuoperaatioita ja vertailuja), mikd vaihtoeh-
doista a < x, a = x, a > x on voimassa. Téalloin saadaan ensin a:n etumerkki
selville vertaamalla lukuun z = 0, minka jilkeen a:n tai —a:n kokonaislukuosa
ja desimaalit d,, voidaan laskea ym. toimintaohjetta seuraamalla, periaatteessa
mihin tahansa haluttuun indeksiin asti. Téallainen kymmenjakoalgoritmi on siis
jakokulma-algoritmin yleistys.

ESIMERKKI 3 Konstruoi reaaliluku a = v/2 kymmenjakoalgoritmilla.

Ratkaisu Luvun a ja positiivisen rationaaliluvun z vertailu palutuu rationaali-
seksi ekvivalenssilla
a<z & 2<1’

Koska 12 < 2 ja 22 > 2, on ensinnikin oltava a = 1.didads.. Edelleen koska
1.42 = 1.96 < 2, 1.5% = 2.25 > 2, 1.41%7 = 1.9881 < 2, 1.42% = 2.0164 > 2,
1.414% = 1.999396 < 2 ja 1.415* = 2.002225 > 2, on d; = 4, dy = 1 ja
d3; = 4. Jatkamalla télld tavoin on tuloksena (jaksoton) desimaaliluku a =
1.4142135623730950488016887 .1 [

ESIMERKKI 4 Laske luku a = v/v/2+ 1 20 merkitsevin numeron tarkkuudella
kiyttden kymmenjakoalgoritmia.

Ratkaisu Verrattaessa lukua a rationaalilukuun = > 1 pétee
a<zr o V2+41<z2? & V2<2P-1 & 2<(@®-17%
joten vertailu palautuu rationaalioperaatioksi. Algoritmia seuraten saadaan

a = 1.5537739740300373073 .. U

tEnnen laskimia on nelidjuurien kiisinlaskua esimerkin tapaan harjoiteltu kouluissakin. —
Nykyisin laskimet ja tietokoneet laskevat neliGjuuria kymmenjakoa paljon tehokkaammilla,
palautuviin lukujonoihin perustuvilla algoritmeilla, vrt. edellisen luvun Esimerkki 4.
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Esimerkeissa vertailun a < z palauttaminen rationaaliseksi perustuu symboliseen
(ei-numeeriseen) laskentaan, tassi algebraan, joka nojaa viime kddessd reaalilu-
kujen kunta-aksioomiin, jérjestysrelaation aksioomiin ja nelidjuuren symboliseen
médritelméin (1/a)? = a. Kuten niissi esimerkeissii, symbolisen laskennan tehté-
vana on yleensd yksinkertaistaa tai selkeyttdé laskentatehtéviaéd ennen varsinaisia
numeerisia laskuja.

Kymmenjaon vastine voidaan luonnollisesti konstruoida myos muihin lukujérjes-
telmiin perustuvana. Binaarijarjestelmén tapauksessa kiytetdan nimitysta puo-
lituskonstruktio (tai puolitusmenetelmé, engl. bisection). Puolituskonstruktios-
sa reaaliluku a > 0 konstruoidaan binaarimuodossa a = xq.b;bsbs .., missé ko-
konaislukuosa z, ja bitit b, € {0,1} valitaan siten, ettd luvut =y ja z, =
To+ > p_ b - 27, n € N, toteuttavat

rm<a ja z,+27">a n=0,1,...

Yksinkertaisen logiikkansa vuoksi puolitusmenetelmaéd kaytetddn matemaattis-
ten todistusten ajatuskonstruktioissa hyvin usein. (Puolituskonstruktio olisi ollut
vaihtoehto my6s Lauseen 1.8.3 todistuksessa.) Ym. lisdoletusten voimassa ollessa
voi konstruktiota kiayttda myos toimivana algoritmina.

Reaalilukujen jonot

Reaalilukujen jono-olemuksen 'unohtaminen’ on erityisen suositeltavaa silloin,
kun tutkitaan reaalilukujonoja ja niiden suppenemista. Jarjestysrelaatioon seké
(vihéisessd madrin) kunta-algebraan vetoava Maaritelmé 1.6.1 on sellaisenaan
patevd myos reaalilukujonon suppenemisen maéaritelméané. Jos reaalilukujonolla
on tdmén méadritelmén mukainen raja-arvo (reaalilukuna), niin sanotaan, etti
jono suppenee, muussa tapauksessa hajaantuu (vrt. Madritelméa 1.8.1).

ESIMERKKI 5 Médrité perusmuotoisen geometrisen sarjan summa, kun ¢ = 1/v/2.

Ratkaisu Luvussa .6 johdettu geometrisen sarjan summakaava on péateva, kun
g€ Rjalgl <1. Téssd on 0 < g < 1, joten

1 .n 1 2
Z(_) — — = V2 = 242 = 3.4142135623730950488 ... [
V2 1-—

[e.9]

V2-1

Esimerkin lasku on jilleen esimerkki myos symbolisesta laskennasta, jossa lu-
kua /2 kisitelldin abstraktina lukuna pelkistiin kunnan (R, +, ) yleisid omi-
naisuuksia (kunta-aksioomia) ja symbolista méiritelmis (v/2)? = 2 hyviksi
kiyttaen.

n=0
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Todettakoon, etta kaikki Luvuissa 1.6-1.8 esitetyt lukujonoja koskevat maaritel-
mét ja vaittdmét ovat pétevia reaalilukujen kunnassa (R, +, -, <) — syysté, ettd
ndma perustuvat vain jarjestetyn kunnan algebraan ja oletukseen, ettd kunta
sisaltad rationaaliluvut.

Esimerkkina reaalilukujonon suppenemistarkastelusta todistettakoon

ProrosiTIiO 1.9.7 lim{Ya=1 VacR, a>0.

Todistus Merkitaan b, = {/a. Tapauksessa a = 1 on vaittima ilmeisen tosi ja

tapauksessa 0 < a < 1 pitee: b, = 1/(1/a)'/™ — 1, jos (1/a)"/" — 1 (Lause

[.7.3 reaalilukujonoille). Riittd4 siis tarkastella tapausta a > 1. T&ll6in on oltava

b, > 1 Vn (koska 0! = a > 1), jolloin seuraa

GO S W T
by, by O by a bry1

Siis b,11/b, < 1Vn, joten {b,} on aidosti vihenevéa lukujono. Koska {b,} on myos
ilmeisen rajoitettu lukujono, niin b, — b € R (Lause 1.8.3), ja koska b, > 1 Vn,
niin b > 1 (Propositio 1.7.4 (V1) reaalilukujonoille). Téssd vaihtoehto b > 1
johtaisi loogiseen ristiriitaan: a = b > 0" — oo. Siis lim, b, =1. [

*Lauseiden 1.9.5 ja 1.9.6 todistukset

Lause 1.9.5. Kunta-aksioomista todistetaan esimerkkiné ainoastaan aksioomien
(K4) (kertolaskun liitdntalaki) ja (K9) (kd4nteisalkio) voimassaolo, muut jétetadan
harjoitustehtavéksi (Harj.teht. 1).

Olkoon = = {z,}, ¥ = {yn}, 2 = {2,} reaalilukuja ja olkoon edelleen
i) =d="{a,} €R ja §%=b={b,} € R. Talléin aksiooman (K4) sisilté on
Maéritelmien 1.9.2 ja [.8.1 perusteella

af = ¥ <  lm(apz, — xab,) = 0.
Kirjoitetaan tassa
Anzn — Tuby = (@ — TpYn)zn + To(Ynzn — bn).
Koska téssd a, —x,y, — 0 ja ynz, —b, — 0 (Madritelmat 1.9.2 ja 1.8.1) ja jonot

{z,} ja {z,} ovat rajoitettuja, niin véite a,z, — x,b, — 0 seuraa Lauseen 1.7.3
ja Proposition 1.7.4 (V3) perusteella.
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Luvun # = {z,} € R kidnteisluvun #~! konstruoimiseksi olkoon & # 0,
jolloin jollakin m € N on oltava |z,| > |z, > 0 Vn > m. Téll6in jono
{x;ll,x;ﬁrl, ...} on monotoninen ja rajoitettu, jolloin on olemassa reaaliluku
y = {yn} siten, ettd z,! — v, — 0 (Lause 1.8.3). Proposition 1.7.4 (V3) ja M-
ritelméan 1.9.2 perusteella paitellaan talloin

vl =y, =0 & l-zu,—0 & Iy=1.

Siis y = 7! ja aksiooma (K9) on niin ollen voimassa. [

Jarjestyrelaation aksiooman (J1) voimassaolo on jo todettu. Aksioomien (J2) ja
(J4) todentaminen jatetddn harjoitustehtaviksi (Harj.teht. 2cd). Todistetaan siis
ainoastaan aksiooman (J3) voimassaolo.

PrOPOSITIO 1.9.8 Reaaliluvuille péatee: Jos £ < g, niin 2 + 2 <y + 2 VZ € R.

Todistus Olkoon & = {z,} € R, v = {y.} € R, 2 = {z,} € R ja merkitddn
i+i=d={a} €eRjag+%=10={b} €R,jolloin z, + 2z, — a, — 0 ja
Yn + 2n — by — 0, kun n — oo (Médritelma 1.9.2). Viitetdan: Jos & < ¢, niin
& < b. Tehddsn vastaoletus: & = b tai & > b. Ensimméisessi. vaihtoehdossa on
lim,, (a, —b,) = 0 (M&éritelmé 1.7.7), jolloin oletusten ja Lauseen 1.7.3 perusteella

seuraa
Tp —Yn = (xn‘|‘zn_an)_(yn+zn_bn)+(an_bn) — 0.

Siis & = y (Méaéritelméa 1.7.7), mutta tdmé on looginen ristiriita, koska (J1) on
voimassa ja oletettiin & < ¢. Toisessa vaihtoehdossa (@ > b) on a, > b, Vn
(Harj.teht. 2a) ja samoin z, <y, Vn (koska & < ), joten seuraa

Cp = (xn+zn_an>_<yn+zn_bn)
= (Tp —Yn) + (bn —an) <z —yn < 0 Vn.

Koska tésséd ¢, — 0, niin z, — y, — 0 (Propositio 1.7.4 (V2)), joten on jilleen
paadytty loogiseen ristiriitaan: & < ¢ ja £ = y. Vaihtoehdot a = b ja a > b on
nédin muodoin pois suljettu, joten on oltava a < b. [

Lause 1.9.6. Perustetaan todistus seuraavaan viittdméan, joka seuraa helposti
Madritelméstéd 1.9.4 (Harj.teht. 2b).

LEMMA 1.9.9 Jos # = {z,} € R, niin |z —z,| < 107" Vn.

Oletetaan, ettd a, — &, £ = {x,} € R Méaritelmén 1.6.1 mukaisesti ja olkoon
e > 0. Télloin on olemassa indeksit Ny, Ny € N siten, ettéd |a, — | < £/2 kun
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n > Njjal0™™ < €/2 kunn > Ny, jolloin (jarjestetyn kunnan) kolmioepayht&lon
ja Lemman [.9.9 perusteella

lan — x| < |an—2|+|T—2,| <l|a,—Z|+107" <&, kunn > max{N;, No} = N.

Téasséd € > 0 oli mielivaltainen, joten Maé&ritelman 1.6.1 mukaan a, — x, — 0,
eli a, — & Maaritelmén 1.8.1 mukaisesti. Tamaé todistaa vaittdmén ensimmaéisen
osan. Toinen osa todistetaan samankaltaisella paattelylla. [

HARJOITUSTEHTAVIA

1. Nayta Maaritelméan 1.9.2 perustuen, ettd reaaliluvuille ovat voimassa:
a) yhteen- ja kertolaskun vaihdantalait (K1,K2)
b) yhteenlaskun liitdntélaki (K3)
c) yhteen- ja kertolaskun osittelulaki (K5)

2. Olkoon Z = {z,} € R, ¥ = {yn} € R ja z = {2,} € R. Néytd, ettd
Maéritelmien 1.9.4 ja [.9.2 perusteella patee
a) 1<y © 1#y & r,<y,Yn b) |T—x,/<107"Vn
c) 1<y & y<z => 1<z d) 2>0 & y>0 = 2y>0
3. Tutki, kuinka suuri virhe tehdiin, kun laskettaessa a) e + m, b) e*/m,
c) m —e* c) e’n® katkaistaan e ja 7 ensin 9 merkitseviin numeroon ja
laskuoperaatioissa tulos samoin 9 merkitsevidan numeroon.

4. Olkoon lukujarjestelmén kantaluku = k. Kayttden kymmenjakoalgoritmia
vastaavaa k-jakoalgoritmia konstruoi neljan merkitsevan numeron tarkkuu-
della a) v/11 binaarijérjestelméssi, b) /7 3-kantaisessa jérjestelméssi.

5. (*) Tiedetddn, ettd Y oo k=2 = 7*/6. Néytd tdmén tiedon perusteella:

= 1 2 = (=1)* w2
- _ b ~ 7 _
2) kz:% 2k+12 8 ) 2 (k+1) 12

6. (*) Olkoon ay — a (k — o0), missd on desimaalilukumerkinnéin
ag = a:(()k). dPal = {0V e R, a=wzgdidy...={x,} €R.

Todista seuraavat vaittamat:

a) Jos a ei ole dérellinen desimaaliluku, niin jokaisella n € N on olemassa
indeksi N,, € N siten, ettd a, = xg.dy...d, ... Yk > N,.

b) a-kohdan véittdma ei ole tosi jokaisella a € R (vastaesimerkki!).

c) Jos a on &érellinen desimaaliluku, niin on olemassa m € N ja jokaisella

n >m indeksi N, € N siten, etti d € {0,9} V& > N,,.

d) Jokaisella a € R pétee: limy xl(f) =a.
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I.10 Cauchyn jonot

Tassé luvussa 'lukujono’ tarkoittaa reaalilukujen jonoa. Tarkastelun kohteena on
lukujonojen (my6s rationaalilukujonojen) teorian edelleen avoin kysymys, joka
kuuluu: Tésmélleen millaisilla, jonoa itsedén koskevilla ehdoilla lukujono {a,}
suppenee, ts. raja-arvo lim, a, = a on olemassa Méaaritelméan [.6.1 mukaisesti
reaalilukuna? Toistaiseksi tunnetut suppenemisen ehdot Lauseissa 1.8.3 ja 1.9.3
ovat riittavia, eivat valttamattomia. Etsittdessd suppenemiskysymyksen taydel-
lista ratkaisua, ts. sekéd valttdméattomia etté riittdvia ehtoja suppnemiselle, rat-
kaisun avaimeksi osoittautuu

MAARITELMA 1.10.1 (Cauchyn' jono) Lukujono {a,} on Cauchy eli Cauchyn
jono, jos jokaisella € > 0 on olemassa N € N siten, etta péatee

lan, — an| <e kun n,m > N.

ESIMERKKI 1 Niyté, ettd sarjan Y - ,(—1)"/(k +1)® osasummien jono

1 1 1 37
=<1, 1l—-=1—-=4+=,.... =11, -, =,...
{Sn} {7 227 22+327 } {747 97 }

on Cauchyn jono.

Ratkaisu Jos 0 < m < n, niin kolmioepayhtéalod soveltaen voidaan arvioida
(ks. Harj.teht. [.8:1)

n

| |_z”:(—1)k<z1<1
N k+12 " m+1°

k=m+1

Néin ollen jos € > 0 ja valitaan N € N siten, ettd 1/(N + 1) < ¢ (mahdollista
jokaisella € > 0), niin

1 1

— —— ¢ < g, kunn,m > N.
n+1" m+1

|Sn — Sm| < max{

Siis {s,} on Cauchy. O

ESIMERKKI 2 Jos a # 0, niin lukujono {a,} = {(—1)"a} ei ole Cauchy. Nimittéin
jos 0 < e < 2|al, niin Mé&é&ritelmén 1.10.1 ehto ei toteudu milladn N € N, koska
|a, — am| = 2|a] > ¢ aina kun n —m on pariton. [

TRanskalainen matemaatikko Augustin Louis Cauchy (1789-1857) kuuluu matemaati-
koiden téhtikaartiin kautta aikojen. Cauchy tédsmensi merkittdvisti matematiikan kasitteistoa
ja loi pohjaa uusille tutkimussuunnille. Hanen laaja tuotantonsa ulottui myos fysiikkaan, mm.
kiintedn aineen kimmoteoriaan.
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Cauchyn jonoilla on samankaltaisia ominaisuuksia kuin suppenevilla jonoilla.
Néytetadn ensinnéakin:

LAUSE 1.10.2 Suppeneva jono on Cauchy.

Todistus Jos lim,, a,, = a € R Maéritelméan 1.6.1 mukaisesti, niin jokaisella € > 0
on olemassa N € N siten, ettd pitee |a, — a| < /2 kun n > N. Talléin on
kolmioepéyhtélon nojalla

an — am| = [(an —a) + (a — ap)|

e €
< lan, —al +|am —a| < §+§:5, kun n,m > N. O
Suppenevia lukujonoja koskevilla Lauseilla 1.7.2 ja 1.7.3 on seuraavat vastineet

Cauchyn jonoille:
LAUSE 1.10.3 Cauchyn jono on rajoitettu.

LAUSE 1.10.4 (Cauchyn jonojen yhdistelysddnnoét) Jos lukujonot {a,} ja
{b,} ovat Cauchyn jonoja ja A € R, niin my6s lukujonot {a, + b,}, {\a,} ja
{anb,} ovat Cauchyn jonoja. Jos lisdksi |b,| > 0 > 0 Vn, niin myds {a,/b,} on
Cauchyn jono.

Naiden lauseiden todistukset (jotka sivuutetaan, ks. Harj.teht. 1) ovat hyvin sa-
manlaisia kuin mainittujen vastinlauseiden. Esimerkiksi Lauseen 1.10.3 viitta-
méan paddytadan, kun vertailukohdaksi otetaan raja-arvon sijasta jonon termi
a,,, missi indeksi m valitaan siten, ettd pétee |a, — a,,| < 1 kun n > m, vrt.
Maaritelma I.10.1 ja Lauseen 1.7.2 todistus.

Péatulos jatkossa on

*LAUSE 1.10.5 (Cauchyn suppenemiskriteeri) Reaalilukujono {a,} suppe-
nee kohti reaalilukua tédsmélleen kun {a,} on Cauchy.

ESIMERKKI 1 (jatko) Lauseen 1.10.5 perusteella esimerkin sarja suppenee. Osa-
summia riitttavin pitkélle laskemalla selvidd, ettd sarjan summa katkaistuna 10
merkitsevddn numeroon on
(=D
——— = 0.8224670334... O
(k+1)2
k=0
Koska jo tiedetéén, ettéd jokainen suppeneva jono on Cauchy (Lause 1.10.2), niin
Lauseen 1.10.5 todistamiseksi riittaa nayttaa todeksi implikaatio

{a,} on Cauchy = {a,} suppenee. (%)
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Todistus on useampivaiheinen. Ensin on tutkittava lukujonon raja-arvon méaari-
telméd tarkemmin osajonon kisitteen pohjalta. Seuraavassa nama tarkastelut ja
niihin perustuva viittimin () todistus erotetaan omaksi osaluvukseen'.

*Osajonot

MAARITELMA 1.10.6 Lukujono {bx}32, on jonon {a,}>2 . osajono (engl. sub-
sequence), jos on olemassa indeksit m < nj; < ny < ... siten, ettd

bk:ank, k:1,2,

ESIMERKKI 3 Jos & = {z,};2, on jaksollinen desimaaliluku, niin jollakin m € N
ja riittavan suurella £ € N osajono

{xkaxk+m7xk+2m7---} = {xk‘+(lfl)m}loil

on geometrinen sarja, vrt. Luku [.6. Téassa siis osajonon indeksind on [ ja n; =
k+(—1)m. O

ESIMERKKI 4 Lukujono {a, = (=1)", n=0,1,2,...} ei suppene, mutta silla
on (kohti rationaalilukua) suppenevia osajonoja, esim. { ag, ag, a4, ...}. O

ESIMERKKI 5 Rajatta kasvavan lukujonon {n} = {1,2,3,...} jokainen osajono-
kin on rajatta kasvava. [

Osajonon kasitettd valaisee hieman seuraava ’lammittelylause’.

LAUSE 1.10.7 lim, a,, = a € R tdsmélleen kun limy by = a jokaiselle jonon {a, }
osajonolle {by}.

Todistus Vaittaman osa on ilmeinen, silla Maaritelméan 1.6.1 perusteella
osajono suppenee vahintddn yhtd nopeasti kuin itse jono. Téstd huolimatta osa
on vieldkin ilmeisempi, silld osajonoksi kelpaa myos itse jono {a,}. O

Seuraava tulos, jossa osajonon kisite on keskeinen, on avain jatkon kannalta.
Tuloksessa tulkitaan proposition a,, — a negaatio (a, /4 a) Maéritelmaan 1.6.1
perustuen. — Huomattakoon, ettd kyse ei ole negaatiosta ’ei suppene’ (kohti
mitdan lukua), koska a,, /4 a on tosi myds, kun a,, — b # a.

*LAUSE 1.10.8 Jos {a,} on lukujono ja a € R, niin a, /4 a tdsmélleen kun
de > 0 jaosajono {ay,,an,,...} siten, ettd |a,, —a| >¢ Vk e N.

"Merkinté (*) luvun tai osaluvun otsikossa kertoo (téissé ja jatkossa), etts kyse on nikokul-
maa laajentavasta — usein myos muuta tekstid haastavammasta — tekstin osasta.
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Todistus Lahdetddn raja-arvon méadritelméstéd (Madritelmé 1.6.1)

a, - a < Ve>0 pitee [...]
ja ryhdytdén negaation purkuun: Ensinnékin (vrt. Luku I.3)
a, /~a < jollakin € > 0 ei pade [...]
Tassd on [...] = [IN €N siten, ettd {...} ], joten

eipade [...] <& AN €N siten, ettd {...}

o eif...} YNeN
Tassaon {...} = {|a,—a|<e Vn> N}, joten
et{...} & |a,—al>¢e jollakinn > N.
Siis on péaatelty:
a, »a <& jollakin € > 0 patee: V N € N (|a, —a| > ¢ jollakinn > N).

Kyseisella € voidaan nyt menetelld seuraavasti:

1. Valitaan N =1 ja ny > N siten, ettd |a,, —a| > ¢.

2. Valitaan N =n; ja ny > N siten, ettd |a,, —a| > ¢.

Konstruktiota voidaan jatkaa loputtomasti, joten saadaan osajono { a,,, an,, ... }
(ks. kuva alla). T&lla on vaadittu ominaisuus, joten on todistettu vaittdmén osa
[=]. Osa on ilmeinen raja-arvon médaritelman perusteella. [
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N =
.

I

nq N9 ng Ty

Kun Lausetta 1.10.8 sovelletaan Cauchyn jonoon, saadaan johdetuksi mielenkiin-
toinen tulos.

*LAUSE 1.10.9 Jos lukujono {a,} on Cauchyn jono, niin jokaisella z € R on
voimassa tdsmélleen yksi seuraavista vaihtoehdoista:

1. a, — x.
2. de > 0ja N € N siten, ettd a, <z —¢ ainakun n > N.

3. de > 0ja N € Nsiten, ettd a, > x +¢ aina kun n > N.

Todistus Ensinnédkin on joko a,, — x (vaihtoehto 1) tai a, /4 z. Jalkimméisessa
vaihtoehdossa on Lauseen [.10.8 mukaan loydettavissd luku € > 0 ja osajono
{by, = ayn,, k=1,2,...} siten, ettd |b, — x| > 2¢ Vk. (Tésséd on luvun ¢ tilalle
kirjoitettu 2¢ mukavuussyisti.) Koska {a,} on Cauchyn jono, on my6s olemassa
lukua € vastaava indeksi N siten, etté pétee |a, —a,,| < € kun n,m > N. Valitaan
nyt osajonossa {b;} indeksi k siten, ettd ny > N, ja kirjoitetaan

a, = bk + (an — bk)
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Téssd on by = a,,, m = ng > N, joten |a, — bx| < &, kun n > N. My6s oli
|b, — x| > 2e, joten on oltava joko by > x 4 2¢ tai by < x — 2¢. Jos by, > = + 2¢
(kuten kuvassa alla), niin arvioidaan

a, >x+2—la,—ax] > x+2c—¢ = x+¢e, kunn> N.
Jos by < x — 2¢, niin arvioidaan
a, <x—2¢c+la,—ar| < x—2+e = x—¢e, kunn> N.

Lause on niin todistettu. O

., % /
B .

I
I
I
x L] L] !
o |
I
I
|
I
T — 2¢ .
by
I
I
IIIIIIIIIIIIII|IIIIII>
1 2 N n
R
|an, — any| < e
ny %) ns Ty

Lauseen 1.10.9 mukaan Cauchyn jonon on ’valittava puolensa’ annetun luvun —
esimerkiksi rationaaliluvun — suhteen, ellei ko. luku ole jonon raja-arvo. Kayt-
tden tédtd tulosta ’tyohevosena’ voidaan nyt todistaa vaittdméa (x) ja siis myos
Lause 1.10.5. Todistus on muuten olennaisesti sama kuin Lauseen 1.8.3 todistus,
paitsi ettd monotonisuuden sijasta vedotaan Lauseeseen 1.10.9.

*LAUSE 1.10.10 Cauchyn jono suppenee.

Todistus Olkoon {a,} Cauchyn jono. Jos a,, — x € Q, niin lauseen viittdméa on
tosi , joten voidaan olettaa, ettd {a,} ei suppene kohti rationaalilukua. Talléin
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on ensinnékin jokaisen kokonaisluvun x € 7Z kohdalla voimassa Lauseen 1.10.9
vaihtoehdoista joko 2 tai 3. Koska Cauchyn jono on rajoitettu (Lause 1.10.3),
niin silloin on 16ydettéivissa yksikésitteinen xg € Z siten, ettd a, > xg + ; kun
n> Njjaa, <zo+1—¢e9 kunn > Ny (tdssd 1,62 > 0 ja Ny, Ny € N), jolloin

rg < a, < zog+1, kunn > N =max{Ny, Ny}.

Oletetaan jatkossa, ettd o > 0 (muussa tapauksessa tutkitaan jonoa {—a,}).
Jatkamalla padttelyd vastaavasti on 16ydettavissa yksikésitteiset dy € {0, ..., 9},
k = 1,2,... ja vastaavat darelliset desimaaliluvut x;, = x¢.d; ... d; ja indeksit
Ny, € N siten, etta patee

Ty < ap < Tp+107% kunn> N, k=0,1,2,...

Témén mukaan on lim,(a, — z,,) = 0 eli lim, a, = = {x,} € R Mé&aritelmien
[.8.1 ja 1.9.1 mukaisesti. Lauseen 1.9.6 perusteella lim,, a,, = & myos Maéritelman
[.6.1 mukaisesti. [

Reaaliluvut Cauchyn jonoina

Madritelma 1.8.1 tulkitsee ddrettomén desimaaliluvun ’suppenevan itseensad’ lu-
kujonona. Téllainen ndkokulma voidaan ottaa yleisemminkin rationaalilukujen
Cauchyn jonoihin, jolloin saadaan seuraava vaihtoehtoinen maéritelmé reaalilu-
vuille (vrt. Maaritelmét 1.9.1 ja 1.7.7).

MAARITELMA 1.10.11 (Reaaliluvut Cauchyn jonoina) Reaaliluvut ovat ra-
tionaalilukujen Cauchyn jonoja. Kaksi reaalilukua a = {a,} ja b = {b,} ovat
samat tdsmélleen kun lim, (a, — b,) = 0.

Madritelméan mukaisesti reaaliluvut ovat rationaalilukujen Cauchyn jonojen muo-
dostamia ekvivalenssiluokkia (tai samastusluokkia, vrt. Luku 1.3), joiden sisélla
eri jonot samastetaan maaritelmén kriteerilld. Jokaiseen samastusluokkaan kuu-
luu didrettomin monta erilaista jonoa; esim. jonot {a,} ja {a, +n~*} kuuluvat
samaan luokkaaan jokaisella £ € N. Ellei kyseessa ole darellinen desimaaliluku,
on samaan samastusluokkaan kuuluvista Cauchyn jonoista tdsméalleen yksi Maa-
ritelmén 1.9.1 mukainen reaaliluvun ’edustaja’, ts. dareton desimaaliluku.

Maéritelmaan 1.10.11 perustuen on laskuoperaatioiden maérittely reaaliluvuille
varsin yksinkertaista: Jos a = {a,} ja b = {b,} ovat reaalilukuja (eli {a,} ja
{b,} ovat rationaalilukujen Cauchyn jonoja), niin my6s jonot {a, +b,} ja {a,b,}
ovat Cauchyn jonoja (Lause 1.10.4) ja edustavat sellaisenaan lukuja a + b ja ab.
Vastaavasti jos b # 0 (eli b, # 0), niin jostakin indeksistd n = m alkaen on

102



Pitkédranta: Calculus Fennicus 1.10. Cauchyn jonot

|b,| > 6 > 0 (Lause 1.10.9), jolloin {a,/b,} on ko. indeksisté eteenpéin Cauchy
(Lause 1.10.4) ja edustaa lukua a/b.

My0s jarjestysrelaation madrittely kiy Cauchyn jonojen avulla helposti, silld jos
a = {ay,}, niin vaihtoehdot @ = 0, a > 0 ja a < 0 méadraytyvit asettamalla
x = 0 Lauseessa 1.10.9: a = 0 vaihtoehdossa 1, a < 0 vaihtoehdossa 2, ja
a > 0 vaihtoehdossa 3. Yleisemmin lukujen a ja b suuruusjirjestys ratkaistaan
vertaamalla lukua @ — b = {a,, — b, } lukuun 0 mainitulla tavalla.

Jos Maéritelmé 1.10.11 tulkitaan laskennallisesti, niin yksittaistd Cauchyn jonoa
voi pitdd algoritmina, joka tuottaa reaaliluvulle jonon rationaalisia approksimaa-
tioita. Algoritmi on yleisesti sitd parempi, mitd nopeammin jono suppenee (tai
'suippenee’) suhteessa tarvittavien (rationaalisten) laskuoperaatioiden méaraan.
Cauchyn jonoille voidaan siis asettaa my0s laatukriteereita!

ESIMERKKI 6 Eris rationaalilukujen Cauchyn jonojen ekvivalenssiluokka on v/2.
Té&hén luokkaan kuuluva dédreton desimaaliluku, eli lukujono {1,1.4,1.414,...}
vastaa algoritmina edellisen luvun Esimerkin 3 kymmenjakoalgoritmia. Toinen
samaan ekvivalenssiluokkaan kuuluva lukujono on Luvun .8 Esimerkissé 4 tar-
kasteltu. Tamé on algoritmina kymmenjakoa selvésti tehokkaampi. [J

*Bolzanon—Weierstrassin lause

Asiayhteyden vuoksi esitettdkoon viela osajonon késitteeseen liittyva lause, joka
kuuluu modernin matemaattisen analyysin peruskiviin.

*LAUSE 1.10.12 (Bolzano-Weierstrass') Jokaisella rajoitetulla reaalilukujo-
nolla on suppeneva osajono.

Todistus Todistus on perusidealtaan puolituskonstruktio, jossa looginen paattely
nojaa kaksipaikkaiseen predikaattiin

Qz,y): =z <a,<y &direttoman monella indeksin n arvolla.

Koska {a,} on rajoitettu jono, on lgydettévissd luvut a ja b = a + L siten, ettd
Q(a,b) on tosi. Valitaan jokin indeksi n; siten, ettd a < a, < b kun n = nq, ja
tutkitaan seuraavaksi, onko Q(a, (a+b)/2) tosi. Jos on, asetetaan b:n uudeksi ar-
voksi (a+b)/2. Jos ei, on proposition Q((a+b)/2,b) oltava tosi (koska Q(a,b) oli

tBolzanon-Weierstrassin lauseella on monia muotoja. Perusidean esitti ensimmaéiseni t3ek-
kildinen matemaatikko, filosofi ja pappi Bernard Bolzano (1781-1848) v. 1817, mutta tulos
jai véhille huomiolle. Saksalainen Karl Weierstrass (1815-1897), jota on pidetty 'modernin
matemaattisen analyysin isénd’, todisti lauseen myohemmin tuntematta Bolzanon tyota.
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tosi). Tésséd tapauksessa asetetaan a:n uudeksi arvoksi (a + b)/2. Toisen luvuista
a, b tultua néin uudelleen maaritellyksi tiedetéén, ettd Q(a,b) on jélleen tosi. Et-
sitddn nyt indeksi ny > ny siten, ettd a < a, < b kun n = ny (mahdollista, koska
Q(a,b) oli tosi). Etenemilld samalla tavoin saadaan konstruoiduksi alkuperaisen
jonon osajono { by = a,,, k= 1,2,...}, jolla on konstruktion perusteella omi-
naisuus |by — b < 27VL kun k,l > N. Niin ollen jos jokaisella € > 0 valitaan
N € Nsiten, ettd 27VL < ¢, niin |by — b;| < € kun k,1 > N. Mééritelm#n 1.10.1
mukaan {b;} on Cauchyn jono ja néin ollen suppee (Lause 1.10.10). O

*Epakonstruktiivinen paittely

Lauseen 1.10.12 todistukseen kétkeytyy filosofinen ongelma, joka esiintyy mate-
maattisessa ajattelussa yleisemminkin: Jos predikaatissa Q(z,y) ajatellaan x ja y
kiinnitetyiksi (sidotuiksi), niin proposition P = Q(z,y) totuusarvon selville saa-
miseksi on kiytava kirjaimellisesti l4pi jokainen jonon {a,} termi, ts. on suori-
tettava ddrettéman monta lukujen vartailua. Tamaé ei tietenkaén ole kiytannossa
mahdollista. Matemaattisessa analyysissa katsotaan kuitenkin myés téallainen nk.
epikonstruktitvinen péaéttely luvalliseksi. (Viime kiidessd luvan’ antavat joukko-
opin perusaksioomat.) Epédkonstruktiiviselle todistukselle on tunnusomaista, etta
todistusta ei voi seurata 'laskemalla’; ellei kiytettavissa ole jotakin lisédtietoa, ts.
ellei tehda lisdoletuksia. Esimerkiksi aiemmin esitetty Lauseen 1.8.3 todistus on
my0Os epakonstruktiivinen, silld tamakin sisaltdd kuvitelman kaikkien jonon ter-
mien vertaamisesta kiintedan lukuun. Epékonstruktiivisia ovat itse asiassa myos
Lauseiden 1.10.8 ja [.10.9 todistukset, silld 'olemassa olevaksi’ viitetty luku e
konstruoidaan todistuksissa vain loogisena valttamattomyytend. Mitaan lasken-
nallisesti toimivaa ideaa luvun méarittamiseksi ei anneta — eikd tehtyjen yleisten
oletusten puitteissa olisi mahdollistakaan antaa.

Kaikissa mainituissa todistuksissa filosofiset ongelmat poistuvat (tai ainakin vé-
henevit), jos oletetaan tarkasteltava lukujono sellaiseksi, ettd todistuksen sisél-
tamét loogiset askeleet voidaan toteuttaa (yksi kerrallaan) dérelliselld méaralla
(viime kédessd) rationaalisia laskuoperaatioita tai vertailuja. Téllaista lukujonoa
voi kutsua vaikkapa ennustettavaksi. Esimerkiksi Lukujen 1.4 — 1.9 esimerkki-
jonot, tai yleisemmin kaikki ’ennustettavasti méaritellyt’ yksittéaiset lukujonot,
ovat téllaisia. Lisdoletuksen ollessa voimassa voidaan todistuksissa esitettyja aja-
tuskonstruktioita seurata my6s laskennallisesti. Lauseen I.10.8 tapauksessa tdméa
tapahtuu esim. hakemalla kdypéé e arvoa jonosta {e, = 107", n=1,2,...}.
Liséoletuksen perusteella voidaan millad tahansa kiintedlla n € N ratkaista aa-
relliselld laskutyolld, onko € = ¢, kilypa valinta. Ellei ole, asetetaan n < n + 1,
ja jatketaan laskemista. Ennustettavuusoletuksen perusteella laskun tiedetddn
paattyvan johonkin indeksiin, vaikkei etukéiteen tiedetéd, mihin.
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10.

HARJOITUSTEHTAVIA

. a) Todista Lause 1.10.3.

b) Todista Lauseen 1.10.4 viittdmat koskien lukujonoja {a, +b,} ja {\a,}.
c¢) Todista Lauseen 1.10.4 vaittdmé koskien lukujonoa {a,b,}.

d) Todista: Jos {a,} on Cauchy ja |a,| > & > 0 Vn, niin {a,'} on Cauchy.
e¢) Todista Lauseen 1.10.4 véittamé koskien lukujonoa {a,/b,}.

. Olkoon {ay, k = 0,1,...} lukujono ja b, = > ;2 %ay, n = 0,1,...

Néyté, etta jos {ax} on rajoitettu, niin {b,} on Cauchy.

Olkoon {a,} rationaalilukujono. Nayté todeksi tai epatodeksi:
a) a3 -4 = {a,} on Cauchy, b) a®—3 = {a,} on Cauchy.

Jos {by} on jonon {a,, n = 1,2,...} suppeneva osajono, niin mitkd ovat
mahdolliset osajonon raja-arvot seuraavissa tapauksissa?

1" 3 —1) -1 3
g a EDT e (1)
@ (24 (I
. a) Olkoon luvun 1/7 n:s desimaali = a, ja luvun 1/17 n:s desimaali

= b, . Maéritad lukujonon {a, + b,} suppenevien osajonojen mahdolliset
raja-arvot. b) Olkoon d,, = tunnetun jaksottoman desimaaliluvun 7= =
3.14159628.. n:s desimaali. Esitd kymmenen lukujonoa, joista vdahintdén
kaksi on jonon {d,} suppenevia osajonoja. Perustele!

a) Nayta Lause 1.10.7 péteviksi myos, kun a = oo, b) Néyté, ettd luku-
jono ei ole rajoitettu tdsmélleen kun jonolla on osajono, joka on aidosti
monotoninen ja joko rajatta kasvava tai rajatta viheneva.

(*) Todista: Jos {a,} ja {b,} ovat rajoitettuja lukujonoja, niin on olemassa
aidosti kasvava indeksijono {n;} siten, ettd jonot {a, , k = 1,2,...} ja
{bn,, k=1,2,...} ovat molemmat suppenevia.

(*) Kéyttden Cauchyn jonoihin perustuvaa reaaliluvun maéritelmad nayta,
ettd (R, 4+, -, <) on jérjestetty kunta.

(*) Satunnaislukujono on rationaalilukujono {a,, n =1,2,...}, jolle pétee
0 <a, <1Vn jajolla on ominaisuus: Jos 0 < x < y < 1 ja V,, = niiden
indeksien k& € N lukumééra, joille patee k < n ja z < a;, <y (n € N), niin
lim, N,,/n = y — x. Bolzanon-Weierstrassin lauseen mukaan jonolla {a,}
on suppeneva osajono. Naytd, ettd patee vahvempi tulos: Jos 0 < x < 1,
niin 16ytyy osajono, jonka raja-arvo = x.

(*) Néayté, ettd jokaisella reaalilukujonolla on monotoninen osajono.
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I.11 Reaalilukujen ominaisuuksia

Tassa luvussa esitellddn erdita reaalilukujoukkoihin liittyvid matemaattisen ana-
lyysin peruskésitteitd. Samalla tuodaan esiin my0s reaalilukujen yleisid ominai-
suuksia, vaihtoehtoisia méaritelmié ja luokittelutapoja.

Supremum ja infimum

MAARITELMA [.11.1 Luku a € R on joukon A C R pienin yldraja eli supremum,
jos pétee

(1) z<a VzeA
(2) b<a = dreA(z>0h).

Merkitadn a = sup A.

Maééritelméssé ehto (1) merkitsee, ettd a on joukon A yldraja, ja ehto (2) kertoo,
ettd jos b < a, niin b ei ole ylaraja. Ehdot merkitsevat siis yhdessa, ettd a on
ylarajoista pienin mahdollinen. Jotta téllainen pienin yldaraja voisi olla olemassa,
on joukon A oltava ainakin ylhddltd rajoitettu (ehto (1) voimassa jollakin a € R)
ja ei-tyhjé (ehto (2) voimassa jollakin a € R). Sikéli kuin sup A on olemassa, on
madritelmésta varsin ilmeisté, etté se on yksikésitteinen. Jos a = sup A jaa € A,
niin sanotaan, ettd a on A:n maksimi (= suurin luku).

Jos Madritelméssa 1.11.1 vaihdetaan epayhtaloiden suunnat, tulee maaritellyksi
joukon A suurin alaraja eli infimum, jota merkitdan inf A. Infimum voi olla ole-
massa vain, jos A on ei-tyhja ja alhaalta rajoitettu, eli jos jollakin a € R pétee
r>a VYre A Josa=inf Ajaa € A, niin a on A:n minimi (= pienin luku).

ESIMERKKI 1 Jos A = {z € R | z < 1}, niin Mééritelmén [.11.1 mukaan
sup A = 1. Koska 1 € A, niin kyseessd on myos A:n maksimi. Koska A ei ole
alhaalta rajoitettu, ei lukua inf A ole olemassa.

ESIMERKKI 2 Reaalilukujoukolla A = {z € R | 2% < 2} ja rationaalilukujou-
kolla B = {z € Q | 2 < 2} on kummallakin sama pienin yliraja ja suurin
alaraja: sup A =sup B = v/2 ja inf A = inf B = —/2. Maksimia tai minimis ei
kummallakaan joukolla ole. [

Esimerkin 2 mukaan rajoitetun rationaalilukujoukon pienin ylédraja tai suurin
alaraja ei valttaméttd ole rationaalinen. Vastaava ilmio on entuudestaan tut-
tu lukujonoista: Rationaalilukujonon raja-arvo ei vilttamétta ole rationaalinen.

106



Pitkédranta: Calculus Fennicus [.11. Reaalilukujen ominaisuuksia

Lukujonoista tiedetddn myos, etta kasvavalle ja rajoitetulle rationaalilukujonolle
on aina konstruoitavissa raja-arvo reaalilukuna (eli ddrettéménd desimaaliluku-
na, ks. Lauseen 1.8.3 todistuskonstruktio). Vastaavalla tavalla on jokaiselle ei-
tyhjalle ja ylhaalta rajoitetulle reaalilukujoukolle konstruoitavissa pienin ylaraja
reaalilukuna.

*LAUSE 1.11.2 (Supremum-—lause) Jokaisella ei-tyhjélla, ylhaalta rajoitetulla
reaalilukujoukolla on supremum.

Todistus Tarkastellaan oletukset tayttdavaa joukkoa A C R. Koska A on ei-tyhja,
on olemasssa ¢; € R siten, ettd x > ¢; jollakin x € A, ts. ¢; ei ole A:n yldraja.
Koska A on ylhadlta rajoitettu, niin A:lla on ylaraja co = ¢; + L € R. Yleisyytta
rajoittamatta voidaan edelleen olettaa, etté c; ja co ovat rationaalilukuja, tai jopa
kokonaislukuja. Konstruoidaan nyt kasvava rationaalilukujono {a,} ja vihenevi
rationaalilukujono {b,} puolituskonstruktiolla seuraavasti:

1. Asetetaan ag = ¢y, by = co jan = 1.

2. Asetetaan ¢ = (¢; + ¢2)/2. Jos ¢ on A:n yldraja, niin asetetaan c; = c,
muussa tapauksessa asetetaan ¢; = c.

3. Asetetaan a, = c1, b, = c».

4. Lisataéan indeksin n arvoa yhdella (n <— n + 1) ja siirrytdén kohtaan 2.

Konstruktion mukaisesti jono {a,} on kasvava ja rajoitettu ja jono {b,} on vihe-
nevé ja rajoitettu, ja lisdksi b, — a, = 27™L. Siis {a,} ja {b,} suppenevat kohti
yhteista raja arvoa: a, — a ja b, — a jollakin a € R. Konstruktion perusteella
jokainen b,, on A:n yldraja ja mikédén a, ei ole A:n yldraja, joten ilmeinen kandi-
daatti A:n pienimmaéksi yldrajaksi on yhteinen raja-arvo a. Ensinnékin tamé on
A:n yléraja, silla jos x € A, niin = < b, ¥n (koska jokainen b, oli yldraja), jolloin
seuraa x < lim, b, = a (Propositio 1.7.4 (V1)). Siis patee x € A = z<a,elia
on A:n ylaraja.

Vield on naytettava, ettd a on ylarajoista pienin, joten olkoon b < a. Talloin
koska a,, — a ja a > b, niin jollakin n on a,, > b. Silloin b ei voi olla A:n yldraja,
koska edes a,, ei ole. Siis mikddn lukua a pienempi luku ei ole A:n ylaraja, eli
a=supA. O

Jos A on ei-tyhjd, alhaalta rajoitettu reaalilukujoukko, niin on ilmeisté, etta
B = {—z | x € A} on ylhdalta rajoitettu ja ettd inf A = —sup B. Tésta ja
Lauseesta 1.11.2 seuraa valittomaésti, ettd jokaisella ei-tyhjalla, alhaalta rajoite-
tulla reaalilukujoukolla on infimum.
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Aksiomaattiset reaaliluvut

Edellisessa luvussa esitettyjd, desimaalilukuihin tai Cauchyn jonoihin perustuvia
reaaliluvun méaritelmid sanotaan konstruktiivisiksi. Konstruktiivisille méaéritel-
mille on tunnusomaista, ettd mitdan 'ulkopuolista maailmaa’ suhteessa rationaa-
lilukuihin ei oleteta. Péadtetdédn vain kutsua tietyn tyyppisid rationaalilukujen
jonoja reaaliluvuiksi, ja méaaritellddn ndiden lukujen véliset laskuoperaatiot se-
ké samastus- ja jarjestysrelaatiot palauttamalla kaikki operaatiot viime kiddessa
rationaalisiksi. Konstruktiivisen méarittelyn hyva puoli on, ettd se muistuttaa re-
aalilukujen todellista, laskennallista 'maérittelyd’ laskinten ja tietokoneiden avul-
la. Toisaalta kun reaaliluvuilla halutaan laskea symbolisesti, on reaaliluvut usein
helpompaa mieltdéd suoraan abstrakteina lukuina kuin konkreettisempien lukujen
jonoina (vrt. Esimerkki 5 Luvussa 1.9). Abstrakti ajattelu vieddén pisimmaélle re-
aalilukujen aksiomaattisessa méarittelyssa, jossa yksinkertaisesti sovitaan, etta
muitakin kuin rationaalilukuja on olemassa. Menettely on téalloin samankaltai-
nen kuin Luvun [.2 Esimerkissa 3, jossa luvun V2 ’olemassaoloon’ suhtauduttiin
sopimuskysymyksend. Kuten konstruktiivisia méaritelmid, myos aksiomaattisia
lahestymistapoja reaalilukuihin on monia samanarvoisia. Maaritelmien yhteise-
né lahtokohtana on oletus, ettd reaaliluvut muodostavat jarjestetyn kunnan, joka
on rationaalilukujen kunnan laajennus. Nama oletukset jattavat mahdollisuuden,
ettd R = Q, joten tarvitaan vield aksiooma, joka erottaa joukot toisistaan. Var-
sin usein kaytetty menettely on tehdé joko Lauseesta I1.11.2 tai Lauseesta [.10.5
aksiooma, eli asettaa jompi kumpi seuraavista.

(A) (Supremum-aksiooma) Jokaisella ylhdalté rajoitetulla reaalilukujoukolla
on pienin yliraja.’

(B) (Taydellisyysaksiooma) Jokainen reaalilukujen Cauchyn jono suppenee
kohti reaalilukua.

Reaalilukujen em. konstruktiivisessa maéarittelyssa nama ovat siis tosia vaittamia.
Aksioomina ne ovat myos keskenédén vaihdannaiset: Jos oletetaan (A), niin (B)
on tosi vaittama, ja painvastoin.

Kuten konstruktiivisessa, myos reaalilukujen aksiomaattisessa maérittelyssa ldh-
tokohtana ovat siis aluksi rationaaliluvut. Perustuen aksioomaan (A) tai (B),
rationaalilukujen joukko tdydennetddan liittamalla joukkoon joko ylhéalta rajoi-
tettujen rationaalilukujoukkojen pienimmét yldrajat tai rationaalisten Cauchyn

fSupremum-aksioomaan tai supremum-lauseeseen liittyen reaaliluvut voidaan mééritelld
myo6s ylhaaltd rajoitettuina rationaalilukujen joukkoina. Tadmén nk. Dedekindin leikkauksiin
nojaavan konstruktiivisen mééaritelmén esitti saksalainen matemaatikko Richard Dedekind
(1831-1916). Dedekindin méiritelmé on ollut aikanaan suosittu opetuksessakin.
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jonojen raja-arvot, jotka siis oletetun aksiooman mukaan ovat olemassa reaalilu-
kuina. Koska tdydentdminen on taka-ajatuksena myos konstruktiivisessa maarit-
telyssé, niin tata on tapana kutsua taydennyskonstruktioksi. Rationaaliluvut voi
siis tdydentaa reaaliluvuiksi joko konstruktiivisesti 'rakentamalla’ tai aksiomaat-
tisesti 'olettamalla’.

R on ylinumeroituva

Jos a,b € R ja a < b, niin on helposti ndhtavissa, etta lukujen a, b viliin voidaan
aina sijoittaa rationaaliluku, ts. l0ytyy = € Q jolle pitee a < x < b. Saman-
tien lukuja 16ytyy ddreton (numeroituva) mééré, eikd konstruktiossa itse asiassa
edes tarvita koko joukkoa Q, vaan esim. aérelliset desimaaliluvut (tai dérelliset
binaariluvut) riittdvét (Harj.teht.4). Tuloksen perusteella sanotaan, ettd Q (tai
mainitun tyyppinen Q:n osajoukko) on R:ssé tihed (engl. dense). Tésta tuloksesta
huolimatta on R joukkoa @Q mahtavampi, silld péatee (vrt. Luku 1.4)

LAUSE [.11.3 R on ylinumeroituva joukko.

Todistus Olkoon {z(™} jono reaalilukuja, joille pitee 0 < 2™ < 1 Vn. Kirjoite-
taan jonon termit ddrettominé desimaalilukuina :

2V =0.4dMaValV .
2@ =04dPdPd? ..
2@ =04dPdPdP ..

Maaritelladn sitten dareton desimaaliluku y = 0.d;ds ... valitsemalla
d,e{1,...8}, d,#d"™, n=12,...

Talloin 0 < y < 1 ja y ei ole dérellinen desimaaliluku, joten y ei samastu
mihinkddn muuhun, merkkijonona vahankadn erilaiseen desimaalilukuun. Kon-
struktiosta seuraa tilloin, ettd y # (™ Vn. Paitelladn, ettd mikidn lukujoukon
A={z € R |0 < x < 1} numerointiyritys ei kata kaikkia joukon A lukuja,
joten edes A ei ole numeroituva. [

Olkoon a,b e R;a<bjaB={z€R|a<z<b}. Koska
B={z=a+0b—-a)t|teR 0<t<1},

niin Lauseen 1.11.3 todistuksesta voidaan padtelld, ettd B on ylinumeroituva.
Toisin sanoen: kahden eri suuren reaaliluvun véliin mahtuu aina ylinumeroituva
méaara reaalilukuja.
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Avoin ja suljettu vali

Joukko A C R on wali (engl. interval), jos A:ssa on enemmén kuin yksi alkio ja
pitee z,y € A & x <z <y = z € A. Vilivoiolla joko ddrellinen, eli joukkona
ylhaalta ja alhaalta rajoitettu, tai ddreton (ylhéalta ja/tai alhaalta rajoittama-
ton). Adrellisen vilin paityypit ovat avoin ja suljettu vili, joiden merkinnit ja
madritelmat ovat:

Avoin vali: (a,b) = {z€eR|a<z<b}.
Suljettu vili: [a,b0] = {zeR|a<z<b}.

Téssd a = inf A ja ja b = sup A ovat valin pddtepisteet (a,b € R, a < b).
Avoimen vilin vaihtoehtoinen merkintétapa on |a, b[. Vili voi my6s olla muotoa
(a,b] tai [a,b) (vaihtoehtoiset merkinnét |a,b] ja [a,b]), jolloin sanotaan, etté
vali on puoliavoin — maéaaritelméat ovat ilmeiset. Muita kuin valin péatepisteita
sanotaan véalin sisdpisteiksi. Avoimen valin kaikki pisteet ovat siis sisépisteita.
Suljettu véli on aina adérellinen. Muun tyyppiset vélit voivat olla myos dérettomia,
jolloin péaatepisteen puuttuminen merkitdan symbolilla +o00:

(a,00) = {zeR|x>a},
(—o0,b] = {zeR|x<b},

(—00,00) = R.
Mainittakoon téassé yhteydessd myos yleisesti kiytetyt merkinnét

(0,00) = R, (positiiviset reaaliluvut, 'R plus’),

(—00,0) = R_ (negatiiviset reaaliluvut, 'R miinus’) .

Suljettujen vilien [a,, b,], n = 1,2, ... muodostamaa jonoa sanotaan sisdikkdiseksi
(engl. nested = ’pesitetty’), jos [an,bn] D [@nt1,bnt1] Vn. Téllaiseen jonoon
liittyen reaaliluvuilla on seuraava hauska ominaisuus:

(C) Jos {[an,bn], n = 1,2,...} on jono sisdkkiisia suljettuja vileja ja patee
b, — a, — 0, niin on olemassa yksikasitteinen reaaliluku x siten, ettd x €
[an, b,] Yn € N.

Reaalilukujen konstruktiivisen méaéarittelyn perusteella (C) on tosi vdittdma, silla
x méaaraytyy jonojen {a,} (kasvava ja rajoitettu) ja {b,} (vdhenevd ja rajoi-
tettu) yhteisend raja-arvona. Reaalilukujen aksiomaattisessa méérittelyssa tdmé
tulos voidaan myos ottaa perusaksioomaksi (olettaen a,,b, € Q), jolloin edelld
mainituista aksioomista (A), (B) tulee tosia vaittdmia.
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JoszeRjadeR, §>0,niin x:n )-ympdristd maadritellidn avoimena valind
Us(z) = (x—9d,z+90).

Termit 'padtepiste’ ja 'ymparisto’ viittaavat ajatukseen, ettd reaaliluku on myos
miellettavissa 'pisteeksi’ jossakin 'paikassa’. Tama ajatus ei ole peréisin algebras-
ta vaan geometriasta, toisesta matemaattisen ajattelun suuresta péadhaarasta.
Geometrian perusteita késitellidn ldhemmin Luvussa II.

Algebralliset ja transkendenttiset luvut

Maaritelménsa perusteella reaaliluvut jakautuvat luonnostaan rationaalisiin ja
ei-rationaalisiin eli irrationaalisiin lukuihin. Toinen, myos yleisesti kiytetty luo-
kittelutapa on jakaa reaaliluvut algebrallisiin ja ei-algebrallisiin eli transkendent-
tistin lukuihin. Lukua z € R sanotaan algebralliseksi, jos se toteuttaa yhtalon

muotoa
n
E apzt = 0,
k=0

missd n € N jaap € Z, k = 0,1,...,n. Luku on siis algebrallinen, jos se on
jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin nollakohta.

ESIMERKKI 3 Juuriluvut ja niiden erikoistapauksena rationaaliluvut toteuttavat
yhtélon muotoa pxr™ — ¢ = 0, missd m € N ja p,q € 7Z, joten téllaiset luvut ovat
algebrallisia. [J

Jos algebrallisten lukujen joukkoa merkitdan symbolilla A, niin esimerkin perus-

teella on siis
Q c A cCcR.

Kuten Q, my6s A on osoitettavissa numeroituvaksi joukoksi, joten reaalilukujen
‘enemmistd’ on transkendenttisia.f

fMatematiikan lajia, joka tutkii lukujen, kuten reaalilukujen tai luonnollisten lukujen, omi-
naisuuksia mm. erilaisten luokittelujen ndkékulmasta, sanotaan lukuteoriaksi. Lukuteorian tun-
nettuja tuloksia on esimerkiksi, ettd Neperin luku e on transkendenttinen (Charles Hermite,
1873), samoin luku 7 (Ferdinand von Lindemann, 1882). Molempien lukujen irrationaali-
suus osoitettiin jo 1700-luvulla. Sen sijaan niinkd&n yksinkertaisia véittdmia kuin

P1: Luku e+ 7 ei ole rationaaliluku.
P2: Luku er el ole rationaaliluku.

ei ole vield tata kirjoitettaessa (2015) pystytty osoittamaan tosiksi (saati epétosiksi). — Luku-
teoria on tunnettu monista helposti muotoiltavissa olevista, mutta usein vaikeasti ratkaistavista
matemaattisista pahkindistaan.
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HARJOITUSTEHTAVIA

. Méarita seuraavien joukkojen supremum, infimum, maksimi ja minimi, si-

kali kuin olemassa :

a) {reR|(z+1)(z—2)(x+4) >0} b) {zeR]||z|+]|z+2] <5}
c) {r e R |z||lz+ 2| <5} d) {n/(n+1)|neN}

e) {(2—-3n)/(5+n)|neN} f) {n327"|n e N}

. a) Millaisille ei-tyhjille joukoille A C R pétee inf A =sup A?

c) Olkoon A C R ylhdalta rajoitettu joukko ja a = sup A. Néyté, etté
jokaisella € > 0 on olemassa = € A siten, ettd x > a — ¢.

c) Nayté, ettd jos A, B C R ovat molemmat ylh&éltd (alhaalta) rajoitettuja
ja A C B, niin sup A < sup B (inf A > inf B).

Olkoon a) A= {z € R|2® <200}, b) A= {xr € R|2® < —400}. Seu-
raa Lauseen [.11.2 todistuskonstruktiota algoritmina indeksiin n = 3 asti
valitsemalla cy:n ja c¢i:n alkuarvot siten, ettd algoritmin tuottamille luku-
jonoille patee: a) {a,} = a, b) {b,} = a, missi a = sup A Aérettomani
binaarilukuna.

Olkoon a,b € R ja a < b. Naytd, ettd on olemassa ddrettomén monta eri
suurta adrellistd desimaalilukua x, joille patee a < x < b.

Madrita kaikki valit, joilla on ominaisuus: Vilin paatepisteet — sikéli kuin
niitd on — sisdltyvat joukkoon {—1,2}.

Anna seuraaville joukoille yksinkertaisempi mééritelmé véleind, eli muo-

dossa (a,b), [a,b], (a,b] tai [a,b).

0 UG ) 0 NG )

n=1 n=1
1 n 1 n41
il d il
°) ﬂ{?m’n—i—l] )H{?m’ n }

Néytéd: a) Jos z on irrationaalinen, niin samoin on y = (3 + x)/(z — 2).
b) Jos & # 0 on algebrallinen luku, niin samoin on z7t. ¢) Jos z > 0
on algebrallinen luku, niin samoin on {/x Vm € N, m > 2. d) Jokainen
rationaalikertoimisen polynomin nollakohta on algebrallinen luku.

(*) Olkoon { [an,b,], n=1,2,...} jono suljettuja vileja. Nayta, ettda A =
N, [an, by] on joko tyhjéd joukko, siséltdd tdsmélleen yhden alkion, tai on
suljettu véli.
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I.12 Klassinen sarjaoppi. Potenssisarja

Kerrattakoon aiemmista luvuista, ettd merkinnalla

Zak = a;+ay+az+...
k=1

tarkoitetaan joko sarjaa, eli lukujonoa {aj, a; + as, ...} = {s1, 59, ...}, tai si-
kili kuin {s,} suppenee (kohti reaalilukua), myds sarjan summaa eli raja-arvoa
s = lim,, s,. Kerrattakoon my®és, etta lukuja aj sanotaan sarjan termeiksi ja luku-
jonon {s,} termeji sarjan osasummiksi. Sarjoilla on paljon kiyttod sovelluksissa
ja myOs matemaattisessa ajattelussa. Téssé luvussa tarkastellaan sarjojen sup-
penevuusteoriaa aiempaa yleisemmaltd kannalta sekd tutkitaan erditd sarjojen
tavallisia erikoistyyppejé. Sarjan termit a; oletetaan jatkossa reaaliluvuiksi.

Positiiviterminen sarja

Suppenemisteorian kannalta ’ystavéllismielisin’, sarja on posititviterminen sarja
> & @k, jonka termit ovat positiiviset, tai yleisemmin ei-negatiiviset: a; > 0 Vk.
Esimerkkeja on tarkasteltu jo Luvussa [.8. Positiivitermisen sarjan osasummien
jono on kasvava, joten sarja suppenee tdsmélleen kun ko. lukujono on rajoitettu
(Lause 1.8.3). Suppenemistarkastelua voidaan usein helpottaa edelleen vertaa-
malla sarjan termeja yksinkertaisempaan sarjaan, joka jo tiedetdédn suppenevaksi
tai hajaantuvaksi. Seuraavat vertailuperiaatteet ovat hyodyllisia.

LAUSE 1.12.1 Jos 0 < a; < b, Vk, niin pétee

Majoranttiperiaate: Z bi suppenee = Z aj suppenee
k k

Minoranttiperiaate: Zak hajaantuu = Z bi. hajaantuu
k k

Todistus Jos sarjojen >, aj ja >, by osasummien jonot ovat vastaavasti {s,} ja
{t,}, niin oletuksen perusteella on s,, < t, ¥n. Majoranttiperiaate seuraa t&lloin
paattelylla

{t.} suppenee = {t,} rajoitettu = {s,} rajoitettu = {s,} suppenee.

Minoranttiperiaate seuraa vastaavalla paattelylla — tai vain toteamalla vertailu-
periaatteet loogisesti yhtépitéviksi (vrt. Luku 1.3). [
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ESIMERKKI 1 Suppeneeko vai hajaantuuko sarja

i(mz&)? — 2k +50
~ 7 5 7
k=1 k=0 k241
Ratkaisu a) Koska

(k + 3)? 1 6 9 16
0<ak:T:ﬁ+ﬁ+y§ﬁ, kZl,
ja koska vertailusarja > .-