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Klassinen ekvipartitioteoreema

Partitiofunktiosta

Termodynaamisten ominaisuuksien maarittaminen
Yksinkertaisten mallisysteemien tarkastelua
Ideaalikaasun tilatiheys

Yksihiukkaspatrtitiofunktio Z,

Monen hiukkasen partitiofunktio Z,



1. Osaat selittda systeemin partitiofunktion ja termodynaamisten
ominaisuuksien valisen yhteyden (statistisen fysiikan perusperiaate)
seka maarittda yksinkertaisen systeemin termodynaamisia
ominaisuuksia partitiofunktion avulla.

2. Osaat perusteista lahtien johtaa klassisen ideaalikaasun
partitiofunktion (hiukkanen laatikossa — yksihiukkaspartitiofunktio —
monihiukkaspartitiofunktio) seka perustella sen patevyysalueen.

3. Osaat ideaalikaasun monihiukkaspartitiofunktion avulla johtaa kaasun
termodynaamisia ominaisuuksia (esim. U, C,, S, F, G, p, jne.)
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Klassinen ekvipartitioteoreema




. . 9 |
Energiatermi muotoa E = ax X jatkuva

exp ( EB”’;) dx

[ exp ( M’;) dx

Todennakoisyys (X, x+dx) P(x)dx =

Odotusarvo
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Esimerkki: molekyyien translaatio

1 1 1 1
o) E = §mvz = §mfuf: + §mv§ + §mv§
y | 3
E = . —k T — —k T
\E) (2 b ) 2"

Yksiatomisen ideaalikaasun sisaenergia

3
U= N(E)'= SNksT
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Esimerkki: molekyylien rotaatio

1 3

Diatominen molekyyli

L L 1 1
. 2 — —Ilw% + —Igw%

E.o=—L 4y =2 _
rot 25_¥2h 2 2

1
(Frot) = 2 (§kBT) = kpT
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Esimerkki: molekyylien varahtely
(vibraatio)

Diatominen molekyyli
r . 2, | - -
Ein = §M(T‘1 —7) + §k (Fy — 7)°

(Evin) = kgT

U= N{(Ey) = LNkgT



Kokeellisia arvoja (T = 15°C)*

Ominaislamp6

(kd/kg-K)

Kaasu c’, (o
He 3,14 4,81
Ne 0,62 1,03
N, 0,74 1,04
o, 0,65 0,91
CO, 0,64 0,83
H,O 1,46 2,02
(100°C)

Molaarinen
ominaislampd
(J/mol-K)

c, Cp
12,47 20,80
12,47 20,80
20,76 29,09
21,06 29,43
28,46 36,96
25,95 34,32

C

(J/mol-K)

8,33
8,33
8,33
8,37
8,50
8,37

_CV

3/2R=12,47 I mol't K1

5/2 R =20,79 J moll K1

7/2 R =29,10 J mol* K-t

A!
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Lampotilariippuvuus
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Figure 21.7 The molar specific heat of hydrogen as a function of temperature. The horizontal
scale is logarithmic. Note that hydrogen liquefies at 20 K.
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Esimerkki: kiintea aine

Molaarinen ominaislampo

cy = 3Npkg = 3R

102

—
2
|

—

(=)
o
T

Diamond

Specific Heat (J/mol K)
3 3
N ey

Energia atomia kohti

!

(E) = 3kpT

=
IS

10 100 1000
T(K)
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Partitiofunktiosta




Perusajatus

Statistisen fysiikan mukainen fysikaalisen
systeemin tarkastelu voidaan karkeasti
ottaen jakaa kahteen osaan:

1) Maarita systeemin partitiofunktio Z.

2) Kayta statistisen fysiikan /ja/tai
termodynamiikan teoriaa ja maarita
Z:n avulla systeemin halutut
ominaisuudet.

Tassa kohta (1) saattaa kaytannossa olla
se vaikeampi osuus. Se voi sisaltad mm.
systeemin Schrodingerin yhtalon
ratkaisemisen (— energiatilat), joka
yleisesti ottaen on jo erittdin vaikeaa.

Talla kurssilla me onneksi tarkastelemme
systeemejq, joiden energiatilat on helppo
maarittaa, joten meidan osaksemme jaa
kohdan (2) harjoittelu.

Seuraavassa kaikki tehdaan kanonisen partitiofunktion tapauksessa

(NVT-systeemi)



Kanoninen partitiofunktio

Kanoninen partitiofunktio, jossa summa kay 7 — E—,Sa?; B = L
lapi kaikki systeemin mahdolliset energiatilat Z kg1’
7
1) Tarkastele miten partitiofunktio Z muuttuu, jos siirramme £ — g:: +C

energiatasoja jollain vakiotekijalla C (eli muutamme energian
nollakohtaa)

2) Enta miten kay funktion In Z tapauksessa?

3) Miten olettaisit energiatasojen muutoksen vaikuttaavan systeemin
fysikaalisiin ominaisuuksiin?
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1) Energiatilojen siirto vakiotekijalla muttaa partitiofunktiota kertoimella,

joka vakiolampadtilassa on vakio /
e - — 3 - E,r.
Z:§ :E_ B! C) — o 3C 2 :E Be!

1

7

2) Partitiofunkton logaritmi puolestaan muuttuu additiivisella tekijalla

In/Z = —BC -+ In Z E—.-"-'??f':;_

i

3) Partitiofunktio siséltda tiedon systeemin eri tilojen suhteellisista tilastollisista

painoista. Talléin vakiokerroin tilasumman Z edessa ei muuta partitiofunktion syvinta

olemusta mitenkdan. Energian arvot toki muuttuvat, mutta fysikaalisesti ainoastaan eri

tilojen energioiden (ja esim. entropian arvojen) eroilla on valia. Sen sijaan meidan tulee

pitdad huolta, etta tallaiset partitiofunktion muutokset eivat vaikuta systeemin mitattaviin
+ omainisuuksiin. Jos nain on, olemme hakoteilla!



Oletetaan diskreetti jakauma systeemin tiloille (kvanttimekaniikan perusteella
tama on hyvin perusteltua).

Todenn&kaoisyys sille, etta systeemi on tilalla, jonka energia on &,

“~ _.l'..;gfi.-
_ € jossa energiatilat ovat
- Z e~ e jarjestetty niin, etta

F,

(%)
A
(%)
| —
VA
)
]
VA

Tama on siis yhden tietyn tilan todenndkdisyys.

Mikali systeemilla on useampi tila, joilla on sama energia (tdssa ¢,), voidaan
todennadkdisyys sille, ettd systeemin energialla on tama arvo kirjoittaa muodossa

—fBe,

P(E = <) g(er)e

— Z — (€. Tata kutsutaan tilojen degeneraatioksi.
e PEl ) :
t Kokonaisluku g(¢,), degeneraatioluku,
iImoittaa sen kuinka monen systeemin
tilan energia on ¢,.
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Esimerkki 1 P(E—g?.)zg(“,

Oletetaan, etta systeemilla on vain kaksi mahdollista energian arvoa, &, ja &;

Lisaksi tiedamme, etta korkeampaa energiaa vastaava tila on kolminkertaisesti
degeneroitunut, g(g;) = 3 (kts. kuva ylla).

Maaritd 1) systeemin partitiofunktio seka 2) todennakaisyys sille, ettd systeemin energia
on arvoltaan &;
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Esimerkki 1 P(E =¢,) =

g(e,)e

—_

_IC'T‘

> e’

=1

1) Partitiofunktio 7 — Zg(gi)e—ﬁai — P50 4 304
i

tai vaihtoehtoisesti

_ —3As _ _
esim. — 1+ 3e jossa Ag =g — gy
3e~0As
2) Todennakoisyys sille, ettd E = ¢, P(E =¢&) =
( ) 1 4+ 3e—PAs
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£9 g(gg) = 2 Téssa vield toinen
yksinkertainen esimerkki
_9 kolmen mahdollisen
1) = energian ja tiettyjen
degeneraatiolukujen
€0 g(g[}) — 1 systeemille.

Partitiofunktio on nyt ~ J = e P04 21 1 972
Todennakoisyys esim. sille, etta systeemi 2e P52
energia vastaa sen korkeinta arvoa €, on P(E — 52) — = =~

Yleisesti ottaen fysikaalisten systeemien alhaisimman energian tila,

perustila, ei ole degeneroitunut. Eli g(g,) = 1. Tasta kuitenkin 16ytyy

A' Aalto University harvinaisia poikkeuksia, joihin emme tassd mene sen syvemmalle.
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Mikali tarkastelemme diskreetin jakauman sijaan jatkumoa, voimme Kirjoittaa
todennéakdoisyyden sille, ettd systeemin energia on jollain valilla (g, g +deg)

qg(g,)e erde
P(e,)de = == —
Iy g(e)e=rede

Tassa g(¢) ei ole degeneraatioluku, vaan tilatiheys. (Tiedan, tiedan, sama notaatio.
Tama on valitettavasti yleinen kaytanto kirjallisuudessa, johon nyt valmistelen teita.)

On siis syyta pitdd mielessa onko meilla diskreetti jakauma ja g(¢) degeneraatioluku vai
jatkumo ja g(¢) tilatiheys.
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Jatkumo

Tilatiheyden idea on yksinkertainen. Systeemin tilojen lukumaara jollain valilla (g, € +d¢)
on tilatiheyden avulla kirjoitettuna

g(ei)de = dN (&)
N

Lukumaarafunktio,
hiukkasten lukumaéara
energianfunktiona

Ja talloin tilatiheys voidaan kirjoittaa lukuméaarafunktion derivaattana

Tilatiheys tulee meille

konkreettisemmin tutuksi mm.

luvun 21 ja my6hemmin

A' Aalto University _ kvanttikaasujen tapauksessa.
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Esimerkki: kaksitilasysteemi

Kaydaan viela lapi kaksi keskeista esimerkkia g1 = é
oppikirjasta. Ensimmainen on kaksitilasysteemi, 2
joka voisi olla esim. jokin spin-systeemi E A
ulkoisessa magneettikentassa. g0 = — —
-2

Kirjoita télle systeemille kanoninen
partitiofunktio. Voit sieventaa saamaasi
lauseketta vield hyperbolista kosinia
hyodyntaen,

1
= Z e P = e3P 4 ¢73P0 = 9cosh (5,6’&)

Jalleen, siirtamalla energian nollakohtaa, &g = 0 £1 = A

Z =140
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Esimerkki: harmoninen varahtelija

Kvanttimekaanisen harmonisen varahtelijan energiatilat
(ei ylhaalta rajoitettu!)

1
Eﬁw(§+n) n=0,1.2... £

Maarita harmonisen varahtelijan partitiofunktio.
Hyodyntamalla geometrisen sarjan ominaisuutta

— 1
E x”’zl |z < 1
- —

saat partitiofunktion erittain kompaktiin ja hyddylliseen muotoon.
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Esimerkki: harmoninen varahtelija

E = hw (%4—;@) . n=20,1,2,...
E
OO
7 ZE—;EEI- _ Z E—ﬁ(%-l—n)ﬁw
7 0

N W =



Tilansuureliden laskeminen




Aloitetaan eraasta keskeisimmasta tilansuureesta, sisaenergiasta. Yhteys
termodynaamisen sisaenergian ja systeemin mikrotilojen valilla ol

U=(E)=) PE, P, = —e PE Z=> e’h

Eli sisdenergia on siis systeemin keskimaarainen energia (ensemble-
keskiarvo ergodien hypoteesin ollessa voimassa).

Olennainen pointti on nyt tama: partitiofunktion termien eksponentiaalinen
riippuvuus tilansuureista (tdssa kanonisen partitiofunktion tapauksessa
energia ja lampdtila) antaa sille hyvin katevid ominaisuuksia tilansuureiden
suhteen tapahtuvien derivaattojen suhteen.
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Sisaenergia U

U= (L) = ZPiEi P, = %E_'SE?: 4 = ZE_'SEE

1) Kirjoita sisaenergian lauseke (ylla vasemmalla) sijoittamalla siihen
kanonisen jakauman mukaiset todennakoisyydet (ylla keskella)

2) Laskea partitiofunktion Z derivaatta lampdtilaparametrin 8 suhteen.

3) Vertaa kohdan (1) ja (2) tuloksia. Sisaenergian pystyy kirjoittamaan
suoraan partitiofunktioon nojaten — naetko sen?
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Sisaenergia U

Z 1 35 _4E.
U= <E> = PiEz' -Pi — —E_'SE“ — € GE;
. A .
1 1
1) Kirjoita sisdenergian lauseke (ylla vasemmalla) S Eefk
sijoittamalla siihen kanonisen jakauman mukaiset U= Y
todennakoisyydet (ylla keskelld) ;€ 7
y | . 07 _BE.
2) Laskea partitiofunktion Z derivaatta — E E.e Pk
lampotilaparametrin 8 suhteen. o3 _ !
' (
3) Vgr.t.aa kohdan (1) ja (2) tploksia. Z Eie_'SEi 1 /07
Sisaenergian pystyy kirjoittamaan [J] = ! — | —
suoraan partitiofunktioon nojaten: > e PLi Z \0p
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Sisaenergia U

A!

Saatu tulos voidaan kirjoittaa viela oln 72
elegantimpaan muotoon luonnollisen U=- 93

. . {
logaritmin avulla ,. V.N

Termi In Z toistuu muiden tilansuureiden laskuissa uudelleen ja uudelleen.
Tama oli siis seurausta partitiofunktion termien eksponentiaalisesta muodosta.

Huom!
ds 1
dl = | = | dT = — dT
" (dT) T
d d
= — = —kpT?—
dp BEoar
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Seuraavaksi termodynamiikan toinen suuri tilansuure, entropia. Lahtien
liikkeelle Gibbsin entropiayhtalosta

|
S=—kgY PP, P, = e "

Maaritd entropialle lauseke muiden tilansuureiden seka kanonisen
partitiofunktion Z funktiona.

Vinkki: aloita kirjoittamalla vaihtoehtoinen muoto tilojen todennakoisyyksien
logaritmille. Sijoita tama sitten entropian lausekkeeseen. Tunnista mahdolliset

tilansuureiden funktionaaliset muodot.
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Entropia S

Seuraavaksi termodynamiikan toinen suuri tilansuure, entropia. Lahtien
liikkeelle Gibbsin entropiayhtalosta

E—,:S’Ei

1
S=—kg) PnP Pi=—

Nytsis InFP;,=—08F, —InZ

= S=kg Y P(BEi+InZ)

Miten toimia naiden

— % Z PE-E?: 4+ kB InZ Z Pz' kahden summan

kanssa?
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Entropia S

S— %ZPiEiJrkBanZPi

%/_/ H_/

<E> — U =1 (vain summa yli kaikkien todennakdisyyksien)

Tallin siis entropia voidaan muodollisesti kirjoittaa

U
S:T—l—kBIHZ

Meille kuitenkin jaa tuo kummallinen viimeinen termi, In Z. Mika tuon termin
merkitys on?
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Helmholtzin funktio F

NVT-systeemille sopiva termodynaaminen potentiaali F=U-TS
oli Helmholtzin funktio

Toisaalta edellisen sivun tuloksen mukaisesti voimme TS =U + kBTan
Kirjoittaa

Talloin siis U-TS=—-kgTIhZ =F

Helmholtzin funktio voidaan siis kirjoittaa kanonisen partitiofunktion
avulla erittain elegantissa muodossa!

Taman lisaksi voimme muodollisesti kirjoittaa kanonisen partitiofunktion
muodossa

Z _ E—,@F
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Helmholtzin funktio F

Periaatteessa Helmholtzin funktio muodossa

F'=—kgl'lnZz

on kaikki mita tarvitsemme (tavallisten termodynaamisten relaatioiden lisaksi).

Tama johtuu siita, etta tuntemalla yhden termodynaamisen energiafunktion
(U, F, G, H jne.) voimme laskea muut halutut energiafunktiot - ja tata kautta
muita tilansuureita — tuntemalla tavallisimmat relaatiot tilansuureiden valilla.

Mita tama tarkoittaa? Esimerkiksi sisaenergian ja Helmholtzin funktion
tapauksessa

U_rars—r_71(2EY __pm(2 (L
oT )\ x oT\T) ),y

Tama on esimerkki nk. Gibbsin-Helmholtzin relaatioista (kts oppikirjan esimerkki 16.1).

Tuntemalla F:n funktionaalinen muoto voimme laskea U:n lausekkeen. Vastaavat relaatiot
voidaan muodostaa kaikkien termodynaamisten energiafunktioiden valille.




Lampokapasiteetti C,,

oUu 05
Lahtien liikkeelle maaritelméasta Cy = ( ) =T (—)
VN

madarita funktionaalinen muoto or V.N or
lampdbkapasiteetille

vakiotilavuudessa kanonisen

partitiofunktion avulla ilmaistuna.

Oikeanpuoleisen lausekkeen tapauksessa voit hyddyntaa termodynaamista
relaatiota entropian ja Helmholtzin funktion valilla

OF
S (ﬁ) V,N
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Lampdkapasiteetti C,, Cv = (g—?)v —T(g—?)v
OF d1n Z

Entropi S=—— — kgln Z + kg7’
ntropia (QT)KN gin Z + kp ( T )V:N

Josta derivoimalla lampdtilan suhteen

Oln Z OlnZ , (0*InZ
et (), bt (), ot ().,

OolnZ ?InZ
2 T
( aT ) VN " ( 8T2 ) V.N

Cy = kT

Ei valttamatta kaikkein
kaunein matemaattinen
muoto, mutta toisaalta
se on aarimmaisen
kayttokelpoinen, koska
tulos on yleinen.
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A

Nyt kun tunnemme lausekkeen Helmholtzin funktiolle, voidaan paine
laskea suoraan relaatiosta

OF OlnZ
p—— — T [ 22
P oV TN ’ oV T.N

Jalleen, tulos on yleinen. Huomaa, etta systeemin paineen maarittaa tassa vain
partitiofunktion tilavuusriippuvuus seka systeemin lampdatila.

Mutta mita oikein tarkoittaa partitiofunktion tilavuusriippuvuus? Mieti esimerkiksi
tapausta kvanttimekaanisia hiukkasia laatikossa (aarettomassa
potentiaalikuopassa), johon palaamme keskiviikkona ideaalikaasun tapauksessa.

Hiukkasten mahdolliset energiatilat ovat laatikon koon sdatelemia — hiukkasten
energiatilat - ja tdten Z — riippuvat laatikon tilavuudesta!
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Gibbsin funktiolla ei ole mitaan erityistd merkitysta NVT-systeemien
tapauksessa. Jos kuitenkin tunnemme kanonisen partitiofunktion ja
haluamme jostain syysta maarittaa lausekkeen Gibbsin funktiolle, onnistuu
tama helposti edellisten tulosten avulla

G=U-TS+pV =F+pV

Oln Z
—@TmZ+V@T( “:)
T.N

oV

Ja jalleen voimme muodostaa Gibbsin-Helmholtzin relaation G:n ja F:n valille

OF o (F
G=F+pV=F-V|=] =-V?
werv(gm), =@ (7)),




Harmoninen varahtelija




Harmoninen varahtelija

Fysiikan perusopinnoissa ei liene montaa kurssia, joilla ei kasitella
harmonista varahtelijaa jossain muodossa.

Pysahdy hetkeksi miettimaan mita keskeisia ominaisuuksia harmonisella
varahtelijalla on, mistd ndma seuraavat, ja mita esimerkkeja harmonisesta
varahtelijasta pystyt keksimaan.

Oikeasti. Pysahdy hetkeksi miettimaan.
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Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi 1D harmoninen varahtelija.
Harmonisen varahtelijan keskeinen ominaisuus on, etta kun systeemi
poikkeutetaan tasapainotilastaan x,, tasapainoon palauttava voima on
lineaarinen poikkeaman suhteen

F=—kr(xz — xp)
Avain tassa on lineaarinen vaste poikkeutukselle tasapainosta.

Tasté seuraa se, ettd systeemin tasapainotilasta poikkeuttamiseen liittyy
potentiaalienergian kasvu, joka on kvadraattinen poikkeaman suhteen

oo 2 dU
U = S (z — xo) F=——
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Fysiikka on taynna esimerkkeja systeemeista, joissa kyllin pienilla
poikkeutuksilla voiman vaste on lineaarinen tai — vastavuoroisesti —
potentiaalienergian kasvu on kvadraattinen.

Tallaisia ovat mm. jousien ja kiinteiden kappaleiden elastinen vaste (Hooken
laki), mutta myds atomien varahtely kiinteissa materiaaleissa hilapaikoillaan
tai osana kemiallista sidosta.

Edellisten esimerkkien tapauksessa kuvitellaan, etta meilla on tiedossa
atomien varahtelyyn liittyva potentiaalifunktio U(x), jonka voimme Kirjoittaa
tasapainoetaisyyden x, ymparistossa Taylorin sarjaksi,

: f dU 1 ) (U
U) = Ulo) + (x—0) (d) Falrmm) (d ) i

1 L (PU
—|\r —Ty) ; + ...
G( I Il}) ( dIT‘L} ) _—
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Harmoninen varahtelija

v v (57)_ g ()

1 L (AU
st (), *

Nollanen asteen termi: vakio, ei kilnnostava ja voidaan poistaa
sopivalla nollakohdan valinnalla.

Ensimmaisen asteen termi: nolla, koska tasapainoasemassa
potentiaalifunktion derivaatta on nolla (varahtelijdéan ei kohdistu voimaa)

Mikali poikkeama tasapainosta on puolestaan kyllin pieni voimme
approksimoida kolmannen ja korkeamman asteen termit nollaksi.

Meille jA& ainoastaan toisen asteen termi, eli nk. harmoninen termi.

Harmoninen varahtelija on erittain yleinen ja hyédyllinen approksimaatio, joka tulee vastaan

fysiikassa uudelleen ja uudelleen eri muodossa. Taten on nyt hyodyllista erityisesti
tarkastella harmonisen varahtelijdn termodynaamisia ominaisuuksia esimerkkitapauksena.




Harmoninen varahtelija

_1or
Aiemmin maaritimme kvanttimekaanisen 7 € E-SE“"

harmonisen varahtelijan kanonisen partitiofunktion T ] _ e Bhw

Maarita nyt harmonisen varahtelijan sisaenergia partitiofunktion avulla.

1 |
InZ = —<phw —In(1 - e~

dln Z 1 g~ Bhw
U=~ (T ) = 5 + e

1 1
— hw | =+ _

(2 efhw _ 1) Sulkujen ensimmainen termi on
tunnetusti nollapistevarahtelyn
energia. Mutta mita jalkimmainen
termi oikein kuvaa?
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Harmoninen varéhtelija U:m(1+ E )

Palautetaan mieleen 1 1
harmonisen varahtelijan F=hvl=4+n)] = <E> — hw | — + (?‘1>
energiaspektri, jossa n on 2 9
siis varahtelijan viritysluku. /‘
keskimaarainen

Yhdistamalla tulokset saamme lausekkeen keskimaaraiselle viritysluku
viritysluvulle

1

Erikoisen ndkodinen otus. Ja kylla, koska harmoninen varahtelija on niin keskeinen
systeemi monella fysiikan osa-alueella, tulemme palaamaan sek& harmonisten
varahtelijoiden keskimaaraisiin virityslukuihin, etta tuohon ylla olevaan lausekkeeseen
toisesta varsin erilaisesta suunnasta uudelleen taman kurssin aikana.
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Harmoninen varahtelija

: 4.0
4
3
E < ool
9 2
T
I 0 "0 2 4 6 8 10
kpT/hw
10
1.0 -
3
= 5L 9
— =<
~ 50.5 -

Oppikirjan esimerkissa 20.3 kasitelladn harmonisen varahtelijan entropiaa ja ominaislampoéa
C,. Kay nama viela lapi. Tarkastelemme naita viela taman viikon laskuharjoituksissa lisaa.




Harmoninen varahtelija

miten harmonisen varahtelijan <E> —
keskimé&arainen energia ja

viritysluku kayttaytyy hyvin

korkeilla ja hyvin matalilla

lampdatiloilla.

On mielenkiintoista tarkastella 1
hw

Maaritd naiden lausekkeiden raja-arvot tapauksissaT —0jaT — «

Hyvin matalilla lampétiloilla

1
T'—0 (8 — o0) = {n) =0 <E>:§m

Eksponentiaalinen termi /

Egﬂggassa painaa funktion Varahtelija on vain perustilalla
ja vain nollapiste-energia jaa

' Aalto University
School of Science
|



Harmoninen vérahtelija () = T

Hyvin korkeilla lampétiloila 17" — 00 (8 — 0) = ™™ ~ 1 + Bhw

/

Eksponentiaalinen termi on hyvin pieni, joten
approksimoimme sita Taylorin sarjan nollannella
ja ensimmaisella termilla

Keskimé&arainen viritysluku on nyt suoraan < > kT’
riippuvainen lampdétilasta n

Keskim&arainen energia <E> — %hw + kg1’

Hetkinen! TAma nayttaa kovin
tutulta jostain aiemmasta.
Mutta mista tarkalleen ottaen?

(Ekvipartitioteoreeman tulos
harmoniselle varahtelijalle)
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Harmoninen varahtelija

Sananen lopuksi. Fyysikot rakastavat

néenndisen epamaéraisia iimaisuja vig)

. . . . 13
kuten hyvin matala tai hyvin suuri v="6 7 hw
lampdtila. s s,
Naihin kuitenkin liittyy — joskin v=4 hw
tapauskohtaisesti — hyvin selkea )
mitta. Esimerkiksi ylla olevassa v=3 2l
tapauksessa mitta lampotilan sy e
suuruudelle.

v=1 3 hw
Mieti mita kvanttimekaanisen 1
harmonisen varahtelijan tapauksessa v="0 2hw
hyvin matala tai hyvin korkea 1 ) 0 9 A

lampdtila voisi tarkoittaa. q

kel < hw 18 kTl > hw Eli miten termiset fluktuaatiot
(joiden mitta kgT on) pystyvat
siirtimaan varahtelijan
A' Aalto University viritystilalta toiselle.

|
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Hiukkanen laatikossa




Hiukkanen laatikossa

Schdédingerin yhtald (1D)

'\
h? d*W(x)
> T 5T — EV(x)
_
Reunaehdoilla (+ normitus)
U(0)=V(L)=0
| . . .
Ratkaisu (3D) U(z,y,2) = i sin(k,x) sin(k,y) sin(k,2)
k= o . = —0,1,2
iRk n,=0,1,2, ...
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Aaltofunktio

http://www.unistudyguides.com/wiki/Quantum_Mechanics

1

U(z,y,2)

= 77 sin(k,x) sin(k,y) sin(k,2)
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llat k-avaruudessa

k, k; = T i =x,Y,z n;=0,1,2,...
A

505 5 9o Sallitut tilat muodostavat k-avaruudessa

e & & e e (nk. Kaanteisavaruudessa= diskreetin

s s s s » joukon.

Lahinaapurietaisyys

Ak, = Ak, = Ak, =

uy z

=~ =

/L
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llat k-avaruudessa

Sallitut, rippumattomat tilat ovat siina
k-avaruuden oktantissa, jossa kaikki n,
ovat ei-negatiivisia

Tilavuus yhta tilapistetta kohden

()

- ]{:y
Tilapisteiden tiheys k-avaruudessa on siis
3
L
km - T
n;m :
ki = 1 =a,Y, 2 n; =0,1,2,...
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K-tilatiheys

k:\/kg+kg+kg

' Aalto University
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Maaritellaan k-arvojen tilatineys g(k)

g(k)dk = niiden tilapisteiden lukumaara,
joiden k-arvo on valilla (k, k+dk)

Nama pisteet sijaitsevat pallonkuoressa,
jonka tilavuus on

Ark?dk

Sallittujen, riippumattomien tilojen maara

AN L3k?
g(k)dk = 3 (;) A kdk = 7 dk
V 2 2
Ylei tulos! —
einen tulos g(k] 2W2k X k



Yksihiukkaspartitiofunktio Z,




Diskreetista jakaumasta jatkumoon

271.2
Partitiofunktio yhdelle hiukkaselle 7y = » ~ e 7P E(k) = Wk

i

o0
Mikali tiloja on suuri maara hyvin tihe&ssa, B —BE(k)
voimme korvata summan integraalilla Zl — /[; g(k)e dk
Sijoitetaan g(k)
Vo[, g V (mksT\ "
/1= — kee " am dk =
272 J, h3 \ 2w
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, _V (mksT i
R E 2T

Kvanttikonsentraatio ja A,

Maaritellaan kvanttikonsentraatio

1 (mksT\"?
QT s 2T

Jolloin yksihiukkaspartitiofunktio

7y =Vnq [ng = [V

Maaritellaan lisaksi terminen aallonpituus

_ h
Aoy = ng " = Aa) = [L
th = V2rmkgT ] = (L]
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erminen aallonpituus A,

Termista aallon pituutta vastaava aaltoluku

2T 2w/ 2mmkpT B V2mmkpT
A h ~ h

kin =

Tata vastaava energia

h2 k2
By, = ﬂih = kT o< kT

Sivuhuomautuksena, klassisen ekvipartitioteoreeman mukainen
hiukkasen keskimaarainen (translaation) energia oli 3/2 kgT.
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Kvanttikonsentraatio ng A = g/

Sellaisen systeemin hiukkastiheys, jonka
W keskimaarainen tilavuus hiukkasta kohden on
_\3
A Ay T
nQ

Tallaisessa systeemissa siis hiukkasten \
keskimaarainen lahinaapurietdisyys on th

Nyt meilla on jonkinlainen kuva, mita nqg ja Ay, ovat.
Mutta miksi ne ovat tarkeita?

Tama selviaa seuraavassa tarkastelemalla monen
hiukkasen partitiofunktiota.
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Monihiukkaspartitiofunktio Zy




Kaksi toisistaan erottamatonta hiukkasta
Suoraviivaisesti ajatellen Loy = (21)2 — Z e BE: Z e BE;

i j
_ Z E—Qsﬁ’Ei + Z E—ﬁ(Ei-l—Ej)

=] i#]
Tassa merkinta (E; E))
. . . . ve e s . . . . . tarkoittaa, etta
Tama on kwten_kln vaarin! Tllz_it (Ei,!Ej_)"Jg (Ej,_E_i) ovat fyS|kaaI|sest|_ hiukkanen 1 tilalla on i
samat, koska hiukkaset ovat identtisia ja toisistaan erottamattomia. ja hiukkanen 2 tilalla |

sp 3(E B
Oikea muoto on /o — Z e P+ 21 Z e PETE])

Talloin identtisia tiloja ei lasketa kahteen kertaan
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n = Ze—,ﬁ’ma NI N Z o BE+Ej+E;+...)

7 kaikki eri

Klassisen patevyysalueen maarittava approksimaatio:
ylla olevista summista vain viimeinen on merkittava

1
NI

Taman approksimaation valossa voimme kirjoittaa: /7 &

()"

Tama siis tarkoittaa sita, etta partitiofunktion summatermien kertoimet
(permutaatiot huomioon ottavat kertomat) menevat kaikissa muissa kuin
viimeisessd summatermissa vaarin. Mutta approksimaation pointti onkin se,
etta vain viimeisella termilla on merkitysta ja muiden termien kontribuutiot
partitiofunktioon ovat haviavan pienet.

Mietitddnpa hetki mita tdma tarkoittaa.
Missa olosuhteissa approksimaatio voisi olla perusteltu?



Approksimaation patevyysalue

|
Hiukkasen tilan i todennakaoisyys P, = —e_'SEi

2

Tassa siis n;kuvaa

Talléin keskimaarainen tilan i miehitysluku <n3> = NP, sita kuinka monta
hiukkasta on tilalla i

Klassinen approksimaatio on voimassa, jos

(n;) < 1

Talloin todennakadisyys sille, etta yhdellakaan tilalla on kahta tai useampaa hiukkasta on
haviavan pieni (useimmilla tiloilla ei tiettyna hetkena ole edes yhta ainutta hiukkasta).
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Approksimaation patevyysalue

) AL sk
Kaasulle siis (n;) = N%he BE: 1 %
Tama n = NV : n g Wt
ol eli — g 1 \

. . \
hiukkastiheys ng N \
| é

Tama ehto on varmasti voimassa

(koska E, = 0), jos n < Q

Termisen aallonpituuden avulla ilmaistuna

1 1 Keskimaarainen hiukkasten
3 < 3 = . lahinaapurietaisyys on paljon
14 )\th suurempi kuin terminen aallonpituus
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Kvanttikonsentraatio

, — 1 107
10™ - |
i 11 Typpimolekyylien tiheys
. 10 iimassa
normaaliolosuhteissa on
30 q . -10 suuruusluokkaa 102> m-3
10 10 (<<ng)
0’ &
7 10% @ (Valenssi)elektronien
i 10 o tiheys metalleissa on
o N suuruusluokkaa 102° m-3
= ) | (>>ng)
. o 107 i
=
2. 107
E -
et ]
10" 2 1107
2 E
10° 107 1 10" 10"



