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2B  Odotusarvot

Tuntitehtavat

2B1 (Potenssin odotusarvo) Satunnaismuuttujalla X on jatkuva jakauma tiheysfunktiolla

fa) = {1, 0<az<l,

0, muuten.

Olkoon n jokin positiivinen kokonaisluku.
(a) Méiritd satunnaismuuttujan ¥ = X" kertyméfunktio ja tiheysfunktio.

Vihje: Mita arvoja X voi saada? Kertyméfunktio Fy (y) ilmaisee erdén tapahtuman todenné-
koisyyden. Minké tapahtuman, ja milloin kyseinen tapahtuma toteutuu?

(b) Laske E(X™) kiyttden (a)-kohdassa méaritettyd X™:n tiheysfunktiota.
(c) Laske E(X™) kéyttden odotusarvon muunnoskaavaa (luento 2A / monisteen luku 3.3).

(d) Kéayttden johtamaasi kaavaa, laske E(X") kun n = 1,2, 3, 4.

Ratkaisu.

(a) Satunnaismuuttuja X™ saa arvoja joukossa (0,1). Kaikilla 0 < ¢ < 1 pétee

ti/n
P(X"<t) = P(X <t'/") = / lds = '/
0

Satunnaismuuttujan Y = X" kertymafunktio on siis

0, t<0,
Fy(t) = ¢t/ 0<t<1,
1, t>1.

Derivoimalla saadaan tiheysfunktioksi

n) $1/n—1
flt) = {(1/ Um0 <t <1,

0, muuten.

(b) Kysytty odotusarvo saadaan kaavasta

E(YY) = /thy(t)dt = (l/n)/oltl/”dt = (1/n)/t10 (%) = 1%1
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(¢) Muunnosfunktio on g(x) = &™, niin ettd Y = ¢g(X). Odotusarvon muunnoskaavalla

00 1
B(X") :/_ EE) dt = /O o = 1in.

Tulos on sama kuin b-kohdassa, mutta lasku oli helpompi.

Vapaaehtoinen lisdharjoitus: Arvo 10000 satunnaislukua vélillda (0, 1), esim. R:n komennolla
runif tai Matlabin/Octaven komennolla unifrnd. Korota ne n:nteen potenssiin ja tutki po-
tenssien keskiarvoa (komennolla mean). Vertaa havaittua keskiarvoa matemaattisesti laskettuun
odotusarvoon.

2B2 (Odotusaikaparadoksi) Bussit saapuvat pysékillesi tiettyiné aikoina, kolme bussia tunnis-
sa. Saavut pysikille X minuuttia yli 9, missd X on tasajakautunut avoimella vélilld ]0, 60[ (ts.
vilin paatepisteet eivit ole mukana).

(a) Jos bussit saapuvat sédénnollisesti 20 minuutin vélein, mikd on odotusaikasi odotusarvo?

(b) Luettuasi aikataulun huomaat, ettd bussit saapuvatkin epétasaisin mutta sdannollisin va-
lein kello 9:00, 9:10, 9:30, 10:00, ... jne. Esita bussin odotusaika w oman saapumisaikasi x
funktiona w = g(z) ja piirrd funktio. (Vihje: Médrittele funktio paloittain.)

(c) Laske E(W), missa W = ¢g(X). Vihje: Odotusarvon muunnoskaava.

(d) Vertaa kohtien (a) ja (c) tuloksia ja selitd arkijérjella.

Ratkaisu.

(a) 10 minuuttia.

(b) Jaetaan vili |0, 60] kolmeen palaan (osavéliin). Kullakin osavélilld pétee, etté jos seuraava
bussi saapuu hetkelld b (yli yhdeksén), niin odotusaikasi on b — x, joka tietysti riippuu

x:n arvosta.
10—z jos0<ax <10

g(x) =<¢30—x jos 10 <z <30
60 —x jos 30 < z < 60.

(Funktion kuvaaja on sahalaitainen kdyra.)

2/6



MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2022
Aalto-yliopisto Harjoitus 2B

(¢) Lasketaan integraali paloittain. Xm tiheysfunktio on vakio f(x) = & koko vililld ]0, 60].

60 1 60
BOV) = [ g@)f@)de= 5 [ gy
0 0
1 10 1 30 60
= — 10 —2)d — 30 —x)d — 60 —x)d
600( x)x+6010( x)x+6030( x)dx

~ 0.8333 4 3.3333 + 7.5000 = 11.6666.

Integroinnin sijasta voisit paitella seuraavasti. Todennakoisyytesi saapua pysékille nilla kolmel-
la osavélilld ovat 1/6, 2/6 ja 3/6. Jos saavut ensimmaiselld valilld, niin odotusaikasi odotusarvo
on 5 minuuttia; vastaavasti 10 ja 15 minuuttia 2. ja 3. osavililla. Sitten lasketaan painotettu
keskiarvo % -5+ % <10 + % - 15 /=~ 11.667 minuuttia. Tahan paattelyyn kuitenkin tarvitaan ns.
ehdollisen odotusarvon kisite. Se, ettd koko W:n odotusarvo saadaan ehdollisten odotusarvojen
painotettuna keskiarvona eri tapauksista, perustuu iteroidun odotusarvon lauseeseen (vrt. to-
dennékéisyyden osituskaava, luento 1B). Naiden osaamista ei vaadita téalla kurssilla, mutta niilla

lasku sujuisi helpommin.

(d) C-kohdassa odotusajan odotusarvo on pidempi. Tdmé johtuu siitd, ettd henkilé saapuu
todennékoisemmin pitkdn bussivélin aikana kuin lyhyen bussivélin aikana.

Tamé odotusaikaparadoksi (engl. waiting time paradox) on erds tapaus yleisempéé kokovinoumaa
(size bias), jossa jostakin suureesta otettu otos tai néyte on “vinoutunut” koska suureen arvo vaikuttaa
otantaprosessiin.

Bussipysakilla voisit pitda kirjaa kunakin paivana toteutuneesta bussin odotusajasta. Kun pitkin
ajan kuluessa toteaisit, ettd joudut odottamaan keskimé&érin 11% minuuttia, saattaisit paatelld, ettéa
bussit kulkevat siis keskimé&érin 23% minuutin vélein. Kuitenkin ne kulkevat 3 kertaa tunnissa eli
keskiméarin 20 minuutin vélein. Oma arviosi vuorovélista olisi yldspdin vinoutunut koska et havaitse
eri vuorovalejd tasaisin todennékoisyyksin %, %, % vaan havaintosi painottuvat pidempiin vuorovéleihin.

Reaalimaailman esimerkkeja kokovinoumasta 10ytyy monilta tieteenaloilta. Esimerkki tekstiiliteol-
lisuudesta: Yritat arvioida kuitujen keskipituutta poimimalla suuren méaran yksittaisia kuituja ko-
neellisilla pihdeilld, ja laskemalla poimittujen kuitujen keskipituuden. Mutta pihdit poimivat pitkiéa
kuituja todennakoéisemmin kuin lyhyitd kuituja, joten poimitut kuidut ovatkin vinoutunut otos. Lisa-
tietoa ilmiostd esim. Arratia, Goldstein & Kochman: “Size bias for one and all”, https://arxiv.org/
abs/1308.2729.
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2B3 (Epidemia) Erddssé epidemiassa sairaiden lukuméérén arvioidaan R-kertaistuvan joka
viikko. Kasvuvauhtia kuvaava kerroin R on tuntematon luku, mutta sama luku joka viikko.
Epidemiologi Adam arvioi, ettd R on tasajakautunut vélilla I = [0.6, 1.4], ts. hén pitdd yhté
todennédkdisend, ettd R on esim. vélilla [0.60,0.61] kuin milld tahansa muulla samanpituisella
vililld, joka sisdltyy I:hin. Kerroin Y = R'? ilmaisee monikokertaiseksi sairaiden mééri kasvaa
tai pienenee 12 viikossa.

(a) Laske E(Y).
(b) Milla vélilla ovat Y:n mahdolliset arvot?

(c) Adamin kaveri Bertil arvelee, ettd Y on tasajakautunut (b)-kohdassa lasketulla valilla.
Laske, mikd on kyseisen tasajakauman odotusarvo ja paattele tastd, voiko Bertil olla
oikeassa.

(d) Toinen kaveri Cecil arvioi, ettd Y odotusarvo on (E(X))!2. Laske kyseinen luku ja kerro
mité mieltd olet Cecilin arviosta.

Kohdista (el) ja (e2) riittdd jommankumman tekeminen. Molemmatkin saa tehdé, jos
intoa riittaal

(el) Selvitd Y:n kertyméfunktio (vihje: luento 2A), sen perusteella Y:n tiheysfunktio, ja piirrd
tiheysfunktion kuvaaja alueella y > 0.5. Kuvaile Y:n jakaumaa sanallisesti. Laske myds
todennékdisyydet P(Y > 1) ja P(Y > 10).

(e2) Tutki Y:n jakaumaa kokeellisesti tietokoneella seuraavasti. Arvo 100 000 mahdollista R:n
arvoa (vihje: Matlabissa/Octavessa unifrnd tai R:ssé runif), laske vastaavat Y:n arvot
néissé tapauksissa, ja piirrd niistd histogrammi (vihje: Matlab/Octave/R hist). Kuvaile
Y:n jakaumaa sanallisesti. Laske myos suhteelliset esiintyvyydet tapahtumille {Y > 1} ja
{Y > 10}.

Arviointiohje. 0.4 pistettéd per kohta. Kokonaistulos pyoristetdén ylospain. Jos on tehnyt seka
el- ettd e2-kohdat, niistdkin saa kummastakin 0.4 pistettd (kuitenkin koko tehtéavista enintdan
2 pistettd).

Ratkaisu.
(a) Rwm tiheysfunktio on fr(r) = 1.25, kun 0.6 < r < 1.4. Odotusarvon muunnoskaavan
mukaisesti
12 Mo Mo 1.25 /14 3
E(Y)=E(R") = r fr(r) dr = 1.25 - redr = — (r)” ~ 7.65.
0.6 0.6 13 /06

Odotusarvomielessa sairaiden méaaran siis arvioidaan kasvavan noin 7.65-kertaiseksi.

(b) Koska 0.6 < R < 1.4, niin 0.6'2 < R'2 < 142 ¢li Y € [a,b] ~ [0.002, 56.694].
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(c) Kyseisen vélin tasajakauman odotusarvo olisi (a + b)/2 ~ (0.002 + 56.694) /2 ~ 28.348.
Koska a-kohdassa laskettiin, ettd Y:n odotusarvo on jotain aivan muuta, niin selvéstikadn
Y ei voi olla tasajakautunut kyseiselld valilld, eli Bertil on jo tdmén perusteella vadrassé.
(Ndemme asian tarkemmin e-kohdassa, jossa selvitimme Y:n jakauman.)

(d) Cecilin arvio on (E(R))' = 1'? = 1. Tdm4 on aika pahasti pielessd. Satunnaismuuttujan
muunnoksen R'? odotusarvo ei ole sama kuin kyseinen muunnosfunktio sovellettuna R:n
odotusarvoon.

(el) Jos y on jokin piste vélilld [a, b] (ks. b-kohta), niin

1/12
v 06 s 2 ).

Fy(y) = P(Y <y) = P(R” <y) = P(R < y!/?) = T — =

Tasta derivoimalla

_ 5 —11/12
fy(y)—48 y :

Y:1la on selvisti epétasainen jakauma: tiheys laskee kohti mahdollisen vélin oikeaa péa-
tepistetta.

Kertyméafunktiosta ja komplementtisdannosta saadaan suoraan

PY>1)=1-F(1)=1-125-(1"Y2-0.6)=0.5
P(Y >10) =1 — Fy(10) =1 — 1.25 - (10Y*2 — 0.6) ~ 0.236

(e2) Histogrammin pitéisi olla selvésti oikealle laskeva, kuten tiheysfunktionkin. Suhteelliset
esiintyvyydet voi laskea esim. Matlabissa/Octavessa komennolla sum(Y>10) /n. Suhteel-
listen esiintyvyyksien pitéisi olla suunnilleen samat kuin el-kohdassa laskettujen toden-
nakoisyyksien.

2B4 (Vertaisarviointi) Laskuharjoitukseen saapuu 20 opiskelijaa, joista jokainen palauttaa ko-
titehtédvien vastauspaperinsa assistentille. Assistentti sekoittaa vastauspaperit huolellisesti ja
jakaa ne sitten takaisin opiskelijoille tarkastettaviksi, yhden kullekin. M&aritd odotusarvo nii-
den opiskelijoiden lukumaéaéralle, jotka paatyvit tarkastamaan oman vastauspaperinsa.

Vihje. Maaritelladan indikaattorimuuttuja

X {1, jos :s opiskelija tarkastaa oman vastauspaperinsa,
[‘ p—

0, muuten.

Odotusarvon lineaarisuudesta voi myds olla apua.

Arviointiohje. Pisteitd saa seuraavista havainnoista:
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e Oman vastauspaperinsa tarkastavien opiskelijoiden lukumééréan esittdminen indikaatto-
rien summana

e Odotusarvon lineaarisuuden kayttdminen
e Indikaattorimuuttujan odotusarvon laskeminen: E(X;) = P(X; = 1)
e Tapahtuman “i:s opiskelija arvioi oman vastauspaperinsa’ todennékoisyyden laskeminen.

Jokaisesta yo. havainnosta saa 0.5 pistettd. Tehtdvan kokonaispisteet pyoristetdan ylospéain
ldhimpéaén kokonaislukuun.

Ratkaisu. Oman vastauspaperinsa tarkastavien opiskelijoiden lukumééra on satunnaismuut-
tuja, joka voidaan kirjoittaa muodossa

X = Xi+-+ Xy,
missd X; on kuten vihjeessd. Odotusarvon lineaarisuuden perusteella
E(X) = BE(X)) + -+ E(Xy).
Koska indikaattorimuuttuja X; saa vain arvoja 0 ja 1, on sen odotusarvo

E(X;) = 0xP(X; =0)+1xP(X; =1)
= P(X;=1).

Pitaa siis vield laskea tn, jolla i:s opiskelija arvioi oman vastauspaperinsa. Koska vastauspaperit
jaetaan tasaisen satunnaisesti kaikkien opiskelijoiden kesken, tdmé todennakdisyys on 2—10 (opis-
kelijan saamaan paperiin on 20 vaihtoehtoa, joista vain yksi on suotuisa). Kysytty odotusarvo
on siis

1

20
E(X) = > P(Xi=1) = 0% o0 = 1.
=1

Huom: Y14 laskettu odotusarvo ei riipu opiskelijoiden lukuméérésta.
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