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Huomautus merkinnéista. Eri satunnaismuuttujien tiheysfunktiot erotetaan usein toisistaan
alaindeksilld, esim. fx ja fy. Alaindeksilld merkitdén myos ehdollista tiheysfunktiota, esim. fxy.

Bayes-paattelyssa kiytetadn usein lyhennysmerkintéé, jossa kaikkia eri tiheysfunktioita merkitadn
vain f:114 ilman alaindeksia. T&lloin sulkujen sisélla olevasta argumentista on padteltavé, mistd funk-
tiosta on kysymys: esim. f(z) tarkoittaa samaa kuin fx(x). Lyhennysmerkintéé ei pidd kiyttaa jos se
aiheuttaa sekaannusta, esim. f(5) ei kerro onko kyse X:n vai ©:n tiheysfunktiosta. Vrt. luento 5A.

(Luentomonisteessa kiytetddn f:44 datan tiheysfunktioille ja p:td parametrin tiheysfunktioille,
mutta tdma merkinté ei ole kovin yleisesti kiytossa. )

5B Bayeslainen paattely

Tuntitehtavat

5B1 (Kadonnut lentokone) Seuraavantyyppisté tilastollista hakumenetelméé on kiytetty mm.
yritettdessd paikantaa 8.3.2014 kadonnutta Malaysia Airlinesin lentoa MH370. Etsint6jen koh-
teena oleva alue on jaettu neljdén suureen ruutuun. Lennon taustatietojen pohjalta arvellaan
lentokoneen sijaitsevan ruudussa 1 tn:lla 50%, ruudussa 2 tn:lld 30%, ruudussa 3 tn:1l4 10%
ja ruudussa 4 tn:lla 10%. Olosuhteista johtuen arvellaan, ettd yksittdiseen ruutuun kohdis-
tettu etsintayritys epaonnistuu loytaméaan ruudussa sijaitsevan koneen tn:lla 70%, aiemmista
etsintayrityksista riippumatta.

(a) Tulkitaan lentokoneen sijainti satunnaismuuttujaksi (tuntemattomaksi parametriksi) © €
{1,2,3,4}. Esiti sijainnin priorijakauma.

(b) Etsintdryhmé tutkii ensiksi ruudun 1. Merkitaan X = 1 jos kone 16ytyy ja X = 0 muuten.
Maaritd ©:n uskottavuusfunktio havainnolle X = 0.

(c) Konetta ei 16ydetéd ensimmaéiselld hakuyritykselld. Maérita koneen sijainnin posteriorija-
kauma tdméan havainnon suhteen. Kannattaako ruudusta 1 etsia uudelleen?

(d) Etsintdryhmé paattad tutkia ruudun 1 uudelleen. Merkitédén tdmén toisen haun tulosta
satunnaismuuttujalla Y. Taméankin haun tulos on, etta konetta ei loytynyt. Maarita lento-
koneen sijainnin posteriorijakauma tadméan datan valossa. Mista etsintaryhmén kannattaa
seuraavaksi etsia?

Ratkaisu.

(a) Lentokoneen sijainnin © priorijakauma on

0 1 2 3 4
f(6) 05 03 01 0.1

(b) Uskottavuusfunktio datapisteelle x = 0 on f(xz|60) = P(X = 0|© = 6). Jos lentokone
sijaitsee ruudussa 1, epaonnistuu ruutuun 1 kohdistettu haku tn:1la 70%. Muussa tapauk-
sessa ruutuun 1 kohdistettu haku epaonnistuu varmasti. Kysytty uskottavuus on siis
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(c)

0 1 2 3 4
fxe(0]) 07 1 1 1

Posteriorijakauma f(0]0) on (pisteittdin) priorin ja uskottavuuden tulo, normitettuna
sopivalla vakiolla ¢ > 0, eli

ferx(010) =c- fo(0) - fxjo(0]0)
tai lyhennysmerkinnoin

f(010) =c- f(0)- f(0]0).

Kerroin ¢ on itse asiassa 1/f(X) = 1/(>_, f(0)f(X|#), mutta helpointa on yleensé laskea vai-
heittan seuraavasti.

Lasketaan ensin normittamaton posteriorijakauma 6 — f(0)f(016).

0 1 2 3 4
FO)f(016) 035 030 0.10 0.10

Koska normittamattoman tiheyden lukuarvojen summa on 0.85, jakamalla ne talla luvulla
(eli normittamalla) saadaan aito posteriorijakauma

0 1 2 3 4
F(610) 0412 0353 0.118 0.118

Koska lentokoneen sijainnin posterijakauma maksimoituu ruudussa 1, kannattaa seuraa-
vakin haku kohdistaa ruutuun 1.

1 on tuntemattoman parametrin © posteriorimoodi (engl. posterior mode, mazimim a posteriori
estimate, MAP estimate eli se kohta, jossa posterioritiheys on suurin.
Tapa 1. Uskottavuusfunktio datapisteelle (z,y) = (0,0) on

flz,yl0) = P(X =2,V =y[© =0)

Jos lentokone sijaitsee ruudussa 1, niin todennékoisyys havaita data (0,0) eli epdonnistua
kaksi kertaa on 0.7 - 0.7 = 0.49. Jos lentokone sijaitsee jossain muualla, niin sitd ei var-
masti 16ydetd ruudusta 1, joten todennékoisyys havaita data (0,0) on 1-1 = 1. Kysytty
uskottavuus on siis

0 1 2 3 4
£0,010) 049 1 1 1

Posteriorijakauma f(6]0,0) datapisteen (x,y) = (0,0) suhteen saadaan painottamalla ja
normittamalla priorijakaumaa f(6) uskottavuudella f(0,0|6) samaan tapaan kuin (c)-
kohdassa. Néin menetellen saadaan posteriorijakaumaksi
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0 1 2 3 4
£(610,0) 0329 0403 0.134 0.134

Kahden epéonnistuneen ruutuun 1 kohdistetun hakuyrityksen jélkeen kannattaa seuraa-
vaksi tutkia ruutu 2, koska sen posteriori-tn on suurin.

Tapa 2. Posteriorijakauma f(0|0,0) datapisteen (x,y) = (0,0) suhteen voidaan laskea
myo6s paivittamaélld (c)-kohdan posteriorijakaumaa f(6 | 0) uskottavuusfunktiolla f(y |6, x)
P(Y = y|© = 0, X = z). Hakujen riippumattomuuden ja samoinjakautuneisuuden no-
jalla voidaan havaitaan, etté

Friox(0]6,0) = P(Y =0|© =0, X = 0)
— P(Y =0|0=0)
— P(X=0]0=0)
= f(0]9).

Kysytty posteriorijakauma voidaan siis laskea paivittamalld priorijakaumaa 2 kertaa pe-
riakkain uskottavuusfunktiolla f(0]8).

5B2 (Metron vuorovili.) Metro kulkee sédénnéllisesti # minuutin vélein. Tuomas saapuu met-
rolaiturille joka péivd satunnaiseen aikaan, joten i:ntenéd péivanad metron odotusajalla X; on
tasajakauma valilla [0, 0], tiheydella

f(x:]0) =

0, muuten.

{%a ngzgea

Koska Tuomas ei tunne #:n arvoa, hén kisittelee sitd satunnaismuuttujana ©. Yleistietonsa
nojalla hin olettaa, ettd vuorovéli on ainakin 1 minuutti. Han valitsee prioritiheydeksi

02012 g>1,
fo(0) = {

0, muuten.
Viitend péivand Tuomas havaitsee odotusajat 7 = (7,3,2,9,6).

e Piirré Tuomaksen prioritiheys vélilld [0, 20] késin tai tietokoneella. Tarkista ettd kyseessa
on todella tiheysfunktio, laskemalla sen integraali koko mahdollisella vélilld [1, oc). Vihje:
Vaikka eksponentti ei ole kokonaisluku, voit integroida funktion kuten polynomifunktion.
Piirtdmiseen riittdéd luultavasti funktion arvon laskeminen muutamassa pisteessé, jonka
jalkeen néet funktion muodon suunnilleen.

e Laske posteriorijakauman tiheysfunktio (johda sen lauseke) ja piirrd se valilld [0, 20].
(Muista: priori kertaa uskottavuus, ja lopuksi normalisointi. Viiden havainnon uskotta-
vuus on yksittdisten havaintojen uskottavuuksien tulo.)
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e Tuomas paattas kiyttad ©:m posteriorijakauman odotusarvoa (huom. ei moodia) vuorové-
lin © piste-estimaattina. Laske kyseinen odotusarvo. (Tunnet posteriorijakauman edellisen
kohdan perusteella, laske odotusarvo normaaliin tapaan.)

e Kiyttden posteriorijakaumaa, laske todennékoisyys (havaintojen perusteella) ettd © < 15.
Ilmaise sanallisesti, mitd tamé tarkoittaa.

Ratkaisu.

(a) Kuva alempana. Integraali vililld [1, 00) on

> /0.2 0.2
/ 0.20712d0 = / <— 9—0-2) -0 — —2 1702 _ 1
1 . —0.2 —0.2

(b) Kun havainnot ovat Z = (21, ..., x5), niin uskottavuus on
5
6" 0> M
7o) = z;|0) = ’ -
@10 = TLstwo {0’ o
missd M = max(xy,...,zs5). Havainnoilla ¥ = (7,3,2,9,6) on M = 9, joten O:n posterio-

ritiheys on
c-0.207%2 0>09,

0, muuten,

f01Z) = - f(0)f(Z]0) = {

missd ¢ > 0 on normalisointivakio. Voimme yksinkertaistaa laskuja merkitsemélla c-0.2 =
C'. Vakion arvo on valittava siten, ettd [ f(0]Z)df = 1. Koska

> A 1
—6.2 _ —5.2 _
/9 odn = /9 (—5.29 ) 52952

tulee valita C' = 5.2 - 9°2, joten posterioritiheys on
fO7) = (5.2-9°2) 0752 kun 6 > 9

ja nolla muualla.
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Huom. Seké priori ettd posteriori ovat tassé Pareto-jakaumia, jollainen néhtiin jo harjoituksessa
2A1. Voidaan osoittaa yleisemminkin, etté jos priori on Pareto-jakauma ja yksittdisen havainnon
uskottavuus on tasajakauma, niin posteriorikin on Pareto-jakauma. Jos saadaan lisdd havaintoja,
posteriorin muoto pysyy edelleen Pareto-jakaumana, sen parametrit vain péivittyvét.

Yleisesti tallaista laskennallisesti mukavaa tilannetta kutsutaan konjugaattiprioriksi, ts. jos prio-
rin ja uskottavuusfunktion muodot ovat tietylld tavalla yhteensopivat (konjugaatit), niin poste-
riori on samaa muotoa (jakaumaperhettd) kuin priori.

(c) Kéayttden b-kohdassa laskettua posteriorijakaumaa, saadaan ©:n (posteriori)odotusarvo
tavalliseen tapaan integraalina

/ 9f(9|a:~')d9:/ 000‘6'2d9:0/ 652 dg

9 9
94 52.92 52.9
42  42.942 49

=C- ~ 11.143.

(d) Todennikéisyys sille, ettd satunnaismuuttujan © arvo osuu eraélle vilille, saadaan taval-
liseen tapaan integroimalla sen tiheytté ko. vélin yli. Téssé kiytetdan siis O:n posteriori-
jakauman tiheytta.

15 15
PO<15|X=7)= [ f(0|7) do= / (5.2.972). 52 dp
9 9
52-9°2 /P
= T . / (‘975.2) — 95.2 . (975.2 o 1575,2) ~ 0.930.
_5. .

Sanallisesti: Viiden péivin havaintojensa perusteella Tuomas pitda melko todennékoisené
(tn = 93%), ettd metron vuorovéli on alle 15 minuuttia.
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Kotitehtavat

5B3 (Lehtien pituudet) Botanisti arvelee, etté tietyn kasvilajin lehtien pituus (cm) noudattaa
normaalijakaumaa odotusarvona © (tuntematon) ja keskihajontana o = 2. Hén olettaa liséksi,
ettd tuntematon odotusarvo © noudattaa normaalijakaumaa odotusarvona iy = 10 ja keskiha-
jontana oy = 1. Botanisti mittasi viiden kyseisen lajin kasvin lehtien pituudet ja sai tulokseksi
7 = (10,14,11,17,8) (lehtien pituudet voidaan olettaa toisistaan riippumattomiksi). M&arita
tehtyjen havaintojen valossa:

(a) Satunnaismuuttujan © posteriorijakauman odotusarvo.

(b) Vili, joka siséltéé tuntemattoman odotusarvon todellisen arvon 90% todennédkdisyydellé.

Vihje. Ylldolevin oletuksin tuntemattoman odotusarvon posteriorijakauma on normaalijakauma,
jonka odotusarvo ja keskihajonta 16ytyvit luentomonisteen luvusta 9 / luennosta 5A. Normaalijakau-
man kertyméfunktioon voi kiayttasd taulukoita tai esim. R:n funktioita pnorm ja qnorm.

Arviointiohje.

a)-kohta: +1p

b)-kohta: +1p

Pyoristysvirheistd tai pieniestd laskuvirheistd ei menetd pisteitd, jos saadut lukuarvot ovat
jarkevid tehtavin kannalta.

Ratkaisu.

(a) Luentomonisteen lauseen 9.5 mukaan ©:n posteriorijakauma on normaalijakauma odo-

tusarvona .
F —
o= ot | o | (@),
3o o

e

ja keskihajontana

1
oG = —F
Py
0
missi n = 5 on havaitun datajoukon (z1, ..., 5) koko ja m(Z) = + S @y sen keskiarvo.
Lehtien pituuksien keskiarvo on
. 1 60
m@) = 10+ 14+11+17+8) = = = 12

Sijoittamalla lukuarvot ylldolevaan kaavaan saadaan posteriorijakauman odotusarvoksi

1 = 4 5 1
Ml:(ll5)10+(125>12:_><1o+—><12:11—zll.ll.
=t =ty 9 ) )
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(b) Posteriorijakauman keskihajonnaksi saadaan

1 1 2

0‘1 = = = —.
L4 n 145 3
os o2 12 2

Ehdolla havaittuun dataan #, normitettu satunnaismuuttuja Z = . noudattaa nor-
mitettua normaalijakaumaa. Mé&aritetdén ensin arvo z > 0, jolle pitee P(—z < Z <
z|x) = 0.9. Symmetrian perusteella normitetun normaalijakauman kertyméfunktio ®(z)
toteuttaa ®(z) =1 — &(—z2), joten

[\

O—u

09 = P(—2<Z<z|z) = P(2) —P(—2) = 1—-2P(—2).

Tésti ratkaistaan ®(—z) = 22 = 0.05. Mellinin taulukoista 16ydetéén, ettéd tdmé yhtilo

ratkeaa arvolla z ~ 1.64. Nain siis

01

P<—1.64§ O~ 64 f) = 0.,

eli

Halutunlainen vali voidaan siis esittda muodossa

© = u £1.64d0py = 11.11 £1.09.

5B4 (Vaarallinen tie) Juuri avatulla tielld kuukauden aikana sattuvien kolarien méérén olete-
taan noudattavan Poisson-jakaumaa,

990
flz|0) = e’e—', x=0,1,2,...,
x!

tuntemattomalla odotusarvoparametrilla # > 0. Aiemman kokemuksensa perusteella bayesléi-
nen insindori arvelee, ettd tuntemattoman parametrin © arvo on 1 todennékéisyydelld 0.20, 2
todennékoisyydelld 0.60, ja 3 todennakoisyydella 0.20. Koska parametrilla © on téissi vain kolme
mahdollista arvoa, se on diskreetti satunnaismuuttuja.

(a) Ensimmaéisend kuukautena tiellda sattuu kaksi kolaria. M&éritd odotusarvon © € {1,2,3}
posteriorijakauma tdmén havainnon valossa. Havaintona on siis yksi luku, nimittain 2, joka
on periisin Poisson-jakaumasta. Aloita selvittamalla uskottavuusfunktio.

(b) Toisena kuukautena tielld ei satu yhtddn kolaria. Maarita odotusarvon © € {1,2,3} pos-
teriorijakauma molempien kuukausien havaintojen valossa (oletetaan, etti eri kuukausien
kolarien lukumé&érit ovat toisistaan riippumattomia). Havaintona on siis kaksi lukua, 2 ja
0, kumpikin peréisin samasta Poisson-jakaumasta.
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Arviointiohje.

a)-kohta: +0.5 p jos uskottavuusfunktio oikein
a)-kohta: +0.5 p jos posteriorijakauma oikein
b)-kohta: 0.5 p jos uskottavuusfunktio oikein
b)-kohta: 0.5 p jos posteriorijakauma oikein
Pienet pyoristysvirheet sallitaan.

Ratkaisu. Merkitadan X; = kuukautena i tiella sattuneiden kolarien lkm, 7 = 1, 2.

(a) Esitetdén paattely taulukkona kuten luentomonisteen luvussa 9.1. Taulukkoon tulee yk-
si rivi kullekin mahdolliselle §:n arvolle. Uskottavuus fx,e(2|6) lasketaan sijoittamalla
Poisson-jakauman tiheysfunktion lausekkeeseen x = 2 ja (kullakin rivilla eri) 6.

priori uskottavuus posteriori
0 tulo

f(0) f(2]0) f(0]x1)
1 0.20 0.1834 0.0368 0.1508
2 0.60 0.2707 0.1624 0.6656
3 0.20 0.2240 0.0448 0.1836
> 1.00 0.2440 1.0000

Poisson-jakauman tiheysfunktion voi laskea késin, laskimella, R:sséd komennolla dpois, tai Mat-
labissa/Octavessa komennolla poisspdf.

(b) Priori on sama kuin aiemmin. Uskottavuus eli tn havainnolle (z, z2) = (2,0), kun para-

metrilla on arvo 6, on
02 o\ (0° o 0 o
f2.019) = (5 ) (ae )ZT ’

joka siis lasketaan kullakin rivilla kyseiselld 6:n arvolla.

0 priori uskottavuus tulo posteriori
f(0) f(2,0]0) f(012,0)

1 0.20 0.0677 0.0135 0.3586

2 0.60 0.0366 0.0298 0.5823

3 0.20 0.0112 0.0022 0.0591

> 1.00 0.0378 1.0000
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