Luento 6 — sekalaisia aiheita

e Samoin jakautunut ei tarkoita yhtasuurta A

* Diskreetin summan jakauma: 2 nakdkulmaa,

analyysi ja empiria

e Jatkuvien jakaumien kasittelyn kertausta

* Empiirinen jakauma histogrammina:

Mita siita nakee, millainen se voi olla?

* Miten muunnoksen jakaumaa kasitel

aan?

* Monte Carlo —integrointi







A Samoin jakautunut ei tarkoita yhtasuurta

* Heitetaan mustaa ja valkoista noppaa.
Tulokset M ja V, kummallakin symmetrinen jakauma joukossa {1,..,6}

Jakaumat ovat samat — esim. P(M=3) = P(V=3) =1/6
Muuttujat eivat ole samat — ei ole valttamatta M=V
(Itse asiassa todennakoisyys P(M=V) on vain 1/6)

* Heitetaan yhta noppaa kolme kertaa.

Tulokset M,, M,, M,
Namakin ovat samoin jakautuneet, mutta

elvat sama satunnaismuuttuja
— niillahan voi olla eri arvot (ja usein onkin)



A Samoin jakautunut ei tarkoita yhtasuurta

Yhtasuuruusmerkilla merkitaan, etta satunnaismuuttujat ovat arvoltaan samat
X=Y

Jos sanomme tosiasiana, etta X=Y, vaitamme siis, etta tiedamme arvojen olevan varmasti samat
(tama ei valttamatta tarkoita, etta tiedamme mika se arvo on)

Jos emme tieda, onko X=Y, voimme ehka esittaa ko. vaitetta koskevia todennakdisyyksia:
P(X=Y) ="

Samoin jakautuneisuus ilmaistaan yleensa sanallisesti, tai ilmoittamalla etta kummallakin on
tietty sama jakauma

X, Y ~ Bm(lO, 05) tai ”=" jonka paalla pieni d (Iahinna todenndkoisyysteoriassa).

Esim 1: Kruunien maarat kahdessa eri toistokokeessa.
Esim 2: Kruunien ja klaavojen maarat yhdessa toistokokeessa.






Kaksi noppaa, eri summien tn:t

Noppien Kyseisen tyyppiset toteumat Toteumia
summa perusjoukossa kpl

2 ”11” 1 1/36
3 ”127,721” 2 2/36
4 ”13”,722",731” 3 3/36
5 ”14”,723", 7327, 41" 4 4 /36
6 ”15”,724”,733”,742”,"51” 5 5/36
7 ”16”,725”,734”,743”,”52”,"61” 6 6/36
8 ¥26”,735”,744”, 753", 762" 5 5/36
9 ”36”, 745", ”54”, " 63" 4 4 /36
10 ”46”,”55”, 64" 3 3/36
11 ”56”, ”65” 2 2/36
12 ”66” 1 1/36
vhteensa 36 1



Kaksi noppaa, summan kokeellinen jakauma

n
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JATKUVA
SATUNNAISMUUTTUJA



Tiheysfunktio

* Jos X:n tiheysfunktio on f,
niin f(x) ilmaisee verrannollisuuskertoimen:
tn osua (lyhyelle) vilille (x:n [ahella) on valin pituus kertaa f(x).

* Huom: f(x) ei ole todennakoisyys, etta X=x
* Esim. ennuste lampotilasta, joka tasajakautunut valilla (20, 30)

» Koska f(x) ei ole todennakadisyys, se voi olla suurempikin kuin 1. (Mita
tama tarkoittaa?)



Kertymafunktio

* Vaikka tiheysfunktio antaa intuitiivisemman kasityksen jakaumasta (mihin jakauma keskittyy),
kertymafunktio on keskeinen laskennallinen ty6kalu jakaumien kasittelyssa.

* F(x) vastaa kysymykseen
"mika on tn, etta X < x”.

e Esim. lampotilalle F(25) = % tarkoittaa, etta on 2 todennakoisyys, etta lampotila on enintaan 25
astetta.

e Kertymafunktion on pakko olla kasvava — miksi?
» Kertymafunktio kasvaa arvojoukossa vasemmalta O:sta oikealle 1:een — miksi?

» Kertymafunktio on yleensa tf:n integraali, ja tf on kertymafunktion derivaatta — miksi?



Jatkuvien jakaumien
kasittelya



Tiheys- ja kertymafunktio; E(X)

e Kaydaan lapi muutamia jatkuvia jakaumia

0.15
0.1
0.1
0.08 o1 0.03
0.06 0.06
0.04 0.05 0.04
0.02}
0.02
0 0
5 0 5 10 15 5 10 15 20 25 0
0 10 20 30 40
Tas(a, b) N(u, 0?) Exp(2)

* Miten lasketaan tietyn valin todennakoisyys
* Tiheydesta: integroimalla
* Kertymasta: vahennyslaskulla

* Miten lasketaan tai todetaan jakauman odotusarvo
* Tiheydesta: integroimalla

0.3

0.2r

0.1r

(0]
8 10 12 14 16 18

Mielivaltainen
tiheysfunktio
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Tasajakauma

0.1t
0.08}

0.04¢
Bussin odotusaika X~ Tas(0, 10)
0.02¢
Tiheys flx) =1/10 kun 0<x<10 [_)5 0 5 10
Kertyma F(x)=x/10 kun 0<x<10 Huom. F’(x)=f(x)

Valien todennakoisyydet integroimalla tiheytta (vakiota) ko. valin yli,
tai suoraan kertymafunktiosta:

P(2<X<5) =F(5) -F(2)=0.5-0.2 =0.3
P(X>7) =1 -F7)=1.0-0.7 =0.3
P(X < 5) =F(5) =0.5

Tasajakauman odotusarvolle on tunnettu lauseke (= paatepisteiden keskiarvo)
E(X) =(0+10)/2=5.0

Mutta se voidaan myds laskea raa’asti integraalina:

00 10
E(X) = jxf(x)dx=jx-0.1dx=5.0
—0 0
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0.15}

Normaalijakauma
0.05+
* Bussin matka-aika X~ N(15, 32)
Parametrit u=15, 0=3 0
5 10 15

e Tiheys flx)=c-exp(-...)
* Kertyma3 F(x)= ®©((x - 15) / 3)

* Tiheysfunktiota hankala integroida joten kaytetaan kertymafunktiota.
Valien todennakdisyydet suoraan kertymafunktiosta:

P(10 < X < 15) = F(15) -F(10) =0.500 - 0.048 = 0.452
P(X > 20) =1 - F(20)  =1.000 - 0.952 = 0.048
P(X < 10) = F(10) = 0.048

* Normaalijakauman odotusarvolle on tunnettu lauseke (= eka parametri )
E(X) =15

20

25



Exp-jakauma

* Lampun kestoaika X~ Exp(0.1)

Parametri A=0.1

* Tiheys f(x) =0.1 exp(—0.1x) kun x>0
* Kertyma F(x)=1—exp(-0.1x) kun x>0 Huom. F’(x)=f(x)

* Vilien todenndkdisyydet integroimalla tiheytta ko. valin yli,
tai suoraan kertymafunktiosta:

P(5 < X < 10) = F(10)- F(5) =0.632-0.394 =0.239
P(X > 20) =1 - F(20) =1.000 - 0.865 =0.135
P(X < 5) = F(5) =0.394

* Eksponenttijakauman odotusarvolle on tunnettu lauseke (=1 /A)
E(X) =1/0.1 =10

Sen voisi laskea my0s integraalina (tarvitaan osittaisintegrointia)
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Yleinen tiheysfunktio

* Meteorologi kertdo, etta huomisaamun

lampdatilalla X on tiheysfunktio 0.3
(0.1 kunl0<x<14 0ol
f(x)=<0.3 kunl4<x<16
0 muualla 0.1
e Todennakoisyydet ja N

odotusarvo saadaan integroimalla

15 14 15
P(12 < X <15) = j f (x)dx = jo.ldx+ jo.3dx =0.2+0.3=0.5
12 12 14

16 14 16
E(X)= jx- f (x)dx = jxo.ldx+jxo.3dx =4.8+9.0=13.8
10 10 14






RIIPPUMATON OTOS
TASAJAKAUMASTA



Tunnistustehtava

Kukin naista histogrammeista on piirretty sadasta luvusta.

Mika histogrammeista on syntynyt siten, etta luvut on arvottu
jakaumasta Tas(0, 1) ?
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Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia 1 pistetta
satunnaislukuja 1 T 1
X, X,, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

20 21 22 283 24 25 26 27 28 29 30
Piirretaan myos 10 pylvaan Otoksen histogrammi
histogrammi, ei generoivasta
jakaumasta (se on tasainen), 1
vaan otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

% 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30

(Histogrammi on yhteenveto siitd, missa
pisteet suunnilleen ovat.)



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X, X,, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

Piirretaan myos 10 pylvaan
histogrammi, ei generoivasta
jakaumasta (se on tasainen),
otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

2 pistetta
—_ -
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi
1
0

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X, X,, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Miten ne sijoittuvat?

Piirretaan myos 10 pylvaan
histogrammi, ei generoivasta
jakaumasta (se on tasainen),
otoksesta, ts. mille

valeille arvotut luvut osuivat.

3 pistetta
—_ - ]
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi
1
0

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

Arvotaan riippumattomia
satunnaislukuja
X, X,, X5 ... ~ Tas(20, 30).

Riippumattomuus:
Aiemmat pisteet eivat vaikuta
myohempiin.

1. piste oli valilla (20,21),
se mitenkaan esta 4. pistetta
osumasta samalle valille

(ei edes lisda eika vahenna ko. tapahtuman
tn:a3, joka on jatkuvasti 1/10)

4 pistetta
| = - ]
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

3
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20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

5 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

3
2

1

% 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

10 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

3
2

1

020 21 22 23 24 265 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

100 pistetta:

Kunkin pylvaan
korkeuden odotusarvo
on 10, (miksi?)

mutta toteutuneet korkeudet
vaihtelevat melkoisesti.

100 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

30

20+

10¢

020 21 22 23 24 265 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

1000 pistetta

Yksittaisia pisteita on jo
mahdoton erottaa

(jakauma voisi olla joku muu ja 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
nayttaisi samalta) Otoksen histogrammi
. . . 1501
mutta histogrammista ndemme
osapuilleen 100¢
pisteiden jakauman. 50
0

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30



Otos tasajakaumasta

10 000 pistetta:

Melko tasaista.

Otos antaa jo hyvan
kasityksen jakauman
muodosta karkealla
tasolla.

10000 pistetta

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Otoksen histogrammi

1500F

1000+

500

020 21 22 23 24 265 26 27 28 29 30



Pylvaiden korkeuksien jakauma

Mennaan takaisin 100 pisteeseen.
Merk.
Y: = i:nnen pylvaan korkeus
= i:nnelle jakovalille osuvien
pisteiden lukumaara

Yksittaisen pylvaan korkeus on
binomijakautunut. (miksi?)

Tn, etta histogrammi on taysin tasainen?

Huomaa, etta pylvaiden korkeudet eivat ole

rilppumattomia.

Tarvitaan ns. multinomijakauma.

100 pistetta

20 21

20 23 24 25 26 27 28 29 30

Otoksen histogrammi
30
20+
10¢
0

20 21

22 23 24 25 26 27 28 29 30



Multinomikoe ja multinomijakauma

e nriippumatonta koetta, jokaisessa 3 poissulkevaa vaihtoehtoa.
e Joka kerta vaihtoehtojen todennakoisyydet p, g, r.
e Tn, ettd toteutuneet lukumaarat ovat (a, b, ¢) on

N

Nna. b.rc
a,b,c P-4

Voimme sanoa, ettd lukumaarat (a, b, ¢) ovat yhdessa
multinomijakautuneet parametrein n ja (p, g, r).

Lukumaarat ovat satunnaismuuttujia, ja keskenaan riippuvia!
Jos esim. sattuu a=n, niin on pakko olla b=c=0. (miksi?)

Jos vaihtoehtoja on > 3, kaava yleistyy ilmeisella tavalla.

Jos vaihtoehtoja on vain 2, kaava palautuu tuttuun binomijakaumaan.



Pylvaiden korkeuksien jakauma

Merk.
Y. = iznnen pylvaan korkeus
= i:nnelle jakovalille osuvien

pisteiden lukumaara 100 pistetta

Yksittaisen pylvaan korkeus on
binomijakautunut. (miksi?) a2 2 2 2 2 2 |

Tn, etta histogrammi on taysin

tasainen? Huomaa, ettd pylvdiden 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
korkeudet eivat ole Otoksen histogrammi
riippumattomia. 30
: . - 20+
Jos esim. ensimmaiseen valiin on
osunut perati 80 pistetta, niin ei 101
muille valeille enaa riita kuin 20
pistettd: vahva riippuvuus. % 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Kyseessa on multinomijakauma.



Esim. 100 pistetta, 10 jakovalia

* Jotta histogrammi olisi taysin tasainen, eri jakovaleille osuneiden
pisteiden maarien (vrt. puolueiden kannattajat) taytyy olla
tasmalleen (10,10,10,...,10).

e Taman tn = 100 00.110.0.110' 0110 ~ 2410-8
10,10,...,10

e eli aika vahan.

 Toisaalta voitaisiin laskea tn saada melko tasainen histogrammi,
esim. tn etta jokaisen pylvaan korkeus on valilla [7, 13]. Miten?

 Vaikka taysin tasainen histogrammi toteutuu harvoin (pienella tn),
"melko” tasainen toteutuu suurella tn.



"Melko” tasaisen histogrammin toteutuminen

Voitaisiin laskea tn saada melko tasainen histogrammi, esim. tn etta
jokaisen pylvaan korkeus on valilla [7, 13]. Miten?

Esim. kdaymalla 1api kaikki sellaiset lukujonot (pylvaiden korkeuksia) jotka
ovat naissa rajoissa, kuten (9,8,11,7,12,10,10,12,8,13) ja laskemalla joka
kerta todennakoisyys multinomimallilla. Lasketaan yhteen.

Ei onnistu helposti kasin, mutta tietokoneella kylla (koodi luentojen
liitteena asiasta kiinnostuneille; ei kuulu kurssin vaatimuksiin).

Kaikki 10 pylvasta ovat...

e ... tasakorkeat (10) tn:lla 2.3571e-08
e ...valilla [9,11] tn:lla 1.5528e-04
e ...valilla [8,12] tn:lla 0.0083
e ...valilla [7,13] tn:ll4 0.0747

TAI: Arvotaan otoksia ja tehdaan niista histogrammit. Katsotaan miten
usein tuli melkein tasaisia. (Empiirinen lahestymistapa!)



Pohdittavaksi

e Otos n=100 tasajakaumasta valilla [20,30]
e Lasketaan lukumaarat

e Tn saada pylvaat (10,10,10,10,10,10,10,10,10,10) on 2.3571e-08
* Tn saada pylvaat (9,8,11,7,12,10,10,12,8,13) on 4.1796e-09

 Jalkimmainen on pienempi. Miksi se kuitenkin herattaa
vahemman epailyksia, ts. pystyt helpommin uskomaan, etta se on
tullut edella kuvatusta satunnaisprosessista”?

* Mahdollinen lahestymistapa ongelmaan: Mista muusta prosessista
lukujono on voinut tulla? Voiko asetelmaa kuvata bayes-
menetelmilla?






MUUNNOKSEN Y=g(X)
JAKAUMA



Satunnaismuuttujan muunnoksia

e Satunnaismuuttujille voi tehda monenlaisia laskutoimituksia.

* Jos X = huominen sademaara (millimetreina), meita ehka kiinnostaa 1000 nelion tontille kertyva
litramaara Y =1000 - X,
joka on uusi satunnaismuuttuja.
e (mutta ei ollenkaan riippumaton X:sta, vaan taysin riippuva: tieto X:n arvosta maaraa tasmalleen Y:n
arvon)

* Toisaalta vesivoimainsinooria kiinnostaa useiden eri paikkojen sademaarien summa = paljonko
vetta tulee kertymaan voimalaan yhteensa — taas uusi sm

* Muunnoksen jakauma maaraytyy tavallisten todennakdisyyslaskennan saantojen mukaan:
P(Y on jotain) = P(X on sellainen, etta Y on jotain)

* Usein kateva tyokalu tahan on kertymafunktio.



Kertymafunktion ideasta

* Vaikka tiheysfunktio antaa intuitiivisemman kasityksen jakaumasta (mihin jakauma keskittyy),
kertymafunktio on keskeinen laskennallinen ty6kalu jakaumien kasittelyssa.

* F(x) vastaa kysymykseen
"mika on tn, etta X < x”.

e Esim. [ampdtilalle F(25) = 7 tarkoittaa, etta on %2 todennakadisyys sille, etta [ampdtila on enintaan
25 astetta.

* Jos taman tapahtuman (”lampotila on enintaan 25 astetta”) voi esittaa joidenkin muiden
tapahtumien avulla (esim. luettelemalla vaihtoehtoja, joilla se voi toteutua), niin se voidaan
laskea sita kautta.

* Olennaista: kertymafunktion arvo ilmaisee eraan tapahtuman todennakoisyytta, ja kaikki tutut
todennakoisyyksien kaavat patevat edelleen — esimerkiksi additiivisuus ja komplementtisaanto.
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Erilaisia muunnostehtavia

1. Tunnetaan kertymafunktio F, ja muunnosfunktio Y = g(X).
Mika on Y:n kertymafunktio?

—> Periaatteessa helppo tehtdva: Ratkaistaan P(Y <y)

2. Tunnetaan tiheysfunktio f, ja muunosfunktio Y = g(X).
Mika on Y:n tiheysfunktio?
- Ei aivan triviaalia.

On olemassa tiheysfunktion muuntokaava (ei kasitella talla kurssilla).

3. Osataan simuloida X;...X, iid samasta jakaumasta kuin X,
ja tunnetaan muunnosfunktio Y = g(X).
Miten simuloidaan Y:n jakaumasta?

—> Todella helppoa: lasketaan Y; = g(X)

Kokeilemme muutamaa yksinkertaista muunnosta menetelmalla 3.



Muunnos:

X ~ Tas(0, 5)
Y=X+10

lImeisesti Y:in on
tasajakautunut.

Milla
parametreilla?

vakion lisaaminen

120

100 -

80

60 -

40|

20

120

100+

80

60 -

40F

20 -

Otos X:n jakaumasta

6 . + 10 14 16

Otos Y:n jakaumasta

-




Muunnos: vakiolla kertominen

X ~ Tas(0, 5)
Y=3-X

lImeisesti Y:in on
tasajakautunut.

Milla parametreilla?
Huom. litistyminen, joka

nakyy myos Y:n
tiheysfunktiossa.

Otos X:n jakaumasta
120

100 -

80

60 -

401

20~

! I \ I 1 I
6 8 10 12 14 16

Otos Y:n jakaumasta

150
100 -
50+ |
s
92 0 2 4 6 8 10 12 14 16



Muunnos: logaritmi

X ~ TaS(O, 5) 120 | Otos )f:n jakaumastaI | |
Y = In X 100 -
80+
60
Y ~ ? 40+
20+
0 L |
N 4 -2 0 2 4 6
Y:lla on ilmeisesti - | | Otos Y akaumasta | |
joku erikoisempi
H 150 - |
jakauma.
100 i
50+ i




Kertymafunktion muuntaminen

X~ Tas(0, 5)
Y=InX
y~?

Ratkaistaan Y:n kertymafunktio.

Fa) =P(Y <a) Kertymafunktion maaritelma.
=P(lIn X <a) Koska Y =In X.
= P(X < exp(a)) Eksponenttifunktio aidosti kasvava.
= F, (exp(a)) Kertymafunktion maaritelma
=exp(a)/5 Tasajakauman kertymafunktio.

Derivoimalla saadaan Y:n tiheysfunktio.
fla)  =(1/5) exp(a)

Huom. ettd Y:n jakauma sijoittuu valille (—=<, In 5), silla sinne vali (0, 5) kuvautuu
logaritmimuunnoksessa!
Tulos tuntuu vastaavan otoshistogrammin muotoa.






Nimi Eksponenttijakauma Ominaisuuksia: odostusarvo, keski-
(taajuus)parametrilla A hajonta, mediaani, 0.025-kvantiili

Exp(A)

]

Tiheys f(x) = e ™ Sat.lukujen generoiminen jakaumasta
dexp(x, lambda) rexp(x, lambda)

Kertymd F(x) =1—e 3 > Kvantiilifunktio F~1(q) = -
pexp(x, lambda) gexp(x, lambda)

Harjoitus. Tutki, millaisin menetelmin padstaan laatikosta toiseen. Tutki luentomateriaalia ja
yrita sijoittaa oppimasi menetelmat kuvaan. Tutki harjoitustehtavia: mita menetelmia kaytettiin?







Suurten lukujen lain sovellutus:

Monte Carlo -integrointi



Tehtavassa ei todennakdisyytta

* Mika on mutkikkaan tasokuvion A pinta-ala?
Osaamme vain testata, onko jokin piste sisalla vai ulkona:

onko sqrt(x?+y?)<1

0.8

A



Muutetaan tehtavaa

e Esimerkki: Mika on mutkikkaan tasokuvion A pinta-ala?
Osaamme vain testata, onko jokin piste sisalla vai ulkona.

» Ratkaisu: Piirramme kuvion ymparille isomman (B),
* jonka pinta-alan (= 4) tunnemme

. \ /\
08k T—— A

-1 -08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1




Muutetaan tehtavaa

e Esimerkki: Mika on mutkikkaan tasokuvion A pinta-ala?
Osaamme vain testata, onko jokin piste sisalla vai ulkona.

* Ratkaisu: Piirramme kuvion ymparille isomman (B),
* jonka pinta-alan (= 4) tunnemme ja
* josta osaamme arpoa (simuloida) pisteita

0.8

06F

04Fr

02F

-02F

04-

06+

08+

-1 -08 -06 -04 02 0 02 04 06 08 1
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Integroint

Monte Carlo -

-ala

pinta

m

m(A) / m(B),

p:

Piste osuu kuvioon tn:lla

n-kertainen toistokoe

f,=p

e Suuren lukujen laki: osuus

m(A) = p m(8) = f, m(B)

* Arvioimme, etta

02 04 06 08

-08 -06 -04 -02

1

0

-1
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Monte Carlo -integrointi
n |pisteitaBssa  m(B)=

100 80 3.200000
1000 783 3.132000
10 000 7 849 3.139600
100 000 78 544 3.141760
1 000 000 785132 3.140528

Samaa menetelmaa voi periaatteessa soveltaa mielivaltaisessa
n-ulotteisessa avaruudessa, esim. mika on n-ulotteisen pallon tilavuus?

Keskeisen raja-arvolauseen perusteella voidaan arvioida integraalin

likiarvon tarkkuutta (tunnetaan odotusarvo ja varianssi, approksimoidaan
normaalijakautuneeksi). Yleisesti ottaen 100-kertaisella pistemaaralla saadaan
vksi desimaali lisaa tarkkuutta.






Varalla:

MONTY HALLIN
ONGELMA:
PALKINTOJA OVIEN
TAKANA



Monty Hall,
amerikkalainen
tv-showisanta

Let’s Make a Dealissa osallistujille
tarjottiin monenlaisia valintatilanteita:

Vaihdatko tunnetun, pienen palkinnon
tuntemattomaan, mahdollisesti
suureen palkintoon (auto)?

Tuntematon palkinto voikin
osoittautua epatoivotuksi
(esim. vuohi tai laama, kuten kuvassa).

Kuvat: en.wikipedia.org, commons.wikimedia.org



"Monty Hallin ongelma”

* Tv-shown innoittama todennakoisyyspahkina
v. 1975 The American Statistician -lehdessa

e Sittemmin tuli kuuluisaksi, kun vuonna 1990
viikkolehti Paradessa esiteltiin kyseinen ongelma
ja sen oikea vastaus...

... jonka jalkeen toimitukseen tuli tuhansia lukijakirjeita, joissa oltiin
eri mielta vastauksesta!



Pelin saannot

Aluksi on kolme suljettua ovea. Yhden takana on 1
auto, kahdessa vuohi. Juontaja tietaa missa auto on.

Pelaaja saa valita yhden oven (kuvassa ovi 1), mutta

ovea ei avata viela. I

Pelaajan
valinta




Pelin saannot

Aluksi on kolme suljettua ovea. Yhden takana on
auto, kahdessa vuohi. Juontaja tietaa missa auto on.

Pelaaja saa valita yhden oven (kuvassa ovi 1), mutta
ovea ei avata viela.

Juontaja valitsee kahdesta muusta ovesta sellaisen,
jossa on vuohi, ja avaa sen (kuvassa ovi 3).

Nyt jaljella on kaksi suljettua ovea: pelaajan alun
perin valitsema (1), ja toinen (2). Han saa vaihtaa
ovea, jos haluaa.

Milla tn:lla auto on oven 1 takana?
Enta oven 27
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Pelaajan
valinta
Juontaja
avasi
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I /Vvaihdatko?

Pelaajan
valinta




Analyysi
* Oletetaan, etta pelaaja on valinnut oven 1.

(Muut kaksi tapausta lasketaan aivan samaan
tapaan.)

* Auto voi yhta hyvin olla oven 1, 2 tai 3 takana, koska
pelaajalla ei ole siita mitaan tietoa.

Ts. kunkin mahdollisuuden todennakadisyys on 1/3.

e Kasitellaan nama kolme mahdollista tapausta
vksitellen.



Ovil Ovi 2 Ovi 3

Auto on valitulla ovella 1. .
Juontaja avaa joko oven 2 tai 3
ja paljastaa sielta vuohen. @

Kummassakin tapauksessa:
Vaihtamalla haviaa.
Pelaajan

valinta @
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Pelaajan
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Auto ovella 2

(ja pelaaja valitsi 1).
Juontajan pakko avata ovi 3.
Vaihtamalla voittaa auton.
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Ovil Ovi2 Ovi3

Auto ovella 3

(ja pelaaja valitsi 1).
Juontajan pakko avata ovi 2.
Vaihtamalla voittaa auton.

PeIanan
valinta




Ovil Ovi 2 Ovi 3

Auto ovella 1
(jonka pelaaja valitsi).

y Juontaja avaa joko oven 2 tai 3 @J
ja paljastaa vuohen.

1/3

Kummassakin tapauksessa:
Vaihtamalla saa vuohen.

Pelaajan
valinta

Auto ovella 2
1/3 (ja pelaaja valitsi 1).

Juontajan pakko avata ovi 3.
Vaihtamalla voittaa auton.

1/3

Juontajan pakko avata ovi 2.
Vaihtamalla voittaa auton.

Auto ovella 3
(ja pelaaja valitsi 1).



Yhteenveto

Kun pelaaja valitsi alun perin oven 1:

Toden- Auto Juontaja avaa Tulos, jos Tulos, jos
nak0|syys ovella oven pysyy ovessa 1l | vaihtaa ovea

2 tai 3 AUTO vuohi
1/3 2 3 vuohi AUTO
1/3 3 1 vuohi AUTO

* Todennakoisyydellad 1/3 pelaaja valitsi oikean oven = saa auton jos ei vaihda.
Todennakodisyydelld 2/3 pelaaja valitsi vaaran oven = saa auton jos vaihtaa.

Kannattaa siis vaihtaa ovea, silla silloin palkintoauton saamisen todennakaoisyys
kasvaa 1/3:stad 2/3:een!

* Tulos saattaa vaikuttaa yllattavalta (mista todisteena tuhannet lukijakirjeet),
mutta se on laskennallisesti perusteltu. Se myos vastaa empiirisia havaintoja,
kun pelia pelataan toistuvasti.



Mysteeri?

Kun juontaja on avannut oven,
senhetkinen tilanne nayttaa talta.
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Kaksi suljettua ovea ja yksi avonainen.

* Yhden suljetun oven takana on auto (= toivottu palkinto)
* Yhden suljetun oven takana on vuohi (= ei toivottu).

* Avonaisen oven takana on vuohi.

Saat valita kumman tahansa suljetun oven.

Eivatko ovet 1 ja 2 ole aivan samassa asemassa (suljettuja)
ja auto siten yhta todennakoisesti kumman tahansa takana?

Kylla, jos muuta tietoa ei ole.

Mutta pelissa on muuta tietoa: Tieto siita, miten tassa nakyvaan
valintatilanteeseen paadyttiin. Pelaajan ja juontajan toiminta
(prosessi) johtaa epatasaisiin todennakoisyyksiin 1/3 ja 2/3.



Katso myos

http://fi.wikipedia.org/wiki/Monty_Hallin_ongelma
http://en.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem
(ja sielta kirjallisuusviitteita)

Kokeile pelia esim. osoitteessa
http://www.lintukoto.net/testit/ovi/
Pelin jalkeen naet tilaston yli 500 000 pelikerrasta:

* Pelaajista, jotka vaihtoivat ovea 66,7 % sai auton.

* Pelaajista, jotka eivdt vaihtaneet 33,4 % sai auton.

Vaihtamisella oli merkitysta aivan kuten asken laskettiin!



Muunnelmia

Edella lasketut todennakoisyydet perustuvat olennaisesti siihen, miten pelin
oletettiin kulkevan, ts. miten valintatilanteeseen paadyttiin ja miksi.

Jos pelin sdadnnét (prosessi) ovat erilaiset, voidaan taas saada )
naennaisesti samassa tilanteessa eri todennakoisyydet kuin edella.

Esim. juontaja avaakin umpimahkaan jommankumman ovista 2 ja 3, ja
avatun oven takana sattuu olemaan vuohi. Nytkin pelaajalle jaa kaksi
suljettua ovea, mutta nyt vaihtamisesta ei ole hyotya!

Tai juontaja tarjoaa vaihtomahdollisuuden vain, jos pelaaja on alun perin
osunut autoon. Talléin vaihtamisesta on haittaal

Nama ja muita muunnelmia: ks. esim. engl. Wikipedian artikkelia Monty
Hall problem.



52 kortin versio

Ovien lukumaaran lisadminen voi helpottaa hahmottamista. Korvataan
ovet pelikorteilla. Auton saa pataassalla.

Sekoitetaan korttipakka ja pannaan kortit tarjolle.

Pelaaja valitsee Yhden korteista (mutta ei katso sita).
Todennakoisesti hanelld on vaara kortti! On vain 1/52 todennakadisyys,
etta han osui umpimahkaan pataassaan.

Jakaja katsoo kaikki muut 51 korttia ja poistaa (paljastaa) niista 50
korttia, kuitenkin niin, etta han ei poista pataassaa (jos sellainen tulee
vastaan).

Jaljelle jaa kaksi korttia: Pelaajan alun perin valitsema, ja yksi muu
kortti. Kannattaako pelaajan vaihtaa?



Kiitos!
e Kysymyksia?

* (Jos aikaa on, pelataan Lintukodon Monty Hallia muutama kerta eri
strategioilla ja kerataan tilastoa auton saamisesta.

” »

Strategiat: “vaihda”, “ala vaihda”, “unohda tapahtumahistoria”)



