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MS-E2129 Systeemien identifiointi

1. harjoituksen ratkaisut

1. Tarkastellaan maita X ja Y. Olkoon néiden varustelutaso x(t) ja y(t) seké puolus-

tusmyonteisyys s, (t) ja s,(t) hetkelld t. Mikéli maa ¢ on puolustusvastainen, niin
s;(t) on negatiivinen, muuten positiivinen.

Oletetaan, ettd varustelunopeus on suoraan verrannollinen puolustusmydénteisyyteen
ja naapurimaan varustelutasoon sekéd kédntden verrannollinen varustelukuluihin,
jotka ovat verrannolliset varustelutasoon. Ndin saadaan malli

x(t) = Sz(t) + fxy(t) - u$x(t)
y(t) = sy (t) + fy(t) —uyy(t),

missd f;:t ja u;:t ovat positiivisia verrannollisuuskertoimia. Systeemi voidaan Kkir-
joittaa myos vektorimuodossa:

()= (7 2 ) () + (20

Differentiaaliyhtélomallin avulla voidaan arvioida milla varustelutason alkuarvoil-
la ja verrannollisuuskertoimien arvoilla paadytdan varustelukierteeseen tai stabiloi-
dutaan johonkin tasapainotilaan. Tarkastalu voidaan suorittaa joko simuloimalla
(ratkomalla malli numeerisesti) tai yksinkertaisissa tapauksissa analyyttisesti.

Esimerkiksi tasapainotilat saadaan ratkaistua yhtalostéa

(t) = 0
§(t) = 0.

Taméan ratkaisuksi saadaan

-1
Y fy —uy —sy)’

kun oletetaan, ettd s;(t) = s; on vakio ja, ettd tarvittava kéédnteismatriisi on ole-

massa.



2. Bakteerikannan kokonaiskasvunopeus on b(t) ja kasvunopeus bakteeriyksikkoa koh-
b(t)

50 Jolloin olettamuksista (i) ja (ii) saadaan, ettd

den

b(t) kiu(t), kun u(t) on ”pieni”;

b(t) = flult)) = { ks, kun wu(t) on ”iso”.

Erdas mahdollinen approksimaatio funktiolle f on

Olettamuksesta (iii) saadaan liséksi, etta

u(t) = —ksb(t),

jolloin bakteerisysteemiéi kuvaamaan saadaan differentiaaliyhtalomalli

b(t) = f(u(t))b(t).
u(t) = —ksf(u(t))b(t).

3. a) Muodostetaan differenssiyhtilosysteemi kuvaamaan tehtévin systeemié. Téssé
tehtédvassa aika on oletettu diskreetiksi suureeksi.

Olkoon hierarkiassa tasoja N kappaletta ja K;(t) ja I;(t) ovat patevien ja epé-
patevien tyontekijoiden mééréd tasolla j sekéd wu(t) uusien tyontekijoiden médra
hetkelld ¢. Ensimmaéisella tasolla pétee

Ki(t+1) =0.6K,(t) +0.111(¢) + 0.9u(t)
Li(t+1)=0.71(t) + 0.1u(t).

Tasoilla j € {2,..., N — 1} vastaavasti
K;(t+1) =0.6K;(t) +0.1;(t) + ;0.3Kj1(t)
Lt +1) = 0.71,(¢) + %0.3Kj_1(t) RTANG)
Koska tasolta N ei voi enédé ylentyé, saadaan télle tasolle
Ky(t+1)=09Ky(t) +0.11n(t) + %0.3KN_1(7§)
It 1) = 08T (1) + 303K 1(6) + 0.1y ().

Merkitaan



jolloin differenssiyhtélomallimme voidaan kirjoittaa muodossa

n(t+1) = (0(')6 8;) (t) + @ u(t)

=A =b
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—_———
A —C
0.9 0.1 0.2 0
n(t+1) = ( 0 o.s) v (t) + (0.1 o.1> v-1(t)
—_——— —_———
=An =C

b) Ks. Excel-malli H1T3.xls, jossa on valittava hierarkioiden tyotekijaméaarat alus-
sa. Huomataan, ettéd tyontekijoiden médrat eri hierarkian tasoilla stabiloituvat,
kun ¢ kasvaa. Varioimalla uusien tyontekijoiden méédrad havaitaan, etté patevien
tyomntekijoiden suhde ei ole kovin herkké u(¢):n muutoksille. Erityisesti suuril-
la t:n arvoilla péatevien tyontekijoiden osuus néyttéisi sdilyvin samana, vaikka
u(t):a muutetaan.

¢) Kirjoitetaan systeemimme muodossa
Z(t+1) = Az(t) + Ba(t),
§(t) = Ci(t) + Da(t),

missé g(t) on systeemistd havaittava tai mitattava suure. Yleensé 4 (t):a kutsu-
taan ohjaukseksi ja (t):a tilaksi.

1(t)
Valitaan z(t) = : . ja u(t) = u(t) jolloin
o (t)
A
A C
A
C Ay

ja

A on 2N x 2N matriisi ja B 2N x 1 vektori. Jos halutaan mitata suoraan tiloja,
ts. ¥ = & valitaan luonnollisesti C=1 ja D = 0. Ks. toteutuksen Simulink-malli
LH1T3 mdlslx, ja Matlab-skripti LH1T3_m.m joka muodostaa matriisit A, B,C
ja 15, ajaa simulaation seké piirtda kuvaajat.

d) Mallissa annetut prosenttiosuudet ovat vakioita. Siten mallissa palkkaus ei vai-
kuta patevien ja epdpétevien suhteisiin, eikd malli ole riittava palkkaustrategian
optimointiin. Jos tehtdvissd annetut prosenttiarvot oletettaisiinkin esimerkik-
si funktioiksi seuraavan tason palkasta voitaisiin palkkaustrategiaa optimoida.
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4. a)

Mahdollisia optimointikriteereité olisivat esimerkiksi péatevien osuudet eri tasoil-
la ja kokonaispalkkakustannukset.

Olkoot y(t) ja x(t) veren insuliini- ja sokeripitoisuudet hetkelld t. Merkitéén insu-
liinipistoksesta saatavan insuliinin mééra w(t):114 ja ruokailusta saatavan sokerin
méaard z(t):114.
Kirjoitetaan ensin differentiaaliyhtalomalli insuliinipitoisuudelle olettamuksista
(1)-(iii):

y(t) = by max{z(t) — xo,0} — bo max{y(t),0} + bsw(t),
missé b;:t ovat positiivisia verrannollisuuskertoimia. Vastaavasti otaksumista (iv)-
(vi) saadaan

(t) = —arx(t)y(t) + ag max{zo — z(t),0} + aszz(t),

missé a;:t ovat positiivisia verrannollisuuskertoimia.

Aseta mallissa b3 = 0, jolloin insuliinipistoksia ei oteta. Muiksi verrannollisuus-
kertoimet voit asettaa esimerkiksi ykkosiksi. Alkutilaksi ota x(0) = zo = 1,
y(0) = 0. Td4mé& on systeemin tasapainotila, minkd néet esimerkiksi valitsemalla
mallissa lisdksi z(t) = 0 ja simuloimalla systeemié.

Tarkastele systeemin kayttaytymista erilaisilla impulssimuotoisilla ruokailupro-
fiileilla. Tuloksena saat jaksollisia ratkaisuja, joissa elimisté ruokailun jélkeen
erittdd insuliinia veren sokeripitoisuuden pienentdmiseksi. Veren sokerin saavut-
taessa arvon zq insuliinin eritys lakkaa ja maksa tuottaa sokeria tasapainotilan
saavuttamiseksi.

Aseta nyt b-kohdan mallissa b; = 0, koska insuliinipotilas ei tuota insuliinia, ja
bs # 0. Kokeile varioida insuliinipistoksen ja ruokailun véalistd vaihe-eroa. Paras
tulos saadaan, kun insuliini otetaan ruokailun yhteydessé, koska talloin tarvitaan
insuliinia veren sokeripitoisuuden laskemiseksi.

5. Etsitéén siis matriisit A, B, C' ja D siten, etta

t(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t).

Matriisin A koko on 2k x 2k, matriisin B 2k X k, matriisin C' k x 2k ja matriisin D
k x k. Jaetaan ndmé& k X k lohkoihin seuraavasti.

A Ax
A:

(A21 A22)
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By
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Koska x = (Z), u= f jay=q, saadaan

(G0) = () (50) + (21) 70
- er () om

Lisiiksi tiedetéisin, ettd MG+ D+ Kq = f,eli = —M"'Dg— M*Kq+ M~'f.
T&lloin saadaan seuraavat yhtalot.

q(t) = Anq(t) + Awq(t) + Bif(1)
~M7'Dg— M Kq+ M7 f = Agq(t) + Asd(t) + Bof(t)
q(t) = Ciq(t) + Coq(t) + Df(1).

Tastd voidaan ratkaista

A11:0, A12:I7 317:0
A21 — —M_IK, AQQ — —M_lD, BQ == M_l,
Cl:-[7 C12:07 DZO,
eli
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A= (—M—lK —M—lD)
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