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MS-E2129 Systeemien identifiointi

2. harjoituksen ratkaisut

1. Yhtalo voitaisiin ratkaista suoraankin, mutta kdytetadn Laplace-muunnosta tehtavin
ratkaisemisessa. Idea on se, ettd muunnoksen avulla diff. yhtélo saadaan kirjoitettua
ns. Laplace-tasossa algebralliseksi yhtéloksi. Muunnos méaéaritelldin seuraavasti:
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Muunnoksen toimivuus perustuu oleellisesti siihen, ettd se on lineaarinen ja, etta
L{y"(t)} = s"Y (s)—[s""y(0)+...+y""1(0)], missd y@(0) on y:n i:nnen derivaatan
alkuarvo.

Laplace-muunnetaan nyt tarkasteltava diff. yhtdlo puolittain:
L{y"(t) +2¢'(t) + 5y(t)} = L{sin(3¢)}.
Lineaarisuuden perusteella
Ly ()} +2L{y (1)} +5L{y(t)} = L{sin(3t)}
ja
3
s249

5°Y (s) = sy(0) — ¢/ (0) J:E[SY(S) — y(0)] +5Y (s) =

=s2Y (s)+2sY (s)+5Y (s)—s—1

)

missé sin(3¢):n Laplace-muunnos saadaan integroimalla tai suoraan muunnostaulu-
koista. Siten saamme ratkaistua Y (s):n algebrallisesti:

3 n s+1
(s249)(s2+2s+5)  s2+2s+5

Y(s) =

Tasta saadaan tehtaville ratkaisu kdanteismuuntamalla takaisin aikatasoon:

) = £ (e = { e R Fe

(s2+9)(s?+2s+5 s2+2s+5

koska myos kddnteismuunnos on lineaarinen. Tamé on nyt kirjoitettava muotoon,
josta kadnteismuuntaminen taulukon avulla on mahdollista.

Jalkimmaé&inen termi voidaan kirjoittaa muodossa
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Edellinen termi onkin vahén vaikeampi ja se on kirjoitettava ensin osamurtokehi-
telméksi:

3 _ As+ B n Cs+D
(s24+9)(s24+25+5) s24+9  s24+254+5
Tamén yhtédlon oikea puoli voidaan laventaa vasemman puolen kanssa samannimi-
seksi ja valitsemalla vakiot s.e. molemmat puolet ovat identtiset:

3 _As+ B Cs+D
(2+9)(s2+25+5) s2+9 +82—|—28+5
(As+ B)(s* +2s+5) + (Cs+ D)(s* +9)
(s249)(s2+ 25 +5)
(A+C)s*+ (2A+ B+ D)s* + (bA+ 2B+ 9C)s + 5B + 9D)
(s2+9)(s®>+2s+5)

A+C =0
N 2A+B+D =
bA+2B+9C =
5B 4+ 9D =3
Siten saadaan, ettd A = ;—g’, B = I_??’ C= %jaD: %,joten

3 _ 3 (=s=2 s+4
(524 9)(s2+25+5) 26\ s2+9  s24+25+5/)°

Téastéd summasta saadaan nyt kddnteismuunnettua taulukon avulla ratkaisuksi

2
y(t) = e " cos(2t) + % (— cos(3t) — 3 sin(3t) + e~ cos(2t) + get sin(2t)> :

2. a) Merkitédén yhtdlon oikeaa puolta v(t) = 3u/(t) + 2u(t) ja Laplace-muunnetaan

systeemi:
s*Y (s) + 4sY (s) + 4Y (s) = V (s),

josta saadaan

1 1
V(s) =
s2+4s+4 (s) (s +2)2

Y(s) =
Ohjatun vasteen laskemisessa u(t) = e3¢, jolloin
v(t) = 3u'(t) + 2u(t) = —7e ™,

jonka Laplace-muunnos

TAalloin




Tamé on vield kddnteismuunnettava, joten kirjoitetaan Y (s) osamurtokehitelméksi

A B C

YV(s) —
(5) 3—|—2+(s+2)2+s—1—3’

jossa tulee olla A =7, B = —7 ja C' = —7. Téssd muodossa esitettynd voidaan
kdanteismuunnos laskea taulukosta, jolloin

y(t) = T(e " —te ™ — ).

Tilayhtdlomuotoon siirtydksemme otetaan kiayttoon apumuuttujat 7 = y ja
x9 =9, jolloin o] = ¢/ ja 2}, = u, mik& on vektorimuodossa

=00 o] [+ 1]+
o) =[]

joten systeemi on esitetty nyt muodossa

Alkuehtonamme oli

i = Ax + Bu,
01
=l

5-[1]

Tamén muotoisen diff. yhtélon ratkaisu on

missé

ja

t
z(t) = ex(0) +/ A7) Bu(r)dr,
0

At

missd e’ voidaan laskea sarjakehitelmésta

Tissé tehtdvissi tuo sarja on helppo laskea, koska A* = 0 VEk > 2, jolloin
A =T+ At = [

Siten




3. a)

Kun u(t) = 0, saadaan vapaaksi vasteeksi
1—-t¢
x(t) = [ 1 } :
Kun u(t) = 1, niin vasteeksi saadaan integroimalla

1 —t+0.5t2
o(t) = [ —1+4t }

Systeemié kuvaava differentiaaliyhtélo saadaan suoraan Kirchhoffin ja Ohmin la-
eista. Ohmin lain mukaan jinniteh&vio vastuksessa on Ri(t), kddmissd Ldld—(tt) ja
epilineaarisessa komponentissa ki(t)?. Kirchhoffin lain mukaan puolestaan pii-

rissé jannitehdviot summautuvat nollaksi, joten saadaan

di(t
u(t) — Ri(t) — L ;(t) —ki(t)> =0
eli differentiaaliyhtélomalliksi tulee
di(t) R, k. o 1 o
o = il = FiltP + pult) = F(i(t), u(t),

Ratkaistaan tasapainotila yhtélosta

di(t)
0= dt

. 1 . .
= f(ZQ, Uo) = E(—RZO — klg + Uo),
josta saadaan toisen asteen yhtdlon ratkaisuna virran tasapainoarvoksi

R R2 Ug
P Y S )
=T Ve T

Linearisoidaan nyt systeemi tasapainotilan ympéristossd. Merkitdan Ai(t) =
i(t) — ip ja Au(t) = u(t) — up. Télloin linearisoitu systeemi on

N
d dif(t) = AAi(t) + BAu(t),
missi
of R 2k
A= =1
20,U0
of 1
B = — ——
ou |, L’
10,40
joten haettu linearisoitu systeemi on
dAi(t) R+ 2k 1

= () + D).



c)

4. a)

Pienilld poikkeamilla tasapainotilasta linearisoitu systeemi kéyttaytyy ldhes ku-
ten alkuperdinenkin. Suurilla poikkeamilla erot kasvavat, koska linearisoitu sys-

teemi ei endd approksimoi alkuperéista hyvin. Kayté tarkastelussa malleja 1h2t3 nonlin.slx

ja 1h2t3_lin.slx.

Sijoitetaan v(t) = 0 tehtdvdpaperin ensimmaéiseen differentiaaliyhtaloon. Saa-
daan, etta

0= F(t) = D(v(t), h(t)) — (mo +m(t))g = F(t) = Ho(t)’e """ — (mg +m(1))g,

josta saadaan nopeudeksi

ebh 7
V=4 —(L — (Mo +m)g),
H ( (mo )9)
missé on luonnollisesti oletettava, ettd tyontovoima on riittava, eli
F > (mo+m)g.

Valitaan tilavektoriksi

z1(t) v(t)
2(t) = [2at) | = |m()] .
3(t) h(t)
ja sisdédnmenoksi (ohjaukseksi)
u(t) = F(t)

Nailla merkinnoilld saadaan tehtavéapaperissa esitetty systeemi seuraavaan muo-
toon:

T1(t) = —%%le(t)Qe_ﬁx3(t) + mu(t) —g = fi(z(t),u(t))
#olt) = —u(t) = fola(t), u(t))
is(t) = z1(t) =: f3(x(t),u(t))

Nyt siis tunnettiin tyontovoimaprofiili, jolloin u(t) = u*(t) antaa tietyn ratkaisut-
rajektorin z*(t). Linearisoidaan systeemi nyt (u*,z*):n ympristossid. Merkitaan
Ax(t) = x(t) — z*(t) ja Au(t) = u(t) — u*(t). Linearisoitu systeemi on siten
muotoa

Az(t) = A(t)Ax(t) + B(t)Au(t),
missd matriisit A(t) ja B(t) ovat f(z(t),u(t)):n Jacobin matriisit evaluoituna
(x(t) = x*(t), u(t) = u*(t)):ssé. Siten
_9f;

A, (t) =
=2, 2 (8) 0t (1)
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ja
_0f;

Bi(t) =
0=,

u* (1)
A on siis 3 x 3 -matriisi ja B(t) 3 x 1 -vektori, koska ohjaus on yksiulotteinen.
Derivaatat voidaan myos kirjoittaa auki, jolloin saadaan

oh __2HA)  pay
OT1 | g (1) e (t) mo + x5 (t)

af1 _ Hazij(t)?e P — ur(t)
0o (6 (1) (mo + x5(t))?

oh _ BHE(®)® sy

O3 | yo iy rry M0 + 25(1)

of
8w1
of
6’x2
o8
81'3
s
5’x1
Ofs

Ers

0%,
O3 | (1) (1

9h _ v
ou W@ Mot x3(t)
of _ !

ou

9fs

ou

=0
z* (t),u*(t)

=0

z*(t),u*(t)

=0
z*(t),u*(t)

=1
z*(t),u*(t)

=0

() ,u* (1)

=0

* (t),u* (t) ¢

=0.

z*(t),u*(t)

Huomataan, ettéd systeemi on todellakin aikavariantti, eli matriisit A ja B ovat
aidosti ajan funktioita.

Kokeile mallissa 1h2t4 nonlin.slx esimerkiksi seuraavia parametriarvoja: m(0) =
1000, h(0) = 0,v(0) = 0,u*(t) = 20000,9 = 9.81,¢ = 1000, 5 = 0.1, H = 2000.
Kokeile my6s tyontovoimaprofiilia, jossa u*(t) on ensin ”iso”, jolloin raketti kiih-
dyttad. Tamén jalkeen ajetaan hetken aikaa wu:lla, joka pitéd ylla vauhtia. Taméan
jalkeen tyontovoima on nolla.

Ajettuasi epélineaarisen simulointimallin voit kédyttaa lineaarista mallia [h2t4 _linearisoitu.sls
Se linearisoi systeemin sen ohjauksen u* ympéristossi, jota kaytit epélineaarisessa
mallissa. Kokeile poikkeuttaa ohjausta tasapaino trajektorilta u*.



