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MS-E2129 Systeemien identifiointi

4. harjoituksen ratkaisut

1. Sovelletaan oppikirjan esitteleméd kolmivaiheista ldhestymistapaa.

(i) Hajotetaan systeemi osasysteemeiksi. Téssé tapauksessa luonnollista on valita
osasysteemeiksi pyora 1 ja pyord 2. Télloin saadaan kuvan 1 mukaiset systee-
mit, jotka on kytketty toisiinsa pyorien kosketuspinnan kautta. Téssé voima
F(t) kytkee pyorit toisiinsa.
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Kuva 1: Tehtavén 1 pyoréasysteemi

(ii) Mallinnetaan osasysteemit.
Merkitédén r = 2. Pyorien kulmanopeuksien vélilla pétee staattinen riippu-
1
vuus ‘ ‘
01 (t) = 7’92(75),
josta saadaan derivoimalla

él (t) = 7“92('[;)



Newtonin momenttilaki antaa

J101(t) == M1<t) - TlF(t)
Jobo(t) = roF(t) — My(t) — bbo(t).

Yhsdistetdan nyt systeemit eliminoimalla F'(¢). Kerrotaan ylempi yhtalo te-
kijalla 12 ja lasketaan yhtélot puolittain yhteen, jolloin saadaan

J1:—2§1(t) + Tobiy(t) = 2 My (1) — My(t) — bs(t).
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Téstd voidaan eliminoida 6, (t) kdyttamilld edelld laskettua staattista riippu-
vuutta, jolloin saadaan

(Jyr? 4 J3)B5(t) = rMy(t) — My(t) — bBy(1).

Siten yhtélopari on saatu redusoitua yhdeksi yhtéloksi, jossa voidaan méari-
telld systeemin kokonaishitausmomentti J = (Jyr? + Jy).

(iii) Kirjoitetaan systeemille tilaesitys. Merkitadn u,(t) = My(t), ua(t) = Ma(t),
z(t) = 09(t) ja y(t) = 02(t). Siten saadaan esitys
. 1
o(t) = F(=ba(t) +ru(t) —u(t))
y(t) = x(b).
2. Kirchhoffin laista saadaan, etta

di(t)
— (8.

u(t) = Ri(t) + L
Newtonin momenttilaista saadaan

IO (t) = kyi(t) + ks(0(t) — O, (1)) — 0B, (1)
JO) = ks(Om(t) — 0(1)).

a) Merkitdin z1(t) = i(t), x2(t) = O (t), 23(t) = On(t), x4(t) = O(t) ja z5(t) = 0(t).
Néin saadaan systeemi

T (t) = —%xl(t) — %Jlg(t) + %u(t)

2a(t) = x5(t)

13(t) = %xl(t) — %xg(t) — %xg(t) + %x4(t)
2a(t) = 5(t)

i5(t) = k—j@(t)—%m(t)

y(t) = z4(d).



b) Oletetaan siis, ettéd akseli on jaykké, eli 6(¢t) = 0,,(t). Télloin

di(t :
uw(t) = Ri(t)+ L Zd(t + k16,,(1)
Jabm(t) = kyi(t) — bl (1),
missd J, = J + J,, on moottorin ja vauhtipyordn yhteinen hitausmomentti.
Téamén tilaesitys on nyt
. R k 1
in(t) = —pm(t) = Faalt) + ult)
ia(t) = ws(t)
. k b
is(t) = Tle(t) - Taxg(t)
y(t) = aa(t).

c¢) Oletetaan vield b)-kohdan oletuksen lisdksi, ettd L = 0. Néin saadaan systeemi

u(t) = Ri(t) + kbn(t)
Jolm(t) = kyi(t) — b, (t).

Téstéd systeemistd saadaan eliminoitua virta i(t), jolloin

Tubin(t) = ky <}%u(t) _ %e‘m@)) b (1),

josta a)-kohdan merkinnéilld saadaan esitettyé tilayhtdlomuodossa

ist) = (—’;?—Ji) o)+ -ult)
y(t) = wa(t).

Simuloidaan systeemié olettaen, ettd alussa systeemi on levossa ja, ettd virta
piirissd on nolla, ks. 1h4t2.slx ja 1h4t2_m.m. Havaitaan, ettd elastisella akselilla
vauhtipyora aluksi pyorii hitaammin kuin jaykalla. Mutta, alun jélkeen vauhti-
pyoré alkaa pyorid kuten jaykéllakin akselilla.

Valinnalla L. = 0 huomataan, ettd alussa vauhtipyord pyorii nopeammin, koska
kdami ei ala varastoida energiaa itseenséd vaan se kuluu suoraan pyorimiseen.

Kaikki mallit tuottavat saman tasapainotilan systeemille.
3. Differentiaaliyhtélosysteemin ratkaisu voidaan esittdd muodossa
z1(t) = e %% (0) + 0.001 /t e~ 000Dy (1) dr
0
ja
To(t) = e %% 15(0) + 1000 /t e~ 10000=")g (1) dr.
0

Ideana on approksimoida s.e. toinen tiloista voidaan laskea suoraan toisen tilan tai
sisédnmenon avulla.



a)

4. a)

Termin e~19%%7,(0) arvo lihestyy nopeasti nollaa kun ¢ kasvaa. Simulointiajan
ollessa pitké, voidaan siten approksimoida

6_1000tx2 (0) ~ 0.

Kun u(t) lisdksi muuttuu hitaasti, niin voidaan approksimoida u(7) ~ u(t) kun
T/ tja e 190007 ~ 0 kun 7 < t, jolloin

t
To(t) = 1000u(t)/ e~ 10000=T) g — (1 — 710000 (¢) ~ u(t),
0

joten systeemin approksimaatioksi saadaan

#1(t) = —0.001z1(t) + 0.001u(t)
y(t) = ai(t) +u(d).

Nyt ohjaus on vakio, eli u(t) = K, jolloin yhtdlon (5) integraalitermisti saadaan
¢
0.00lK/ e 00UT) g — [C(1 — 70001y,
0

joka lyhyilla simulointiajoilla pysyy pienené. Siten voidaan approksimoida
x1(t) =~ e "%, (0) = 2,(0),
koska t on ldhelld nollaa. Approksimoivaksi systeemiksi saadaan

#o(t) = —1000z2(t) + 1000u(t)
y(t) = x1(0) + xo(t).

Alkuperiisessé systeemisséd ongelmana on se, ettd aikavakiot muuttujille z; ja
ovat eri suuruusluokassa. Systeemissé on siis seké nopeasti, ettd hitaasti muut-
tuvia komponentteja, jotka tekevit systeemin ratkaisemisesta vaikeaa.

Erityisesti pitkélla aikavalilla alkuperéisen systeemin ratkaiseminen on hyvin hi-
dasta, ja approksimoivan systeemin ratkaisu antaa tuloksen nopeammin ja sen
tarkkuus on ”"kohtuullinen”. Katso tiedostot 1h4t3_m.m, lh4t3a.slx, 1h4t3b.slx ja
lh4t3c.slx.

Diskretoidaan siis etéisyys x tasavilisesti s.e., x(k) = kh, missd h on diskretoin-
tivali ja k = {0,1,2,..., N}. Olkoon wug(t) jannite ja ix(t) virta néissé pisteissi
hetkelléd ¢. Yksinkertaisella differenssiaproksimaatiolla saadaan

ou(t, x) - Uy (t) — ug(t)
Ox h ’

pisteissd x = kh. Tata kutsutaan eteenpéin differenssiksi. Toisaalta voidaan myos
kayttaa taaksepdin differenssié, jolloin

Qu(t,zy)  up(t) — uk,l(t)‘

~

0x h




5. a)

Osittaisderivaattoja % approksimoidaan téssé yhteydesséd eteenpéin differens-

seilld, koska ix(t) = 0 (johdin on avoin, eikéd se vuoda). Néain saadaan

dig(t) 1
el ICCRO) @
dz;it) ~ _Lih(uk:—kl(t) —ug(t)), 0 <k <N. (2)

Koska ug(t) tunnetaan on téssé jirkevii approksimoida osittaisderivaattoja 2t
taaksepdin differensseilld. Ndin saadaan

duk (t) ~ 1

7 E(ik(t) —ir-1(t), 0<k <N (3)
dun(t) 1 . . 1
o o in(t) — i) = — i), (4)

Niin olemme saaneet systeemin (1)-(4), jossa tiloina ovat ix(t):t ja ug(t):t. Ohjaus
on ug(t).

Jokainen yhtéloistd (1)-(2) kuvaa ideaalikddmié (induktanssina Lh) ja jokai-
nen yhtéloisté (3)-(4) kuvaa kondensaattoria (kapasitanssina C'h). Yhdistettyna
yhtélot voidaan tulkita tehtdvapaperin mukaisena verkkona, jossa pystysuuntai-
set komponentit vastaavat kondensaattoreita ja vaakasuuntaiset kdameja.

Matriisimuoto Ei(t) + Az(t) = Bu(t) on siis tissd tapauksessa seuraava:

101 1 2 B 1
01 1|&@®)+ |0 =2 0] z(t)=|0] u®).
11 2 0 0 1 0

Jotta systeemi voitaisiin kuvata tutussa tilayhtdlomuodossa pitdisi matriisin £
olla ei-singulaarinen. Nyt ei kuitenkaan néin ole. Tdmé& n&dhdaén esimerkiksi de-
terminantista det(E) = 0.

Ongelmana on se, etti systeemimme ei oikeastaan olekaan kolmatta kertalukua,
vaan toista. Tamé& ndhdédan suorittamalla matriisioperaatioita s.e. matriisista £
tulee yldkolmiomatriisi. Systeemi saadaan muotoon

1 1 2 8 1
La@)+ 0 =2 0 |zt)=]0 |u®),
0

1
0
0 -1 0 1-5 —1

o = O

eli viimeinen yhtélo antaakin staattisen riippuvuuden

—z1(t) + (1 = B)zs(t) = —u(?),

josta saadaan
x1(t) = (1 — B)zs(t) + u(t).

Tata yhtalod derivoimalla saadaan, etté
a1(t) = (1 — B)as(t) + ilt).
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Siten saamme eliminoitua differentiaaliyhtilosysteemistamme x1:n ja &1:n, joten

aamime o ”
02— 8] [ia(t 2 1] [w0)]  [-1].
oG] ) () - [ e
josta nyt voidaankin ratkaista &9 () ja @3(¢) kddntdmélla derivaattavektorin edessé
oleva matriisi. TAm& onnistuu, jos # # 2, jolloin

] =[5 2] ] « (2]

Nyt ollaankin jo melkein maalissa. Ené4 on valittava vektori z sopivasti. Valitaan

All) = aalt) = = gu)
alt) = w() -5 L Su(t),
jotta saamme eliminoitua @(t):n.
Nyt saamme
. 28—6 1 286 1 28— 5
Z(t) = 7 o xo(t) + 5 2$3(t) 5 21 (t) + 5= 22’2(75) “Bo 2)2u(t)
) 1 2 1 1
Zg(t) = ﬂ — 2$2(t) + ﬁ — 2113’3(t) = ﬁ — 221(t) + mZQ(t) — mu(t)

Néin voidaan kirjoittaa systeemi tilayhtdlomuodossa

. 1 [26-6 —1 1 [28-5
0 = 5o |y 30—t [P e
0 1-8 L[
z(t) = |1 0 |z(t)+—-——=|—-1] u(t),
0 1 F=21
joten By = 0.

Jos siis f = 2, eiviat b-kohdan laskut mene lapi. Talloin

8] 2 o] ) - 5]

eli meilld on tilamuuttujien valilld toinen staattinen riippuvuus

josta saadaan
x3(t) = —2mo(t) — u(t),

ja derivoimalla
t3(t) = —2@q(t) — u(t)



joten tilayhtélo saa muodon
To(t) = —2mwo(t) — u(t).
Valitaan téllakin kertaa z(t) s.e. @ ja i haviavit, eli
2(t) = z2(t) + ayu(t) + agtu(t).
Tésté derivoimalla saamme

2(t) = @2(t) + aqu(t) + aqii(t)
= —2xo(t) — U(t) + au(t) + awii(t)
—22(t) + 20u(t) + (200 + ap)u(t) + (=1 + ao)ii(t),

josta saadaan valitsemalla ap =1 ja ay = —2
2(t) = —2z(t) — 4u(t)
2 5 -1
z(t) = |1 {z(t)+ | 2 [u(®)+ |-1]a?),
-2 —4 1

joten By = By = 0.



