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5. harjoituksen ratkaisut

1. Esitetddn ensin systeemi tilayhtdlomuodossa. Tiloiksi valitaan
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Systeemi on siis lineaarinen aikainvariantti systeemi, jolloin se voidaan kirjoittaa
yleisesti matriisimuodossa

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
missé tilat z(t) € R", ohjaukset u(t) € R™ ja A € R™" sekd B € R™*™.

Tillainen systeemi on saavutettava joss ohjattavuusmatriisin (n x mmn-matriisi)
Q.= [B AB A’B ... A”_lB]

rangi (lineaarisesti riippumattomien pysty/vaakavektoreiden méaard) on n. Intuitiivi-
sesti saavutettavuudessa on kysymys siité, ettd voidaanko systeemi ohjata déarellisessa
ajassa mielivaltaisesta alkutilasta mielivaltaiseen lopputilaan. Lineaarisille jérjestelmille
tdmé voidaan ekvivalentisti mieltdd s.e. voidaanko systeemi ohjata dérellisessé ajas-

sa origoon.

Téassé tehtavisséd saadaan ohjattavuusmatriisiksi
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Tamén rangi on n = 3, jos % # 0. Tamé ehto on fysikaalisesti taytetty, joten
systeemi on saavutettava.



Kun systeemin ulostulona on y(t) = Cz(t) niin tarkkailtavuusmatriisi yleisessd muo-

dossa on
Q, = [CT AToT . (AT)”_ICT} .
jonka rangin tulee olla n, jotta ulostulot olisivat tarkkailtavia ts. jotta mittaustu-

losten y(t) ja ohjausten u(t) avulla voidaan rekonstruoida systeemin alkutila z(0).

Tassa tehtavassa
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jonka rangi on n = 3, jos % # 0, mikd on fysikaalisesti OK ja jarjestelmé on

tarkkailtava.

Valitaankin nyt ulostuloksi asennon sijaan nopeus, jolloin C' = [0 1 O] ja
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jonka rangi on 2, eikd systeemi ole endd téaydellisesti tarkkailtava. Tamé on in-
tuitiivisestikin selvéé, koska pelkdn pyorimisnopeuden perusteella ei voida jaljittaa
pyorahdyskulmaa absoluuttisesti - vain pyorahdyskulman muutos voidaan jaljittéa.

2. Tassé tehtavissa ©o = —x9, joten se eldd omaa elamédnsa riippumatta ohjaukses-
ta u ja toisesta tilasta xp, joten systeemi ei ole saavutettava. Téssd tapauksessa
ohjattavuusmatriisi on
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Tehtéva on tyypillinen esimerkki tapauksesta, jossa ohjauksilla ei voida vaikuttaa
kaikkiin tiloihin, eikéd systeemi siten ole tdydellisesti ohjattava.

jonka rangi on 1.

Kuitenkin on olemassa tiloja, joista systeemi voidaan ohjata origoon &érellisesséa
ajassa. Nama tilat saadaan konstruoitua ohjattavuusmatriisin sarakkeiden lineaari-

kombinaationa. Siten muotoa
1 0 a
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olevat tilat (eli kaikki tilat, joissa x2 = 0) ovat ohjattavia.

3. Tassa tehtaviassa nyt
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jan =2 sekd m = 1. Téalloin ohjattavuusmatriisi on
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jonka rangi on n = 2, joten systeemi on saavutettava.

Erds esimerkkitulkinta systeemille on yksiulotteinen autosysteemi, jossa v on kaa-
sun/jarrun asento, joka antaa autolle kiihtyvyyden &5. 7 on auton paikka yksiulot-
teisella ajoradalla. Kokeile simuloida autosysteemia Matlabilla, ks. las05t3.m. Yrita
valita ohjaus siten, ettd saat auton haluamaasi tilaan (analyyttisesti tamé tehtéisiin
dynaamisen optimoinnin menetelmin)!

Tehd&én nyt annettu lineaarimuunnos tilamuuttujille:
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Siten uusilla tilamuuttujilla saadaan

josta saadaan

i) = 1 g] (t)
= 1 g} {8 (1)} w(t) + E g} m u(t) (alkuperiisesti systecmisti)
S HECEIH RS
= 8 ﬂ 3 L - _/31 _10‘] 2(t) + m u(t) (lausumalla o 2:n avulla)
o el R ECRR P R0
= A'2(t) + Blu(t).

Télle systeemille saadaan ohjattavuusmatriisiksi

Q.= [B AB]-= {g ﬂ ,

jolla on edelleen n = 2 lineaarisesti riippumatonta pysty (vaaka) -vektoria, kunhan
a # (. Siten systeemi on edelleen saavutettava.

4. Jatkuva-aikaisen systeemin tilayhtdalon matriisit ovat
0 w 0
A= [_w 0] ,B = M ,C=1[1 0].
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Systeemin ohjattavuusmatriisi on
0 w?
Q.- [B AB}_L 0]

Sen determinantti on det(Q.) = —w?, joten systeemi on saavutettava. Systeemin
tarkkailtavuusmatriisi on

10
Q, = [CT ATCT] = {0 w}.

Sen determinantti on det((),) = w, joten systeemi on myos tarkkailtava.
Diskreettiaikaisen systeemin tilayht&lon matriisit ovat

P= ooty o) €= € =10 0]

Aikainvariantille diskreetille systeemille ohjattavuusmatriisi ndyttda samalta kuin
jatkuva-aikaisellekin. Siten téssé tehtédvissa

~ 1 — cos(wh) —cos(2wh) + cos(wh)
Q=G FG] = { sin(wh) sin(2wh) — sin(wh) } '

Ohjattavuusmatriisin determinantti on det(Q.) = sin(2wh) — 2sin(wh), ja systeemi
on saavutettava jos tdméa ei ole nolla. Mikéli wh = nm niin determinantiksi tulee
nolla.

Diskreettiaikaisen mallin tarkkailtavuusmatriisi on puolestaan

G, = [CT FTCT] = {1 cos@h)} |

0 sin(wh)

ja sen determinantti det(Q,) = sin(wh). TAmé& on myds nolla kun wh = nrr, jolloin
systeemi ei ole tarkkailtava.

Oskillaattori on siis saavutettava ja tarkkailtava. Naytteenotto voi kuitenkin havittaa
seké saavutettavuuden etté tarkkailtavuuden silloin kun systeemi véridhtelee néytteenotto-
taajuudella. Téllaisia vardhtelyja kutsutaan piilovarahtelyiksi.

5. a) Nyt siis haetaan parametria v (nopeus) mallille

Yo = tov+eg

yr = trv+er,

misséd y; on kappaleen paikka mittauksessa ¢ ajanhetkelld ¢; ja e; on mittaukseen
sisdltyvé virhetermi. Malli voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

Yy =1tv+e,
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eli
y=Ax + e,

missi T
y=1[571 9 15 19 20 45 55 78]
ja
A=0 1 2 3 4 10 12 18]".
T

Tehtdvanid on nyt ratkaista paramteri x s.e virheiden neliGsumma e* e minimoi-

tuu, jolloin saadaan optimointitehtava
min(y — Az)" (y — Az),
Téllaiselle tehtaville voidaan ratkaisu esittéd suljetussa muodossa
&= (ATA) ATy,

mikali tarvittava kaanteismatriisi on olemassa. Numeerisen arvon talle voit laskea
Matlab-funktiolla las05t5.m.

Nyt estimoidaan liséksi alkutilaa y. Téalloin tarkasteltava malli on

Yo = tov+yo+eo

yr = tv+yo+er,

joka on matriisimuodossa

1
y=tv+ || yo+e.
1
Merkitaan
T
r = |:U yg]
jolloin
to 1
y=1: T +e,
t; 1
eli
y = Ax + e,

joten parametrin x PNS-estimaatti & saadaan kuten a)-kohdassa. Numeeriset
arvot voit laskea téllekin Matlabilla.



