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7. harjoituksen ratkaisut

1. Oletetaan siis, ettd systeemié kuvaa siirtofunktio

Siirtofunktion eksponenttitermi edustaa 7:n mittaista viivettd. Téma nahdédan tut-
kimalla viiveen Laplace-muunnosta

LAu(t—1)} = / e Stu(t — 7)dt
0
:/ e Te Myt — 7)dt
0
= €_ST/ e Stu(t)dt

T

=e *"U(s), jos u(t) =0, kun ¢t < 0.

Nyt sisddnmeno u(t) on yksikkoaskelfunktio

u(t):{o’ kun t < 0

1, muuten.

Tamén Laplacemuunnos on

U(s)zé

9

joten
KefTS

Y(s) = m

Téastéd saadaan Laplace-kddnteismuunnoksella askelvaste. Muunnostaulukoista 16y-
detdén esimerkiksi aputulos

) =t

Kirjoitetaan Y (s) muodossa



josta kadnteismuuntamalla saadaan askelvasteeksi aikatasossa

=K (1 — e_%(t_ﬂ> Jkun t > 7,

koska eksponenttitermi vastaa viivistettd. Koska systeemi on alussa tasapainossa,
pétee y(t) = 0 kun ¢ < 7. Téstd voidaan tunnistaa parametrin 7 arvo. Liséiksi
niahdéaén, etta

lim y(t) = K,

t—o00

jolloin K saadaan estimoitua askelvasteesta katsomalla mihin ulostulo y(t) stabiloi-
tuu. T' saadaan estimoitua esimerkiksi tarkastelemalla derivaattaa

K _.
i(t) = —e 7).
9(t) = =
josta nahdéaén, etté erityisesti
() K
T) = —.
=T
Osaméara % saadaan estimoitua piirtamaélld askelvasteelle tangetti hetkelld ¢t = 7.

Télloin saadaan estimoitua myos 7', kunhan K estimoidaan ensin.
Ylldoleva saattaa kidyténnossid olla melko haasteellista. Jérkevampi vaihtoehto on
talloin sovittaa y(t) vasteeseen etsimilla sopivat parametrit 7, K ja T.

. Koska tarkasteltava jérjestelmén kertaluku on kaksi, niin sen pulssinsiirtofunktio
voidaan kirjoittaa muodossa

_ ap + a1q” ! + axq?
H(q Y = . 1
R B W 1)

Toisaalta siirtofunktio voidaan esittdd myods muodossa
H (q_l) =wo +wig  Fwag AL, (2)

missé painokerroin wy, = w(kT) voidaan tulkita systeemin impulssivasteena hetkell&
kT, koska

y(t) = H(g u(t)
= wou(t) + wu(t — 1) + - -+ + wu(0) + wepu(—1) + wyou(—=2) + . ..
= wyu(0),

jos u(t) tuottaa impulssin hetkelld ¢ = 0. Tunnemme siis wg:t mitatun datan perus-
teella. Nyt tavoitteena on siis estimoida parametrit ay, ja by. Saamme yhtalostd (1)

(1+big7 " +beg )H(q™") = ap+ a1q”" + azq™>.



Kayttamaélla siirtofunktion esitysmuotoa (2), saadaan puolestaan

(L+big " +bag )H(q ")
=(wo + w1 "+ waq + . )L+ big "+ bag7?),
=Wy + (w1 + ble)q_l + (wg + b1w1 + bgwo)q_2 + (w3 + blwz + bgwl)q_g “+ ...

=wg + (wy + blwo)q_1 + Z(wk + biwg—1 + b2wk—2)q_k-
k=2

Saadaan siis yhtalo

[o¢]
wo + (w1 + biwe)g~ ' + Z(wk + biwy—1 + bowy_2)q " = ag + a1q” " + asq”?,
=2

ja siitd puolestaan yhtaloryhmé
Wo = Go
wy + biwy = ay
wo + bywy + bawy = as
w3 + bywy + bowy = 0
wy + byws + byws =0

Wy + blwk,1 + bgwk,Q =0

Jos oletetaan, ettd mittauksissa ei ole kohinaa, niin ag, a;, as, by ja by (Vviisi tunte-
matonta) voidaan ratkaista viidestd ensimmaéisestéd yhtalosta. Muuttujat b; voidaan
ratkaista neljdnnesta ja viidennesta yhtélosté ja ndiden avulla muuttujat a; kolmesta
ensimmaéisestd. Ratkaisuksi saadaan

ag =10

a; ~ 0.6832
as ~ 0.0001
by ~ —1.5697
by ~ 0.6063.

Mikali mittauksissa on kohinaa, mika on tyypillinen tapaus, niin parametrit voidaan
estimoida esimerkiksi PNS:114, jolloin mukaan otetaan N kappaletta yhtaloita. Téassa
tapauksessa ratkaisuksi saadaan

ag =10

a; ~ 0.6832

as ~ 0

by ~ —1.5698

by ~ 0.6066.

Pienet erot johtuvat mittausarvojen pyoristyksesté, eli varsinaista kohinaa ei ole.
Nyt siis riitti ottaa huomioon yhtd monta yhtalod kuin estimoitavia parametreja.



3. Wiener-Hopfin yhtélo on

eli y:n ja w:n ristikovarianssi riippuu impulssivasteen h(k) ja u:n autokovarianssin
konvoluutiosta. Valkoiselle kohinalle pétee

2

Tuu(T)Z{J’ kun 7 =0

0, muuten.
Nyt siis Wiener-Hopf yhtélé saa muodon

Tyu(T) = Z h(E) (T — k)

hE())ruu(T) +h(Dryu(t—=1)+ -+ h(T)ryu(t—7) + ...
R(T)ruu(T — 7) = h(T)74(0).

Siten
Tyu(i) = h(’i)0'27

eli
1

i) = 57y,

joten impulssivasteen estimaatti saadaan normeeraamalla ristikovarianssin estimaat-
ti u:n varianssin estimaatilla, eli

~ Ty (2
i) = "),

missd N havaintoon perustuvat estimaatit ovat

1 N—max(%,0)
A N L . L
ld) = gy D VD)

ja

4. Wiener-Hopf yhtélo on esitetty edellisessé tehtédvissia. Oletetaan téssé tehtdvéssa,
ettd impulssivaste on nolla alkaen jostain indeksista s, eli h(7) = 0, kun 7 > s.
Télloin

ry(7) =D h(E)ru(T — k).
k=0
Yhtélo voidaan nyt kirjoittaa matriisimuodossa
Tyu = Ruuha

4



missé

Pyu = [7yu(0) ()]
h=[h0) ... h(s)]"
Tuw(0)  7Tuu(—1) Tuu(—5)
ruu.(s) re(s—1) ... 7u(0)

Impulssivasteen estimaatti saadaan ratkaistua yhtalosta

~ ~

_ p-la
h = R, Tyu,

uu

missd estimaatit 7, ja 7y, saadaan kuten edellisessd tehtdvéssa.
5. a) Tehtdvén ratkaisemisessa kdytetddn oppikirjan CRA-algoritmia. Algoritmi koos-
tuu viidesta vaiheesta:
(i) Kerda data y(k) ja u(k),i=1,...,N.
(ii) Muunna sisddnmeno ja ulostulo nollakeskiarvoisiksi:

(iii) Seuraavaksi tavoitteena on konstruoida suodin A(q), joka suodattaa siséén-
menon valkoiseksi kohinaksi. Tyypillinen ldhestymistapa ongelmaan on mal-
lintaa sisddnmeno AR-prosessina A(q)u(t) = e(t). Talloin saadaan suoda-
tettu signaali

up(t) = A(q)u(?).
Suodatetaan myos ulostulo samalla suotimella, jolloin saadaan

yr(t) = A(q)y(t).

Suotimen parametrit a voidaan estimoida datasta PNS:lla. Oletetaan, etti
suotimen kertaluku on n, jolloin jadnndstermeiksi saadaan

e(t) = u(t — 1)ay + u(t — 2)ag + - - - + u(t — n)a, + u(t)
=[ut—1) ... ult—n)] || +ul).

Kootaan jaannostermit yhdeksi pystyvektoriksi, jolloin saadaan matriisi-

muodossa
u(N —1) u(N —2) u(N —n) u(N)
u(N—-=2) w(N-3) ... u(N—n-—-1)
e = . a+ )
u(1) u(0) u(—n + 2) u(2)



jota merkitadn
e=Ua+u.

PNS-estimoinnissa parametrit estimoidaan ratkaisemalla tehtavi

mme e= Ua+u)"(Ua+u),

jolle saadaan ratkaisu etsimélld gradientin nollakohta yht&lostéa
V(Ua+u) ' (Ua+u) =0,
mistd saadaan ratkaistua estimaatti
a=—UTU)" U,
(iv) Nyt alkuperéiselle systeemille pétee
Z h(T)u(t — 7)
Koska filtterdinti on lineaarinen operaatio saadaan

Zh u(t —7),

joten
= Z h(T)up(t —7),

eli upn ja ypn kytkee sama pulssinsiirtofunktio kuin w:n ja y:m. Siten
voidaan estimoida impulssivaste h suodatettujen signaalien avulla.
Oletetaan nyt, ettd kiytetty malli onnistuu suodattamaan ohjauksen val-
koiseksi kohinaksi. Téll6in saadaan estimoitua impulssivaste vastaavasti ku-
ten tehtédvissa 3, eli
- Typup (T
h(T) — yF&I;( )
Kokeilemalla suotimia A kertalukua 1, 2 ja 3 havaitaan, ettéd paras tulos saadaan
valitsemalla suurin kertaluku. Toisaalta ero ei néyttiisi olevan kovin iso 2. ja 3.
kertaluvun suotimien valilla.

Kun verrataan oikean systeemin antamaa impulssivastetta huomataan, etta im-
pulssivasteen estimaatti néyttéiisi olevan harhainen, koska vaikka N:&4 suuren-
netaan, jaéd estimaatin ja todellisuuden vilille selvé ero.

Tama johtuu siité, ettd todellisuudessa annettu sisédnmenosignaali onkin peraisin
ARMA-prosessista

u(t) = fru(t — 1) + fou(t —2) + ge(t — 1) + (1),

joten kéytetty valkaisusuodin ei suodata sisddnmenoa valkoiseksi kohinaksi. Var-
sin hyvié tuloksia saadaan kuitenkin, jos u on periisin esimerkiksi AR-prosessista,
jossa g = 0 (katso matlab-tiedosto las07t5bgen.m, kokeile!). Saadaksesi hyvéan so-
vituksen voit joutua muuttelemaan aikasarjan pituutta tai kohinan varianssia.



