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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-E2129 Systeemien identifiointi

8. harjoituksen ratkaisut

1. Annettu siirtofunktio on siis G(s) ja vastaava systeemi on stabiili. Heréte (sisdédnmeno)
on u(t) = Asin(wt), jonka Laplace-muunnos on

Aw

52 4 w?’

U(s) =

ja vasteen Laplace-muunnos on siten

G(s)Aw
(s —wi)(s + wi)

Y(s) =G(s)U(s) =

Nyt saadaan vaste kdanteismuuntamalla Y (s).
Ka&dnteismuunnos onnistuu, kun kirjoitetaan Y:lle osamurtokehitelmé

Ch Cy K;
Vis) —
(5) \s—wi+s+wi+z(s+pi)’
~~ —_——

Yi(s) Ya(s)

missa Y)(s) vastaa U:hun liittyvid vasteita ja Y2(s) G:hen liittyvid. Siis —p;:t ovat
G(s):n navat. Kdanteismuunnetaan nyt tdmé. Ennen muunnosta on kuitenkin syyté
huomata, ettd kun jarjestelmé on stabiili, niin G:hen liittyvit aikatason vasteet ys(t)
konvergoivat nollaan! Ts.

lim y5(¢) =0
t—o0

Yleisesti ottaen osamurtokehitelméssd maarattavit vakiokertoimet loydetdéan seu-

raavasti:
K; = lim (s+p;)Y(s),
S——Di
joten
: . A
Cy = lim (s —iw)Y (s) = =G(iw),
S—riw 21
ja
: : A .
Cy= lim (s+iw)Y(s) = —=G(—iw),
S——iw 2

eli steady state ratkaisu Laplace-tasossa on

_ AG(iw)  AG(—iw)
}/ss(s) - 22(8 — Zu)> —2i(8 + lw) .
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Napakoordinaattimuodosta
G(iw) = |G(iw)le”,
missd ¢ = arg G(iw) saadaan, etti

_ A|G(.Z‘UJ)\ ( e'? oo )

S—1w S+ w

Yauls) = 2i

Nyt kdanteismuuntamalla saadaan, etté

' eidneiwt o e—iqbe—iwt
) = AIG ()| =
i
koska £7' (o) = e . Koska ™' = isin(wt) + cos(wt), cos(a) = cos(—a) ja
sin(a) = — sin(—a), saadaan

pidHiwt _ p—ig—iwt

ull) = Al
= A|G(iw)| sin(wt + ¢)

Siten jos heréte on sinié, jonka taajuus on w, niin alkutransientin jélkeen saadaan
vasteena sinid, jonka amplitudi on vahvistunut tekijalla |G (iw)| ja vaihe on siirtynyt
arg G(iw).

. Nyt siis
u(t) = asin(wt),
ja
y(t) = Kasin(wt + ¢),
missé edellisen tehtévin nojalla K = |G(iw)| ja ¢ = arg G(iw). Nyt kidyttdmalla
kulman summan sinin laskukaavaa
sin(a £ ) = sin(«) cos(f) =+ cos(a) sin(f),
saadaan
y(t) = Ka(sin(wt) cos ¢ + cos(wt) sin ¢),

josta saadaan

ot = (80,

missi sin(wt) = @ Koska sin(wt)? + cos(wt)? = 1 saadaan

(@)2+ (s (s 7 COS¢)>2 -1,

5 y(t) — Kucos ¢ 2_ 9
u(t) +( Ksing ) -

eli




josta saadaan

1 9 cos ¢ 9

(14 (cot ¢)?) u® + wemap? ~ QW

miké vastaa (u,y)-tason ellipsid. Néytetadn, ettéd se vastaa tehtdvinannossa kuvat-
tua ellipsia.

Selvisti u:n maksimi on a, joka saavutetaan, kun sin(wt) = 1, jolloin cos(wt) = 0 ja
y = Kacos ¢.

Vastaavasti y:n maksimi on Ka ja se saavutetaan kun sin(wt+¢) = 1, eli wt+¢ = 7.
Talloin - . -
u = asin (— — gzﬁ) =a (Sin—cosgb — cos—sin(b) = @ COS .
2 2 2
. Sisddnmeno on siis u(t) = 2sint, jota vastaava ulostulo on y(t) = bsin(t + ¢), missi
b on vahvistus ja ¢ vaihesiirto.

Ulostuloa on havainnoitu 0.1 sekunnin vélen jaksolta ¢ € [0,40]. Siten mittaukset
on suoritettu aikahetkiné ¢, = 1At = 0.114.

Integroidaan nyt sinin ja ulostulon tuloa:

to+T
ys(T) = / y(t) sin(t)dt

t
0t0+T to+T
= / bsin(t + ¢) sin(t)dt + / e(t) sin(t)dt
t t
bizov b to+T ’ to+T
= —Cos¢p— = / cos(2t + ¢)dt + / e(t) sin(t)dt.
2 2 Ji, to

Huom: Integrointi aloitetaan téssa tq:sta, joka valitaan s.e. alkutransientin vaikutus
on kidytdnnossd hévinnyt; valitaan tdssd esimerkissad to = 10. Jos integrointivélin
pituus 7' on jokin sinin jaksonpituuden monikerta ja oletetaan, etti e(t) on pieni,
niin

ys(T) = %COSQS (1)

Tassé esimerkissi voidaan valita T = k27 = 8.

Alkuperéisté integraalia voidaan approksimoida summalla
ys(T) =~ Z y(t;) sin(t;) At,

jonka avulla saadaan datasta valitsemalla At ja ¢y sopivasti, ettd ys(7') ~ 0.79.

Sitten tehdéddn samat temput kosinille:

uo(T) = / ) cos(tydt

t

0750-1-T to+T

= / bsin(t + ¢) cos(t)dt + / e(t) cos(t)dt
to to

bT

to+T to+T
= —sing — = / sin(2t + ¢)dt + / e(t) cos(t)dt,
2 2 Ji, to
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joten

ye(T) = b7T sin @. (2)

Approksimoimalla integraalia summalla saadaan datasta, etta y.(7) ~ —99.8.

Néin yhtaloistd (1) ja (2) saadaan, etté

2
b= T\/yg +y? ~ 7.95,
ja
¢ = arctan Ye —1.56,
Ys

eli ¢ = —89 astetta.

Taajuudella w = 1 vahvistus on siten 20 lgg = 12 (db). Numeeriset laskut on tehty
Matlab-skriptilla 1as08t3.m.

Piirrd Matlabin funktioilla bode todellisen systemin Boden diagrammi. Néet, etta
estimaatit ovat varsin hyvit.

. Lasketaan ensin navat:

§% 4+ 20wys + w2 =0,

jonka ratkaisuna on

S12 = —Cwy, £ /w2 — w2 = —Cw, £ wp\/ (2 — 1.

Jotta systeemi on asymptoottisesti stabiili tulee napojen olla aidosti vasemmassa
puolitasossa, josta saadaan ehto

¢ >0.
Nyt tarkastellaan taajuusvastefunktiota
2 2
w w
G(iw) = z = z

(iw)? 4 2iwpw + w2 w2 — w? 4+ 2Cw,w’
a) Asetetaan w = wy,, jolloin

w? 1 —1
(i) W2 — W2 1 2iConwn  i2C . 2C

Tamén vaihekulma on 7, miké vastaa —90 asteen vaihesiirtoa.

b) Resonanssitaajuudella tarkoitetaan taajuutta w, joka maksimoi vahvistuskertoi-
men |G (iw)|. Nyt

2

Wn,

2 2 9;
w2 — w? + 2iCwpw

_ |wnlwn =

|G(iw)| =

- w? — 2iww)
(w2 — w?)? 4+ 4¢%w2w?

w2

T (W2 —w?)? n 4020202 V(W2 = w?)? + 4Cww?
2

W,

N(CEra T

lavennettu nimittdjan kompleksikonjugaatilla
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5. a)

Tama saavuttaa luonnollisesti maksiminsa kun nimittéja saavuttaan miniminsa.
Siten minimoidaan funktiota

Fw) = (W2 — w?)? + 4C%uR?.
Minimi 16ytyy helposti f:n derivaatan nollakohdasta:

fl(w) = 2(wy, — w?)(—2w) + 8¢ ww
= dw(w? + (2¢* — 1w?) =0,

joten w = 0 tai w = +4/1 — 2C%w,. Ensimméinen juuri ei ole kiinnostava ja
jalkimméinen on reaalinen, jos —\% <(< \/Li Siten resonanssitaajuus on

Wy = wpy/1—2¢2, kun 0 < ¢ < 0.707

Nain maksimivahvistukseksi tulee

Gliw,) | = = — (3)

s

Néilld a)- ja b)-kohtien tuloksilla voidaan systeemi identifioida kahdella eri ta-
valla.

(i) Haetaan taajuus w, jolla vaihesiirto on 90 astetta. Talloin siis w,, = @.

(ii) Etsitdén resonanssitaajuus w, ja mitataan titd vastaava vahvistuskerroin

A

G. Siten saadaan ratkaistua (.

Fourieranalyysissi ldhtokohtana on estimoida systeemin taajuusvaste G (iw) lahtien
liikkkeelle Fourier-muunnetusta systeemista

Y (w) = G(iw)U (w).

Mittauksista voidaan laskea sisddnmenon ja ulostulon Fourier-muunnokset

S S
YS(W) = /0 y(t>e—iwtdt’ ja US(W) = /O u(t)e—iwtdt,

joissa integroidaan dérellisen aikavilin yli, koska mittauksia on aina vain &éarelliselté
aikavélilta t € [0, S]. Lisdksi mittausdata on kiytdnnossi naytteistettyd, jolloin
kaytannossa lasketaan diskreetit Fourier-muunnokset. Néin saadaan estimaatti

taajuusvasteelle

Gs(iw) = %

Téta kutsutaan empiiriseksi siirtofunktioestimaatiksi (empirical transfer function
estimate, ETFE).

Laskut voit laskea skriptilla lasO8t5a.m.



b) Spektraalianalyysissi estimoidaan siséénmenon ja ulostulon spektrejé, joka saa-
daan kaavasta (tdmé ei ole luonnollisesti ainoa vaihtoehto; tutki oppikirjasta
muitakin estimaatteja)

2 1
Oy (w) = N\UN(W)IQ’
missé
N
Un(w) = Z u(k)e™™* (um diskreetti Fourier-muunnos).
k=1

Estimaattia ® ~n(w) kutsutaan periodogrammiksi. Estimaatin ongelma on, etti
se tuottaa epétasaisia estimaatteja. Siksi on tapana tasoittaa estimaattia. Esi-
merkiksi Blackman-Tuckey menetelméssd muodostetaan tasoitettu periogrammi

bulw) = [ W — )by (€)de,

missé ikkunafunktiolle W, pétee

/: W (w)dw = 1.

Indeksi v viittaa ikkunan leveyteen.

Oppikirjan appendixissa on osoitettu, ettd tdmé tasoitus voidaan kirjoittaa ai-
katasossa muodossa

5

(i)N(W) = Z w’y(k)Rq]j(k)e_Wk7

k=—v

missi w, (k) = [7_ W, (£)e*d¢ (Fourier-kaanteismuunnos) ja RY (k) = L 3=, u(t+
k)u(t) (sisidnmenon autokovarianssin estimaatti).
Tyypillisesti valitaan

ws (k) = { %(I—G—COS (%)) , kun |k| <~

0, muuten.
jota kutsutaan Hamming aikaikkunaksi. Vapaasti valittavaksi parameriksi siis
jaa .
Vastaavasti saadaan ristispektrille tasoitettu estimaatti

g
O (w) = Y wy(k)RY, (k)e ™",
k=—v
Spektreille pétee (vrt. 2. luento ja laskuharjoitukset sekd oppikirjan appendix)
Dy (w) = Giw) Pu(w),

josta saadaan estimaatti taajuusvasteelle

Cin(iw) = zfvff:;



Systeemi Y (s) = G(s)U(s) + V(s) voidaan kuvata spektrien avulla seuraavasti:
0y(w) = |G(iw) Py (w) + Py(w),

jolloin kohinan spektriksi saadaan

. R N (w)]?
) = ) ) - 2

Laskut voit laskea IDE-toolboxin kayttoliittymalla tai skriptilla las08t5b.m.

. Siis .
9:[(11 e Qp bl bn}
o(t) = [cos wit ... coswyt sinwit ... sin wnﬂT
y(t) = ¢ (t)0 = Z (ay, cos wit + by sinwgt) ,
k=1

missé wy = % Estimoidaan nyt télle tehtévélle PNS-estimaatit

0= (sT¢) 0Ty

Jossa S0, d(t)(t)" =
SV cos(wyt)? SV cos(wit) cos(wat) ... SO cos(wit) sin(wat)
S cos(wat) cos(wit) SV cos(wst)? o N cos(wat) sin(wpt)
Sy cos(w.lt) sin(wat) SO, cos(w'zt) sin(w,t) ... Sy si‘n(cunzf)2
ja 2, o(t)y(t) = ) ]
Zi\; cos(wit)y(t)
Zi\il cos.(wnt)y(t)
21{\;1 sin(wit)y(t)
_Zivzl sin.(wnt)y(t)_

Kisinnettivissi neliomatriisissa S| ¢(t)¢(t)T on siis termeji

N

Z cos(wyt) cos(wyt)
t=1
N

Z sin(wyt) sin(wyt)

t=1

Z cos(wgt) sin(wpt).

t=1



Kaytetdan hyviaksi kulmien summan ja erotuksen laskentakaavoja, niin saadaan
lausuttua ndméa summissa esiintyvéat tulotermit muodossa

cos(a) cos(B) = =(cos(av — B) 4 cos(a + B))
sin(a) sin(B) = = (cos(a — 3) — cos(a + f3))
sin(a) cos(f) = =(sin(a — B) + sin(a + f))

[N R NN e NS

Tutkitaan siis summia

N 21
k—p)—t

o (1-02)

ja

ZN:sm <(k - p)%t) |

t=1

Kiinteilld & ja p kulma juoksee diskreetisti yhden jakson verran, kun ¢ € {1,..., N},
jolloin ndm& molemmat summat meneviat nolliksi, mikali & # p. Jos k& = p niin
ensimméinen lauseke saa arvon cos(0) = 1 ja jélkimméinen arvon sin(0) = 0.

Siten
N

N
Z cos(wit) cos(wpt) = E(Sk,p
t=1
N
N
Zsin(wkt) sin(wyt) = 5(5@
t=1
N
Z cos(wyt) sin(wyt) = 0,
t=1
missé 0z, = 1, kun £ = p ja 0 muuten. Néin saadaan, ettd kddnnettdva matriisi
onkin 2N x 2N-diagonaalimatriisi (diagonaalilla termejd N/2), jolloin

>0, cos(wit)y(t)] (>0, cos(wit)y(t)]
i (ﬂ]> -1 2%1 cos.(wnt)y(t) _ 2 2%1 COS.(wnt)y(t)
2 > ey sin(wit)y(t) N | > sin(wit)y(t)

| >0 sin(wnt)y(t) >0 sin(wat)y(t)



