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MS-E2129 Systeemien identifiointi
9. harjoituksen ratkaisut

1. (i) Tarkasteltava malli voidaan siis kirjoittaa muodossa
y(t) =ay(t — 1) +bu(t — 1) +e(t),

eli
a

y(t) = [yt —1) wu(t—1)] {b] +e(t) = ¢T(1)0 + e(t).

Nyt kdytossimme on havainnot y(t), t = 1,..., N, jolloin kokoamalla y(t):t,
¢(t):t ja virhetermit e(t) vektoreiksi ja matriiseiksi y, ¢ ja e saadaan, ettd

eE=Y— gb@,
missé siis
y(1) u(1)

y(N —1) u(N—1)
Nyt PNS-estimointi tuottaa parametriestimaatin
b=(6"0)"0"y.

Tarkastellaan ensin harhaisuus, eli se, onko E6=0. Nyt kannattaa kirjoittaa
parametriestimaatti hieman eri tavalla:

0= (¢"0) "6 (00 +¢) =0+ (") ¢,

eli siis harha

_ _[ Sy(? Yyl >} S y(i)eli +1)
Sy(@u(i) > u(i)? S u(i)e(i + 1)
1 [— u(i)? zyu)u(iny(we(m)
det 7o | X y(iu(i) — S y(i)? | [ S uli)ei +1)
_ 1 [—Zu<z2z<y<z‘>e<z+1>>+ <y<z‘>u<z>>2uz>e<z+1>)}
det 7o | S (y(iu(i)) S (y(@)e(i + 1)) — Y y(i)> S (uli)e(i + 1))



Nyt esimerkiksi

N-1 N-1 N-1N-1

_ y(i)u(i) 4 u(i)e(i + 1) y(i)u(i)u(j)e(j + 1),
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<.
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joten edellisissd summissa esiintyy ristitermeji y(i)e(k), missd i > k. Ndiden
odotusarvo ei ole nolla, joten estimaatti on harhainen.

Kuitenkin, jos N — oo niin

A 1

0_06 —Var[u|Re, (1) + Cov[y, u]Re,(1)

Var[y|Var[u] — Covl[y, u)? [ Covly, u|Rey (1) — Var[y|Re, (1)

koska R, (1) = 0 ja Rey(1) = 0 (e(t) on valkoista kohinaa ja y(t) sekd wu(t)
eivit voi riippua tulevasta e(t 4+ 1)). Siten estimaatti on tarkentuva.
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(ii) Nyt mallina on
y(t) =ay(t — 1)+ bu(t — 1) + e(t) — ae(t — 1).

Koska suuretta e(t) ei voida mitata, ei parametria a voida estimoida suoraan
termistd ae(t — 1), vaan tdmé sisillytetdan virhetermiin. Merkitddn v(t) =
e(t) — ae(t — 1), jolloin

y(t) =ay(t — 1)+ bu(t — 1) + v(t),

missi v(t) on autokorreloitunut virhetermi.
Kuten edelld saadaan PNS-estimaatiksi

b= (0"0)"¢"v

eiké siten tédssdkéadn tapauksessa estimaatti ole harhaton. Lisdksi virhetermi v
ei nyt ole valkoista kohinaa, jolloin R, (1) # 0 (seké y(t) ettéd e(t+1) riippuvat
e(t):std) ja siten estimaatti ei ole tarkentuva.

Perusongelma on se, ettd virheen mallia ei huomioida asianmukaisesti.

2. Mallin ennustevirhe voidaan kirjoittaa muodossa
CFe(t) = FDy(t) — BDu(t),

jota derivoimalla saadaan (huomaa, ettd € on funktio parametreista):

aii OF a;i.) = —Duft — i)

3?01- t Fe(t —1) +CFa§£i) —0

a(zi : CF@;C(Z? = Fy(t —i) — Bu(t — 1)
aafi : Ce(t — i) +CF85;Z) Dy(t — ).



Téastéd saadaan ratkaistua kysytyt derivaatat:

a;gf) - %(—Du(zﬁ — 1)) = —%U(t —1)
P — (Rl =) = el
a;é) e (Fy(t — i) — Bu(t — )
C;D(pr(t—z) BDu(t — 1))
C;D(C’Fs(t—z)) Selt— )
8;;? ch( Ce(t — i) + Dy(t — 1))
= G (~CFe(t —i) + FDy(t — i)
:C;Q( BDult — i) = Zult — ).

3. V() neliéllinen approksimaatio pisteen 6% ympiiristossi:
V(0) ~ Qv (6,0%) = V(6") + V'(0)(0 — 0") + %v"wk)(e — )2,

Taméan minimi saadaan gradientin nollakohdasta:

an(Q,Qk)_ 1(nk 1 ( nk kY _
g = VIO VN0 - 04 =

=0 — Qk — —V”(Qk)_lvl(ek)
=0 = Qk o V//(ek)—lvl(ekz)
Tamé& on sama kuin Newton-Raphson algoritmi vakioaskeleella ay = 1.

4. a) Mittausjérjestely on esitetty kuvassa 1. Nyt 7 saadaan ratkaistua helposti yhtiaikaa
(x,y, z)m kanssa yhtéloryhmésté:

(s11 = 2)° + (512 = 9)* + (513 — 2)° = (11 — 7)?
(521 = )" 4 (502 — ) + (523 — 2)° = (12 — 7)?
(531 — )% + (532 — y)* + (833 — 2)% = (13 — 7)°
(501 = )" + (542 = 9)* + (503 — 2)° = (ra = 7)?,

eli 3d-paikannukseen tarvitaan neljén satelliitin mittaustulos.

b) Oletetaan nyt, ettd satelliitteja on N > 4 kappaletta, ja mittauksissa kohinaa.
Satelliiteilta saadaan etdisyysmittaukset

Ri= /(s — @)%+ (s — )2+ (sis — 2)2 + T + &

Siten meillda on malli

R=f(S,X)+¢
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Kuva 1: Tehtédvén 4 GPS mittausjarjestely

missd R = [Rl o RN]T ja paikkamatriisi

SN1 SN2 SN3

ja X = [x Yy z T]T. Estimoidaan X iteratiivisella linearisoinnilla. Linearisoi-
daan malli:

AR = g—;;(s, X")AX + ¢ (tdmé on muotoa y = ¢ + e),
missi AR = R— R*, AX = X — X* ja tdhdelld indeksoinnit viittaavat edellisen

iteraatiokierroksen ratkaisuihin.
o) *
1. Laske £L(S, X*)
2. Laske AR mittausten avulla.
3. Oletetaan g; ~ N(0,07) sekél ¢; ja ¢; riippumattomiksi kun ¢ # j. Laske
painomatriisi W = diag <i>

2 .
9;

ox "V ax
timaatti lineaarisoidulle systeemille.
5. Paivitd X* = X* 4+ AX
6. Jos ||[AX|| ”pieni”, lopeta; Muuten mene kohtaan 1.

-1
4. Laske AX = (ﬂTWﬁ> g—)f(WAR, eli yleistetty PNS (GLS) parametries-

Huomaa, ettd menetelmésséa tarvitaan alkuarvaus X:lle. Jos paikannin liikkuu
hitaasti voidaan alkuarvauksena kayttéaéd edellisen hetken paikkatietoa. Muuten
joudutaan approksimoimaan mittaushistoriasta paikantimen liiketilaa.



5. Lasketaan ensin b derivoimalla V = SOV AN (y(t) —bu(t))? ja etsimiilli nollakohta:

= 32Ny (#) — bu(t))(—u(t)) = 0

b
S ATy u(t) = by AT u(t)? =
i A y(@ult)
S ANty ()2

Tasta voidaankin sitten laskea varianssi

Var[b] = E[(b — b)?]

B AN (bult) + e())ult) |
=5 (0 0 )]

Z)\N—tu +)2

SN (i) S A te(tu()
=5 | (-1 e~ E )]
(5 A e(t)u(t))’
S >2>2]
B[S A e(tult) (A e(s)u(s))]
(= A —u()?)?
B[S AN e(t)els)u(t)u(s))]
(& A u(t)2)?

Z)\QNt () B
= S vty Koska Ele(t)e(s)] = o

Kun A = 1, niin Var[b] = > (t)Q ja limy_ o Var[b] = 0.

Néytetddn sitten, ettd jos A < 1, niin on olemassa u, s.e. varianssi ei mene nollaan.
Valitaan u(t) = a. Talléin
. Z)\Q (N—t) CL2 1 Z)\Q(N—t)

1
Var(b] = (> AN-1g2)2 - E(Z AN—1)2 T2 (S -2

Kayttden geometrisen sarjan kaavaa, saadaan

. L 1/(1=X) T (1=A)2 11—
A Varlb] = e o T @ 1o @A)

OO
oA

6. Tehtdvin mittausdata (sisdéénmeno ja ulostulo) ovat kurssin kotisivulla tallennet-
tuina tiedostossa las09t7.mat.

Olkoot A, B, C', D, E ja F taaksepainsiirto-operaattorin polynomeja, ja néitd vas-
taavat asteluvut na, ng, ng, np, ng ja ng. Talloin:
a) ARX-malli:
Alq)y(t) = B(q)u(t) + e(t).
Mallin voit estimoida Matlabissa esimerkiksi funktiolla arx. Mallin valinnassa
voit kiyttdd apuna Matlab-funktiota selstruc.
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b) OE-malli:
y(t) = %u(t) ().

Matlabissa kédyta funktiota oe.
¢) ARMAX-malli:
Alq)y(t) = B(q)u(t) + C(g)e(t).
Kaytd Matlabin funktiota armax.
d) BJ-malli:

Matlab-funktio bj.

Lopuksi voit tarkastella funktiota las09t7gen, jossa ndytetdan miten ulostulo on
generoitu. Havaitset, ettd todellinen jarjestelmé on epélineaarinen ja siten mikééan
malli ei oikein istu dataan.



