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MS-E2129 Systeemien identifiointi

11. harjoituksen ratkaisut

1. a) Mallin kertaluvun valinnassa voidaan kayttdd apuna informaatiokriteereja. Ne

voidaan yksinkertaisimmillaan mieltdd minimoitavina funktioina, jotka sisaltavét
sovitetun mallin neliGvirheen ja lisdksi mallin parametrien méaérésta riippuvan
sakkotermin. Merkitédéin estimoitavaa parametrivektoria :1la. Informaatiokritee-
rit ovat yleensd muotoa

f(d,N)e"e,
missi d on estimoitavien parametrien méiré, /N havaintojen maérié ja ¢ sovitteen
residuaalit. T&lloin voidaan valita parametrit ja sovitettavan mallin kertaluku

(i) Akaiken informaatiokriteerilld (AIC):
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(ii) Ennustevirhekriteeri (FPE):
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(iii) Rissasen minimipituus:
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Tarkastellaan nyt eri malleilla informaatiokriteerin arvoja. Tehtavaan liittyva
data on tiedostossa lasl1tldata.m. Informaatiokriteerien arvot lasketaan Matlab-
funktiolla laslltla.m.

Luonnollisesti ottamalla lisdéa parametreja malliin saadaan nelivirhe pienemmaéksi.
F-testissd idena on arvioida neliévirheen pienenemisen merkitsevyytta tilastolli-
sesti.

Olkoot mallirakenteiden neliovirheet Vi ja V2. Nyt olettaen, ettd virhetermit
ovat valkoista kohinaa on suure

vl . V2

Vx
appriksimatiivisesti y2-jakautunut vapausastein ds — d;, jos N on riittdvin suu-
ri. Nyt luottamustasolla a neliGvirheen pieneneminen ei ole tilastollisesti merkit-

seviid, jos © < x2(dy — dy). Tavallisesti kiiytetddn y2(1) = 2.



Lopuissa tehtavissa sovelletaan pddosin jo aiemmin opittua, ja keskitytddn identi-
fiointiprosessiin kokonaisvaltaisesti.

Otetaan hiukan muistin virkistysta: Ristikovarianssi z:n ja y:n vélilld mééritelladn
seuraavasti:

Ray(t) = Elz(r)y(r + 1)),
ja jos x = y niin puhutaan autokovarianssista.

Ristikovarianssi voidaan estimoida datasta kaavasta:
. 1
Ry = N Z z(T)y(T + 1)

Valkoinen kohinahan on korreloimatonta. Siten, jos e(t) on valkoista kohinaa, niin

{ o2, kunt=0;

0, muuten,

R..(t) =

on e(t)m ja z(t):n vilinen kovarianssi. Erityisesti, jos * = e niin ¢, on

. . 2
missé o2,
kohinan varianssi.

Autokorrelaatio méaaritellddn seuraavasti:

Ry (1)

Rus(0) Ry, (0)

ray(t) =

Systeemin taajuusvastetta voidaan tarkastella Boden diagrammilla, jossa piirretdéan
systeemin vahvistus ja vaihesiirto

|G (iw)| ja arg G(iw)
taajuuden w funktiona yleensé logaritmiselle asteikolle.

. Tasséa tehtdvissa voi kdyttad apuna Matlabin System Identification Toolboxia. Mal-
lipohja l6ytyy laskuharjoituksiin liittyvistd tiedostoista nimelld las11t2.sid. Vaih-
toehtoisesti voi kiyttda tiedostoa LH11T2.m.

a)-b) Sovitetaan ensin malli, jonka jilkeen voidaan estimoida Ree ja f{eu.
Tilastollisin menetelmin voidaan testata poikkeaako kovarianssi merkitsevésti
nollasta. Olettaen, ettd residuaalit ovat valkoista kohinaa on autokorrelaa-
tio approksimatiivisesti (0,%)—normaalijakautunut ja siten autokorrelaation
95%luottamusvilin leveydeksi saadaan

1.96
i
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Jos siis estimoitu autokorrelaatio |re.(t)| < 1'—\/'%? niin se ei poikkea tilastollisesti
nollasta.

Toinen, tarkempi, tapa on kayttiaé testisuuretta

K

Q=N r2(t)~x*K),

todistus sivuutetaan téssdkin tapauksessa.



¢) Nyt jos resuduaalit ovat valkoista kohinaa on 6 ~ N (6, %(nggzﬁ)*l), jolloin pa-
rametriestimaateille voidaan hakea haluttu luottamusvali normaalijakaumasta.

d) Piirretééin |G(iw)| ja arg G(iw).

3. Tassé tehtédvissé oletetaan, ettéd tarkasteltava systeemi on muotoa

y(t) = —ary(t —1) — - —apy(t —n) + byu(t — 1) + - - - + byu(t — n),

eli huomaa, ettd n = n, = n,. Ratkaisussa kannattaa hyodyntda MATLAB-tiedostoa
LH11T3.m, joka puolestaan kutsuu muita funktioita.

a)

Hankel matriisitekniikassa ideana on kéyttda hyvéksi tietoa, ettd systeemin im-
pulssivaste h(t) riippuu lineaarisesti n:sté edellisesté arvosta h(t—1), ..., h(t—n),

eli
n

h(t) = a(j)h(t - j)

j=1
Siten Hankel-matriisin
h(k) hk+1) ... hk+1-1)
H(LK) = h(k:'+1) hk+2) ... h(k“+ [)
h(k+.l—1) h(k+él—2)

rangi H(l, k) = n, kun [ > n. Silloin det H(l, k) = 0 kun I > n.

Kéytédnnossé on siis testattava milld :n arvoilla det H (I, k) = 0. Liséksi on tapana
keskiarvottaa H (I, k) km yli, eli tarkastella matriisin H(l) = ~ >, H(l, k) deter-
minanttia, joka on kohinaa, kun [ > n. Haetaan siis suurin [, jolla det H(l) % 0.

Impulssivaste voidaan estimoida kéyttden Wiener-Hopf yhtéloa (vertaa lh 7/3),
jonka avulla saadaan:

Kayté tiedostoja imp.m ja hank.m.

Tulomomenttimatriisitarkastelussa oletetaan, etta heréte u on jatkuvasti herdttava
kertalukua véahintdan n + 1.

Tutkitaan matriisia

B0 y(1) u(l) (1)
() = y(l+1) ... y(2) Du(l+1) .. u(2)
| y(N) y(N=1+1) ¢ u(N) ... u(N-I1+1)]

jolloin u-sarakkeet ovat jatkuvasti herdttavyysoletuksen nojalla lineaarisesti riip-
pumattomia, kun [ < n+ 1. Nyt haetaan suurin I*, jolle U(I*) on tayttéd rankkia,
jolloin n = I*. Jos U(l) on rankkia ! niin silloin neliématriisi A(1) = +U” ())U(1)
on myos rankkia [. Siten voidaan ekvivalentisti hakea suurin [ s.e. det A(l) # 0.

Kayta tiedostoa prodmom.m.



4. Edellisen tehtédvan dataan on lisétty kohinaa, jotta estimaatit siséltaisivit epavarmuutta.
Ratkaisussa kannattaa hyodyntdd MATLAB-tiedostoa LH11T4.m, joka on jaettu
kolmeen lohkoon, yksi jokaista osatehtévéa varten.

a) Aloitetaan parametrien kovarianssimatriisin tarkastelulla. Lineaarinen systeemi
voidaan tuttuun tapaan kirjoittaa muodossa

y="0"9+e,
josta saadaan parametriestimaateiksi
0= (0"¢) "¢y,
ja kovarianssimatriisiksi v
A ~1
Cov[d] = ~ (o79)

missi. A2 on kohinan varianssi. Kovarianssimatriisin diagonaalilla on paramet-
riestimaattien varianssien estimaatit 67, joista saadaan parametriestimaattien
hajonnat &; .

Mikéli mallin residuaalit e(t) ovat valkoista kohinaa, ovat parametriestimaatit
normaalijakautuneita, ja niille voidaan muodostaa 95% luottamusvalit

0; + 1.960.

Mikéli 0 kuuluu tdhan luottamusvaliin, ei parametriestimaatti poikkea tilastol-
lisesti merkitsevisti nollasta, ja sité ei tulisi ottaa mukaan malliin.

b) Simuloinnilla viitataan tédssd yhteydessa kvalitatiiviseen tarkasteluun, jossa piir-
retddn mittaukset ja mallin antamat tulokset samaan kuvaan. Tamé tarkastelu
on itseasiassa syyté suorittaa aina, kun dataan on sovitettu malli.

¢) Tutkimalla mallin residuaaleja saadaan arvokasta tietoa mallin istuvuudesta to-
dellisuuteen. Residuaalien siis pitéisi olla periaatteessa valkoista kohinaa. Kvali-
tatiivisesti on ensin syyté plotata residuaalit.

Tamaén jalkeen lasketaan autokorrelaatio, jonka siis pitéisi olla

o%, kun i =0;

Rec(1) = { 0, muuten.

Luonnollisesti autokorrelaatio ei mene tarkasti nollaksi kun ¢ # 0, mutta sen
tulisi olla lahelld sitd. 95% luottamusvali on
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Toinen tapa olisi tutkia testisuuretta

SR (t )
QZN;#(E)))QNX(K).



