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8.9. Tilastolliset testit ja mitta-asteikot

Tilastollisella testauksella tarkoitetaan tutkimuksen kohteena olevasta perusjoukosta esitettyjen
vaitteiden tai oletuksien asettamista koetteelle havai nnoista saatua infor maatiota vastaan.

Perugoukosta esitetyt véitteet tai oletukset on tilastollisessa testauksessa puettava tutkimuksen
kohteena olevan perusjoukon alkioiden ominaisuuksien vaihtelua perusjoukossa kuvaavien toden-
nakoisyysakaumia tai niiden parametreja koskeviksi hypoteeseiksi. Tilastollinen testi on paatds-
saanto, joka sanoo onko hypotees hylattava vai e havainnoista saadun informaation valossa.

Testi mittaa hypoteesin ja havaintojen yhteensopivuutta.

Tarkastelemme téssa luvussa tilastollisen testiteorian peruskasitteita seké tarkastelemme esitetytyn
teorian havainnollistuksena normaalijakauman parametreja koskevien hypoteesien testaamista.

Avainsanat:

Ensimmaisen lajin virhe, Frekvenssitulkinta, Havainto, Hylkdysalue, Hylkaysvirhe, Hypoteesi,
Hyvaksymis-alue, Hyvaksymisvirhe, Jarjestysasteikko, cz-jakauma, c*-testi, Kaksisuuntainen vaihto-
ehtoinen hypoteesi, Kriittinen arvo, Kriittinen raja, Laatueroasteikko, Maailman tila, Merkitsevyys,
Merkitsevyystaso, Mitta-asteikko, Nollahypoteesi, Normaaliarvo, Normaalijakauma, Odotusarvo,
Otantamenetelma, Otos, Parametri, p-arvo, Perusjoukko, Satunnaisotos, Suhdeasteikko, t-jakauma,
t-testi, Testausasetelma, Testi, Testin tulos, Testisuure, Tilastollinen hypoteesi, Tilastollisten
hypoteesien testaus, Todennakdisyysjakauma, Toisen lajin virhe, Vaihtoehtoinen hypoteesi,
Varianssi, Voimakkuus, Valimatka-asteikko, Yksisuuntainen vaihtoehtoine hypoteesi, Yleinen
hypoteesi
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8.1. Tilastollisen testauksen idea

Tilastollisen testauksen lahtokohta
Lahtdkohta:
Tutkimuksen kohteena olevasta perugoukosta on esitetty jokin véite tai oletus.
Kysymys:
Miten esitettya vaitetta tai oletusta voidaan testata?
Vastaus:

Véitettd tai oletusta voidaan testata tilastollisesti, jos véite tai oletus voidaan pukea
tutkimuksen kohteena olevan perug oukon ominaisuuden vaihtelua perus oukossa
kuvaavaa todennakdisyysjakaumaa tai sen parametrega koskevaks oletukseks eli
hypoteesiksi.

Olkoon X tutkimuksen kohteena olevan perusjoukon jonkin ominaisuuden vaihtelua perusjoukossa
kuvaava satunnai smuuttuja ja olkoon satunnaismuuttujan X todenndkai syys akauman piste-
todennakdisyys- tai tiheysfunktio

f(xq)

jossa g on funktion f muodon méaérdava tuntematon parametri. Yksinkertaisissa testausasetelmissa
kiinnostuksen kohteena on hypoteesi, jonka mukaan parametrilla g on arvo go.

Miten todennakdisyygakauman f(x;g) parametria g koskevaa hypoteesia

q= G
voidaan testata tilastollisesti? Tilastollisessa testauk sessa hypoteesi g = ¢, asetetaan koetteelle
havaintojen todennakdi syys akaumasta f(x;q) sisaltdmaa informaatiota vastaan.
Satunnaisotos

Oletamme jatkossa, etta havainnot

X1, X2y oon s X
muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta, jonka pistetodenngkoisyys- tai tiheysfunktio on

f(x;q)
Taloin X, , Xz, ..., Xy ovat riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joillaon
sama pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x;q):

Xy, X, K, X, A

X, f(x;9),i=12K,n

Tavoitteenamme on testata tilastollisesti muotoa
qa= G

olevaa parametrista hypoteesia. Testin suorittamista varten valitaan testisuure, joka mittaa
satunnaismuuttujien

xll x21 ,xn
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havaittujen arvojen
Xey X2y oeey Xn

jahypoteesin g = g, yhteensopivuutta. Hyva yhteensopivuus merkitsee sita, etté havainnot ovat
sopusoinnussa oletuksen g = gy kanssa ja huono yhteensopivuus merkitsee sitg, etta havainnot ja
oletus g = g, ovat ristiriidassa keskendan.

8.2. Tilastolliset hypoteesit

Kun todennakdisyysgakauman parametreja koskevia véitteita tal oletuksia testataan tilastollisesti,
testausasetelman kiinnittdmiseks on tehtava seuraavat kolme oletusta:

() Testausasetelmaa koskevat perusoletukset, joista pidetéaan kiinni testauksen aikana,
muodostavat testin yleisen hypoteesin.

(i) Testattavaa oletusta kutsutaan nollahypoteesks.

(i) Vaihtoehtoinen hypoteesi on oletus, joka astuu voimaan, jos nollahypotees hyl&taan
testissa.

Yleinen hypoteesi

Yleiset testausasetel maa koskevat oletukset muodostavat testin yleisen hypoteesin H. Yleinen
hypoteesi H sisdltda oletukset

perug oukosta
otantamenetel masta
perugoukon jakaumasta

Yleisen hypoteesin H oletuksista pidetaan kiinni koko testauksen ajan, mik& merkitsee sita, etta
tilastollinen testaus tehdaan aina ehdollisesti yleisen hypoteesin H oletusten suhteen.

Huomautus:

Y leisen hypoteesin sisdltamia jakaumaoletuksia voidaan ja on tavallisesti myos syyta
testata erikseen; ks. esimerkiksi lukua Y hteensopivuuden, homogeenisuuden ja
rilppumattomuuden testaaminen.

Nollahypoteesi

Sité perugoukon jakauman parametrega koskevaa véitetta ta oletusta, jota halutaan testata
kutsutaan nollahypoteesiksi. Nollahypoteesille kaytetaan tavallisesti merkintda H .

Testissa nollahypoteesi Hy asetetaan koettee le havaintojen perugoukon jakaumasta sisdltamaa
informaatiota vastaan. Nollahypoteesista H, pidetaan kiinni, elleivét havaintojen siséltdmét todisteet
nollahypoteesia vastaan ole kyllin voimakkaita.

Olkoon
f(x;q)

tutkimuksen kohteena olevaa perugoukon ominaisuutta kuvaavan todennakaéi syygakauman piste-
todennakadisyys- tai tiheysfunktio. Yksinkertaisissa testausasetel missa nollahypoteesi on muotoa

Ho: =
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Huomautus:
Nollahypoteesit ovat yksinkertaisissa testausasetelmissa muotoa” on sama” tal muotoa
"el oleeroa’.

Vaihtoehtoinen hypoteesi

Vaihtoehtoinen hypotees H; on oletus, joka astuu voimaan, jos nollahypotees Hy hylataan.

Vaihtoehtoinen hypotees voidaan tavallisesti muotoilla usealla eri tavalla. Jos nollahypoteesi on
muotoa ”on sama” tal "ei ole eroa”, vaihtoehtoinen hypotees on tavallisesti muotoa ”el ole sama”
tal "on eroa’.

Kun tilastollista testia tehdaén, toivotaan usein, etta nollahypotees voidaan hylé&ta ja vaihtoehtoinen
hypoteesi hyvaksya. Vaihtoehtoisen hypoteesin hyvaksyminen merkitsee yleensa informaation
lisdantymista.

Jos nollahypotees on yksinkertaista muotoa

Ho: q= o
vai htoehtoinen hypoteesi voidaan muotoilla seuraavilla kolmella tavalla:
(i) Hi:g> g
(i) Hi:g< g
(i) Hi:g! @

Tapauksissa (i) ja (i) sanomme, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi on yksisuuntainen. Tapauksessa (iii)
sanomme, etta vaihtoehtoinen hypotees on kaksisuuntainen.

Huomautus:

V aihtoehtoisen hypoteesin muoto vaikuttaa tavallisesti siihen tapaan, jolla testi
suoritetaan.

8.3. Tilastolliset testit ja testisuureet

Testi

Tilastollinen testi on paattssaanto, joka kertoo jokaisessa yksittéisessa testaustilanteessa eli
jokaiselle otokselle, onko nollahypotees Hy hyléttévavai ei.

Testisuure

Tilastollinen testi perustuu aina testisuur eeseen, joka mittaa havaintojen ja nollahypoteesin

Ho yhteensopivuutta. Testisuure on satunnaismuuttuja, jonka arvo riippuu havainnoista ja nolla-
hypoteesista H,. Havaintojen ja nollahypoteesin Hy yhteensopivuuden mittaaminen tarkoittaa sita,
etta tutkitaan kuinka todennékdista on saada sellaisia testisuureen arvoja kuin on saatu. Tama
vaatii testisuureen jakauman tuntemista.

Jos havaintojen ja nollahypoteesin Ho yhteensopivuus on testisuureella mitattuna hyva, nolla-
hypoteesi H, jatetaan voimaan. Jos havaintojen ja nollahypoteesin Ho yhteensopivuus on testi-
suureella mitattuna huono, nollahypoteesi Hy hylataan ja vaihtoehtoinen hypoteesi H; hyvaksytaan.

Testisuureen odotusarvoa nollahypoteesin Hy pétiessa kutsutaan testisuureen normaaliarvoksi. Jos
testisuureen havaittu arvo on l&hell& testisuureen normaaliarvoa, havainnot ovat sopusoinnussa
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nollahypoteesin Hy kanssa. Jos testisuureen otoksesta méérétty arvo poikkeaa merkitsevasti
testisuureen normaaliarvosta, havainnot sisaltavat todisteita nollahypoteesia H, vastaan.

8.4. Virheet testauksessa

Hylkaysvirhe

Jos nollahypoteesi Hy hyléataan silloin, kun se on tosi, tehddan hylkaysvirhe. Hylk&ysvirheen
todennakadisyys a on ehdollinen todennékdisyys

Pr(Ho hyldt&dan | Ho ontos) = a
Hylk&ysvirheen todenngkdisyyden a komplementtitodennakdi syys
Pr(Ho hyvaksytddn | Hoontos) =1—a
on todenndkdisyys hyvaksya nollahypotees silloin, kun se on tosi.
Tilastollisessa tutkimuksessa noudatetaan tieteen yleista varovai suusperiaatetta:
Hypoteesg a el saa hylata ilman riittavia syita.
Siks nollahypoteesin Hy virheellisen hylkdyksen todenndkoi syys halutaan tehda tilastollisessa
testauksessa mahdollisimman pieneksi. Siks havainnoilta vaaditaan vahvoja todisteita nolla-
hypoteesia Hy vastaan ennen kuin se suostutaan hylkaamaan.
Hyvaksymisvirhe

Jos nollahypotees Hy jatetédn voimaan silloin, kun se @ oletos, tehddan hyvaksymisvirhe.
Hyvaksymisvirheen todennakadisyys b on ehdollinen todenndkoisyys

Pr(H, jatetdan voimaan | Hp ei oletosi) = b
Huomautus:
Hylk&ysvirheen todenndkdisyys a ja hyvaksymisvirheen todenndkoisyys b eivat ole
toistensa komplementtitodennakdisyyksia.

Testin voimakkuus

Pr(Ho hyldtdan | Hp ei oletos)) =1- b

kutsutaan testin voimakkuudeksi. Hyva testi on voimakas, koska voimakkaalla testilla on pieni
hyvaksymisvirheen todennékoisyys b . Testin voimakkuus (1 - b) riippuu tavallisesti testattavan
parametrin todellisesta arvosta.

Testin voimakkuutta testattavan parametrin arvojen funktiona kutsutaan voimakkuusfunktioks;
esimerkki: ks. kappaletta Y hden otoksen t-testi luvussa Testg a suhdeasteikollisille muuttujille.

1. ja 2. lajin virheet

Koska testia tehtdessa pyritdan ensisijaisesti varomaan sitd, etté nollahypotees Ho hylatéan silloin,
kun se on tosi, hylkaysvirhetta kutsutaan usein enssimmaisen lajin virheeksi. Taloin hyvaksymis-
virhetta eli sitd, etta nollahypotees Ho hyvaksytaan silloin, kun se ei oletosi, kutsutaan toisen lajin
virheeksi.
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Testin tulos ja maailman tilat
Maailman tilat jatestin tulokset voidaan ryhmitella seuraavaks nelikentaksi:

Maailman
tila

Nollahypoteesi | Nollahypoteesi

patee ei pade
Nollahypoteesi Oikea Hyvaksymis-

Testin jda voimaan johtopé&atos virhe

tulos Nollahypoteesi | Hylkaysvirhe Oikea
hylataan johtopéaatos

Testin hylkays- ja hyvaksymisalueet

Kun testi formuloidaan paattssaantong, testia varten konstruoidun testisuureen mahdollisten
arvojen joukko jaetaan kahteen osaan, hylkéysal ueeseen ja hyvaksymis-al ueeseen:

()  Jostestisuureen havainnoista méérétty arvo joutuu hylkaysalueelle, nollahypotees Ho
hyl &taan.

(i)  Jostestisuureen havainnoista méérétty arvo joutuu hyvaksymisalueelle, nollahypoteesi Ho
jatetdan voimaan.

Huomautus:

Testisuureen mahdollisten arvojen joukon jako hylkays- ja hyvaksymisalueisiin ei saa
riippua havainnoista.

8.5. Merkitsevyystaso ja testin hylkaysalue

Merkitsevyystaso

joutuu hylkaysalueelle, jos nollahypotees Ho pétee.

Jos testisuureen havainnoista maarétty arvo joutuu nollahypoteesin H, pétiessa hylk&ysalueelle,
nollahypoteesi Hy hylétaén virheellisesti ja seurauksena on hylk&ysvirhe, jonka todenndkdisyys on a.
Tavallisesti testin hylkdysalue méarataan kiinnittamalla testissa kaytettéva merkitsevyystaso a
etukéteen so. jo ennen havaintojen keraamistd; ks. kappaletta Eamerkki: Normaalijakauman
parametrien testaaminen.

Merkitsevyystason frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta yleisen hypoteesin H liséksi myds nollahypoteesi H, pétee testausasetelmassa ja etté
olemme valinneet testin merkitsevyystasoksi luvun a. Toistetaan otantaa ja sovelletaan jokaiseen
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keskimaarin
a %:ssa
otoksia, vaikka nollahypoteesi Hy koko ajan péatee.

Tavanomaiset merkitsevyystasot

Koska testeissa halutaan ensisijaisesti suojautua hylk&ysvirhetté vastaan, testin merkitsevyystasoks a
on tapana valita pienia lukuja.

Ns. tavanomaiset merkitsevyystasot ovat
a=0.05
a=0.01
a=0.001

(i)  Jos nollahypotees Hy voidaan hylata merkitsevyystasolla a = 0.05, sanotaan:
Testisuureen arvo (tai testin tulos) on melkein merkitseva.

(i)  Jos nollahypotees H, voidaan hylata merkitsevyystasolla a = 0.01, sanotaan: Testisuureen arvo
(tal testin tulos) on merkitseva.

(iii)  Jos nollahypotees H, voidaan hylata merkitsevyystasolla a = 0.001, sanotaan:
Testisuureen arvo (tai testin tulos) on erittdin merkitseva.

Merkitsevyystasoa a valittaessa on aina syyta ottaa huomioon vééran paétoksen seuraukset.

Hylkaysalueen maarddminen yksikertaisissa testausasetelmissa

Testin hylk&ysalue riippuu yksinkertaisissa testausasetelmissa — paits valitusta merkitsevyystasosta a
— my6s vaihtoehtoisen hypoteesn muodosta.

Olkoon parametria g koskeva nollahypoteesi yksinkertaista muotoa
Ho:q=

Valitaan testin merkitsevyystasoks a ja oletetaan, etta testisuureena on (jatkuva) satunnaismuuttuja
Z. Tehdaan testisuureesta Z seuraavat oletukset:

(1) Testisuureen Z mahdolliset arvot kuuluvat véliin (a,b), jossavoi ollaa = - ¥ jaltai b = +¥.
(2a) Testisuureella Z on taipumus saada suuria arvoja, jos

q> @
(2b) Testisuureella Z on taipumus saada pienia arvoja, jos

q< @
Huomautus:

Oletukset 2a-b patevét kaikille testisuureille tassi esityksessi.

Tarkastellaan testin hylk&ysalueen méaradmista erilaisten vaihtoehtoisten hypoteesien tapauksissa.

(i)  Jos vaihtoehtoisena hypoteesina on yks suuntainen

- Testisuureen tiheysfunktio
vaihtoehto
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Hi:q> qo

niin testin hylkaysalue on muotoa
(u,b)

jossakriittinen arvo tal raja u médratdan siten, etta
Pr(Z3 u|Ho) = a

Ks. kuvaa oikealla.

(i)  Jos vaihtoehtoisena hypoteesina on yks suuntainen

: Testisuureen tiheysfunktio
vaihtoehto

Hi:g< g

niin testi hylkaysalue on muotoa
(al)

jossakriittinen arvo tai rajal maarétéan siten, etta a
Pr(ZEI|Hy) =a

Ks. kuvaa oikealla. —
|

<]
-

\ 4

Hylkaysalue Hyvaksymisalue

(iii) Jos valftoehtoisena hypOteeSina on kaksisuuntainen Testisuureen tiheysfunktio

vaihtoehto

Hi:qg' @
niin testin hylkaysalue on muotoa

(a,)E (u,b)
jossakriittiset arvot tai rajat | jau mégrétaan siten, | 22 al2
etta \ l-a

Pr(Z3 u|Ho) = Pr(ZE£1|Ho) = al2 _
Ks. kuvaa oikealla. | u

| |
| | >
Hylkdysalue Hyvaksymisalue Hylkaysalue

N

Jos testisuureen Z jakauma on symmetrinen origon suhteen, niin edella esitetyille kriittisille arvoille
patee:
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|l =-u
Huomautus:

Todenndko6isyydet kohdissa (i)-(iii) ovat ehdollisiatodennakdisyyksig, joissa ehto-
tapahtumana on se, etta nollahypotees H, pétee. Siten todennak6isyydet madarétaan
testisuureen Z jakaumasta, kun jakaumaa méaréttaessi oletetaan, etté nollahypoteesi Hy
pétee.

8.6. Testin p-arvo

p-arvo

Nollahypoteesin hylké&minen voidaan perustaa etukéteen valitun merkitsevyystason ja sitd vastaavan
hylké&ysalueen madaraémisen sijasta testin p-arvoon.

Testin p-arvo on pienin merkitsevyystaso, jolla nollahypoteesi Ho voidaan hylata.

Tilastolliset ohjelmistot tulostavat nyky&an |ahes aina sovellettavien testien p-arvot ja siks p-arvojen
ké&yttd on |ahes kokonaan syrjayttanyt etukateen valittujen kiinteiden merkitsevyystasojen k&yton.

Testin p-arvo médratdan seuraavallatavalla:
(i) Lasketaan valitun testisuureen arvo havainnoista.

(i) Maarétéan — olettaen, ettd nollahypoteesi H, péatee — todenndkoisyys sille, etta
testisuure saa
(normaaliarvoonsa verrattuna) niin poikkeuksellisen arvon kuin se on saanut tai viela
poikkeuksellisempia arvoja.

Jos testin p-arvoksi saadaan pieni luku, testisuure on saanut arvon, joka kuuluu — nollahypoteesin
Ho patiessa — epatodennakoisten testisuureen arvojen joukkoon. Siten nollahypotees voidaan
hylat4, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Mit& pienempi on testin p-arvo, sitd vahvempia todisteita
havainnot sisdltavét nollahypoteesia H, vastaan.

Huomautus:
Testin p-arvo maardtéén testisuureen Z jakaumasta, kun jakauma on méarétty olettaen,
etta nollahypoteesi Hy pétee.

p-arvon frekvenssitulkinta

Oletetaan, etta yleisen hypoteesin H liséksi myds nollahypoteesi Hy pétee testausasetel massa.

keskimaarin
p %:ssa
poimittuja otoksa havaittua testisuureen arvoa poikkeavamman testisuureen arvon.

p-arvo ja testi paatossaantona

Tilastollinen testi eli pdatossdanto, joka kertoo jokaisessa yksittaisessa tilanteessa eli jokaiselle
otokselle, onko nollahypotees Hy hyléttavéa vai e, voidaan perustaa seuraavallatavalatestin p-
arvoon:

() Vadlitaan pieni todennakdisyys po -
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(i) Maarétéan testin p-arvo.
Jos p < po, hyléatdan nollahypotees H, ja hyvaksytadn vaihtoehtoinen hypotees H;.
Josp 3 po, jatetédn nollahypotees Hy voimaan.

Todenndkoisyytta po valittaessa on aina syyta ottaa huomioon vaaran pddtksen seuraukset.

p-arvon maarddminen yksinkertaisissa testausasetelmissa
Testin p-arvo riippuu yksinkertaisissa testausasetelmissa vaihtoehtoisen hypoteesin muodosta.
Olkoon parametria g koskeva nollahypoteesi yksinkertaista muotoa
Ho: 9=
Oletetaan, etta testisuureena on (jatkuva) satunnaismuuttuja Z. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi,

etta testisuureen jakauma on symmetrinen origon suhteen. Tehdaan testisuureesta Z lisdks seuraavat
oletukset:

(1) Testisuureen Z mahdolliset arvot kuuluvat véliin (a,b), jossavoi ollaa = - ¥ jaltai b = +¥.
(2a) Testisuureella Z on taipumus saada suuria arvoja, jos

qa>@
(2b) Testisuuredlla Z on taipumus saada pienié arvoja, jos

< @
Huomautus:

Oletukset 2a-b péatevét kaikille testisuureille tassd esityksessa.

Oletetaan, etté testisuureen Z havainnoista maaratty arvo on z
Tarkastellaan testin p-arvon médraamista erilaisten vaihtoehtoisten hypoteesien tapauksissa.

(i)  Jos vaihtoehtoisena hypoteesina on yks suuntainen Testisuureen tiheysfunktio

vaihtoehto
Hi:q> g
niin testin p-arvo on
p="Pr(Z3 z|Hy)
Ks. kuvaa oikeala. P
1-p
|
0 z
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(i)  Jos vaihtoehtoisena hypoteesina on yks suuntainen Testisuureen tiheysfunktio

vaihtoehto
Hi:g<
niin testin p-arvo on
p=Pr(Z£z|Ho)
Ks. kuvaa oikealla. P
1-p
z 0

(iii)  Jos vaihtoehtoisena hypoteesina on kaks suuntainen

- Testisuureen tiheysfunktio
vaihtoehto

Hi:g* o
niin testin p-arvo on
2p =2 Pr(Z3 |2 | Ho)

1-2p

1
-l24 0+

Huomautus:

Todenndkoisyydet kohdissa (i)-(iii) ovat ehdollisiatodennakdisyyksig, joissa ehto-
tapahtumana on se, etta nollahypotees H, patee. Siten todennakoisyydet madarétaan
testisuureen Z jakaumasta, kun jakaumaa maaréttéessi on oletettu, ettd nollahypoteesi Hy
pétee.

8.7. Testin suorittaminen

Testin suorittaminen merkitsevyystason valintaan perustuvissa testausasetelmissa
Jos testi perustetaan merkitsevyystason valintaan, testin suorittamisessa on seuraavat vaiheet:
(1) Asetetaan testin hypoteesit:

Yleinen hypoteesi H

Testauksen kohteena oleva nollahypotees Hy

Vaihtoehtoinen hypoteesi H;
(2) Vdlitaantestiavarten testisuure.

Testisuureen tehtavana on mitata havaintojen ja nollahypoteesin Hy yhteensopivuutta.
(3) Valitaan merkitsevyystaso a jakonstruoidaan testille sité vastaava hylkaysalue.
(4) Poimitaan otos niin, etta yleisen hypoteesin H oletukset patevat.
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Jos havaintojen sisdltamét todisteet nollahypoteesia Hy vastaan ovat testisuureella
mitattuna kyllin vahvoja, nollahypotees Ho hylatéan ja vaihtoehtoinen hypotees H;
hyvaksytaan.

(5 Maaraaan valitun testisuureen arvo havainnoista.
(6) Tehdaan paatos nollahypoteesin hylké&misesta.

Jos testisuureen arvo joutuu hylkaysalueelle, hylatdan nollahypotees Hy ja hyvaksytaan
vaihtoehtoinen hypotees H; .

Jos testisuureen arvo e joudu hylkdysaluedle, jatetdan nollahypotees Hy voimaan.

Testin suorittaminen p-arvon valintaan perustuvissa testausasetelmissa

Jostesti perustetaan testisuureen arvoa vastaaviin p-arvoihin, testin suorittamisessa on seuraavat
vaiheet:

(1) Asetetaan testin hypoteesit:

Yleinen hypoteesi H

Testauksen kohteena oleva nollahypotees Ho

Vaihtoehtoinen hypoteesi H;
(2) Vdlitaan testiavarten testisuure.

Testisuureen tehtavana on mitata havaintojen ja nollahypoteesin Hy yhteensopivuutta.
(3) Poimitaan otos niin, etta yleisen hypoteesin H oletukset patevét.

Jos havaintojen sisdltamét todisteet nollahypoteesia H, vastaan ovat testisuureella
mitattuna kyllin vahvoja, nollahypoteesi Hy hylataan ja vaihtoehtoinen hypotees H;
hyvaksytaan.

(4 Maarééan valitun testisuureen arvo havainnoista.
(5 Maarétaan testisuureen havaittua arvoa vastaava p-ar vo.
(6) Tehdaan paatos nollahypoteesin hylké&misesta.

Jos testin p-arvo on kyllin pieni, hylatdan nollahypotees Hy ja hyvaksytaan
vaihtoehtoinen hypotees H; .

Jos testin p-arvo ei ole kyllin pieni, jatetaan nollahypotees Ho voimaan.

8.8. Normaalijakauman parametreja koskevat testit: Esimerkki

Esitamme tassa kappaleessa testiteorian havainnollistuksena testit normaalijakauman odotusarvolle
javariansslle yksinkertaisen laadunval vontaa koskevan esimerkin tapauksessa. Normaalijakauman
parametreja koskevia testeja kasitelldan perusteellisesti kappaleessa Testg & suhdeasteikollisille
muuttujille.

Testausasetelma

Kone tekee ruuveja, joiden tavoitepituutena on 10 cm. Ruuvien pituus vaihtel ee kuitenkin
satunnaisesti, mutta voidaan olettaa, etté pituuden vaihtelua voidaan kuvata normaalijakaumalla.
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Ruuveja tehddan koneella erind. Vamistuserda pidetdan myyntikelpoisena, jos eran ruuvien pituudet
eivat vaihtele litan paljon jaruuvit ovat keskimaarin oikean mittaisia:

Ruuvien pituuksien varianss ei saa ylittaé tilastollisesti merkitsevasti arvoa 0.01 cm?ja
ruuvien keskipituus e saa poiketa tilastollisesti merkitsevasti pituuden tavoitearvostaan
10 cm.

Ruuvien pituutta valvotaan seuraavallatavalla
(i) Jokaisestavalmistuserasta poimitaan joukko ruuveatutkittavaks kdyttéen satunnaisotantaa.
(i)  Otokseen poimittujen ruuvien pituudet mitataan.

(i) Otokseen poimittujen ruuvien pituuksien otosvarianssia verrataan arvoon 0.01 cm? ja
pituuksien aritmeettista keskiarvoa verrataan ruuvien tavoitepituuteen 10 cm.

(v)  Jos otokseen poimittujen ruuvien pituuksien varianss on liian suuri tai pituuksien
aritmeettinen keskiarvo poikkeaa pituuden tavoitearvosta liian paljon, niin koko valmistusera
hyl&taan.

Seuraavassa katsotaan, miten ruuvien pituuden valvonnassa kéytetdan hyvaksi tilastollista testausta.

Havainnot

Oletetaan, etta erddn valmistuseran ruuvien joukosta on poimittu satunnaisotos, jonka koko on

n=30 Luokkavalit] Luokkafrekvenssit
ja otokseen poimittujen ruuvien pituudet on mitattu. (9.85,9.90] 1
Otosta kuvaavat seuraavat tunnusluvut: Pituuksien (9.90,9.95] 2
aritmeettinen keskiarvo on (9.95,10.00] 6
o . - (10.05,10.10] 5
japituuksien otoskeskihajonta on (10.10,10.15] 2
$=0.1038 cm (10.15,10.20] 5
Huomautus: (10.20,10.25] 3
Samaa aineistoa on tarkasteltu myos (10.25,10.30] 1
luvuissa Tilastollisten aineistojen — _ )
kuvaaminen jaVéIiestimoi nti. Ruuvien p|tuuk§|en luokiteltu
frekvenssijakauma
Taulukko oikealla esittda otokseen poimittujen 7
ruuvien pituuksien luokiteltua frekvenssijakaumaa. 6 —
Kuva oikealla esittéd otokseen poimittujen ruuvien _— ml
pituuksien luokiteltua frekvenssijakaumaa vastaavaa g 4 —
histogrammia. < 3 -
Luokkavdlit méérdavét kuvion suorakaiteiden Y
kannat ja suorakaiteiden korkeudet on valittu niin, 1 ’_|/
etta suorakaiteiden pinta-alat suhtautuvat toisiinsa b I L [
kuten vastaavat luokkafrekvenssit. 9.8 99 100 101 102 103  10.4
Pituus (cm)
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Huomautus:

Jos otantaa toistetaan, kaikki otosta koskevat tiedot (seké havaintoarvot etta niista
maaréatyt otossuureet kuten aritmeettiset keskiarvot ja otoskeskihgonnat seka havainto-
arvojen jakaumaa kuvaavat graafiset esitykset kuten hisrogrammit) vaihtelevat
satunnaisesti otoksesta toiseen.

Ongelma: Onko otosinformaatio sopusoinnussa ruuvien pituuden varianssille ja odotusarvolle
asetettujen tavoitearvojen kanssa?

Ratkaisu: Konstruoidaan otosinformaation ja ruuvien pituuden varianssin ja odotusarvon
tavoitearvoille yhteensopivuuden tutkimista varten tarkoitukseen sopivat tilastolliset
tedtit.

Testausasetelmaa koskevat hypoteesit

M &éritelld8n satunnaismuuttuja X:

X = ruuvin pituus

Yleinen hypotees H :

Otokseen poimittujen ruuvien pituudet eivat riipu toisistaan ja ruuvien pituudet vaihtelevat
satunnaisesti noudattaen normaalijakaumaa:

Xy, X2y oon y Xo P
Xi~N(ms?»,i=1,2,...,n
Pidamme testauksen aikanakiinni yleisesta hypoteesista H.
Nollahypotees Hio :
Ruuvien pituuksien varianssi on korkeintaan 0.01 cn’ :
Hwo: s?£s2=0.01cn?
Vaihtoehtoinen hypoteesi Hy; :
Ruuvien pituuksien varianssi on suurempi kuin 0.01 cn’
Hiu:s?>s2=001cn?
Ruuvien pituuksien varianssia koskevaa nollahypoteesia Hy voidaan testata ns. c*testill; ks. alla
Nollahypoteesi Hy :
Ruuvien pituuksien odotusarvo yhtyy tavoitearvoonsa 10 cm:
Hzo: m=n3 =10cm
Vaihtoehtoinen hypoteesi Hy; :
Ruuvien pituuksien odotusarvo poikkeaa pituuden tavoitearvosta 10 cm:
Ho o m* my =10 cm

Ruuvien pituuksien odotusarvoa koskevaa nollahypoteesia H,o voidaan testata ns. t-testilla: ks. ala.
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c’-testi varianssille
Yleinen hypotees H :

Otokseen poimittujen ruuvien pituudet eivat riipu toisistaan ja ruuvien pituudet vaihtel evat
satunnaisesti noudattaen normaalijakaumaa:

Xy, Xoy eon y Xo P
Xi~N(ms?»,i=1,2,...,n
Nollahypotees Hio :
Ruuvien pituuksien varianssi on korkeintaan 0.01 cn’ :
Hiwo: s?£s2=0.01cn?
Vaihtoehtoinen hypoteesi Hy; :
Ruuvien pituuksien varianssi on suurempi kuin 0.01 cn’
Hiu:s?>s2=001cn?

K dytetdn testisuureena c>-testisuuretta

n-1)s
g2 =(0-1
SO
jossa
1 8 -
s =——a (X - X)?
S (- X)

1

on havaintojen (harhaton) otosvarianss ja s2 on nollahypoteesin Hyo kiinnittama parametrin s?

arvo.

\ oidaan osoittaa, etté testisuure ¢ noudattaa ¢*-jakaumaa vapaustein (n - 1), jos yleinen
hypoteesi H ja ehto

s?=s?
patevat (ks. lukua Otokset ja otog akaumat):
c> c*(n-1)
Esimerkin tapauksessa otokseen poimittujen ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo oli
X =10.09 cm
otokseen poimittujen ruuvien pituuksien otoskeskihajonta oli
s=0.1038 cm
janollahypoteesin Hy, kiinnittamé parametrin s arvo oli
s2 =0.01 cm?

Siten c*testisuureen arvoksi saadaan
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o2 (n-18° _(30-1) 0.1038°

> =31.246
S, 0.01

V oidaan osoittaa, etté ylla maéritellyn c?testisuureen normaaliarvo €li testisuureen odotusarvo
ehdon

patiessa on

E(c?*|s®=sf)=n-1
c?-testisuureen normaaliarvoonsa (n - 1) verrattuna suuret ja pienet arvot viittaavat siihen, etta
nollahypotees Hio el pade.
Valitaan merkitsevyystasoks

a=0.05
K oska vaihtoehtoinen hypotees

Hiu:s?>s2=001cn?
on yksisuuntainen, hylk&ysalueen maaraamista varten valitaan kriittinen arvo tai raja ¢? sten,
etta

Pr(c®2 ¢2)=a =0.05
jossa satunnaismuuttuja ¢ noudattaa c*-jakaumaa vapausastein (n — 1) = 29. Kriittinen arvo ¢?
toteuttaa endon

Pr(c?£ ¢?)=1- a =0.95 vor c%(29)-jakauman tiheysfunktio
c?-jakauman taul ukoista ndhdaén, etta 0.06 -
Pr(c?3 42.557) = 0.05 0.05 -
kun vapausasteiden lukumééra (n — 1) = 29. 0.04 -
Siten haluttu kriittinen arvo on: 0.03
c? = 42557 0.02 1 0.95 0.05
Kuvio oikealla havainnollistaa kriittisen arvon 00t
maardamista. 0
Valitaan c*testin hylk&ysalueeks 42.557
(ca,+¥)

Jos c?-testisuureen arvo joutuu hylkéysalueelle, nollahypotees
Hip: s 2 £s é
hylatéan merkitsevyystasolla a = 0.05. Todennakdisyys, etté c>-testisuureen arvo joutuu ehdon

s?=s}
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pétiessa hylkdysalueelle on a = 0.05.

c?-testin hyvaksymisalue on muotoa
[0, c.]

Jos c?-testisuureen arvo joutuu hyvaksymisalueelle, nollahypotees
Hio: S*£5s?

jatetédan voimaan merkitsevyystasolla a.

c>-testin hylkays- ja hyvéaksymisalueita voidaan kuvata yksi suuntaisen vaihtoehtoisen hypoteesin
Hi:s%>s?

tapauksessa dla olevalla kuviolla:

2
0 C;
I/ \I N
I\ II 7
Hyvéksymisalue Hylkaysalue

Kriittinen arvo ¢? on mé&arétty siten, etta
Pr(c?3 c2)=a

jolloin
Pr(c’£c)=1-a

Esimerkin tapauksessa c*-testin hylkéays- ja hyvéksymisalueet saavat seuraavan muodon:

0 42.557

I/ \I N

I\ II 7
Hyvéksymisalue Hylkaysalue

Kriittinen arvo 42.557 on siis méarétty siten, etté
Pr(c? 3 42.557) =0.05

jolloin
Pr(c? £ 42.557) = 0.95
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Esimerkin tapauksessa otoksesta maérétty c*-testisuureen arvo on pienempi kuin kriittinen arvo c’:
¢*=31.246 < 42,557 = ¢?

Siten testisuureen arvo on joutunut hyvaksymisalueelle ja voimme jattad nollahypoteesin
Hiwo: s?£s2=0.01cn?

voimaan merkitsevyystasolla a = 0.05.

Johtopaatos:

Ruuvien pituuden varianss ei oletilastollisesti merkitsevésti arvoa 0.01 cm? suurempi.

Oletetaan, ettéa ruuvejatekevakone toimii niin, etté ruuvien pituuden varianssi on jatkuvasti
hyvaksyttavan suuruista. Talldin siis nollahypotees

Hwo: s?£s2=0.01cn?

patee koko gjan. Oletetaan nyt, ettd poimimme koneen tekemien ruuvien joukosta toistuvasti uusia
otoksia ja testaamme jokaisen otoksen perusteella nollahypoteesia H;o kayttamalla merkitsevyys-
tasona lukua

a=0.05

Talloin joudumme hylk&damaan nollahypoteesin Hio keskimaarin 5 kertaa 100:sta, vaikka
nollahypotees H,, patee koko ajan.

Esimerkin tapauksessa otoksesta mééréttyé c*-testisuureen arvoa 31.270 vastaava p-arvo on ¢*-
jakauman taulukoiden mukaan

p = Pr(¢*>31.270) > 0.1

Taméa merkitsee sitd, etté c*-testisuure saa normaaliarvoonsa (n — 1) = 29 ndhden arvoa 31.270
poikkeuksellisempia arvoja todennak6isyydelld, joka on suurempi kuin 0.1, jos nollahypotees

Hiwo: s?£s2=0.01cn?
pétee. Siten emme voi hylata nollahypoteesia Ho; milla&n tavanomai sella merkitsevyystasolla. Saatu
tulos on sopusoinnussa merkistevyystasoa kayttévan tekniikan avulla saadun tuloksen kanssa.
t-testi odotusarvolle
Yleinen hypotees H :

Otokseen poimittujen ruuvien pituudet eivat riipu toisistaan ja ruuvien pituudet vaihtelevat
satunnaisesti noudattaen normaalijakaumaa:

Xy, Xoy oon s Xn P
Xi~N(ms?»,i=1,2,...,n
Nollahypoteesi Hy :
Ruuvien pituuksien odotusarvo yhtyy tavoitearvoonsa 10 cm:
Hzo: m=n3 =10cm

Vaihtoehtoinen hypoteesi Hy; :
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Ruuvien pituuksien odotusarvo poikkeaa pituuden tavoitearvosta 10 cm:
Ho o m* my =10 cm

Kéytetddn testisuureena t-testisuuretta

jossa

a X

i=1

x=1
n

on havaintojen aritmeettinen keskiarvo,
1 8 -

s =——a (X - X)?

n- 1ia:l( i )

on havaintojen (harhaton) otosvarianss ja g nollahypoteesin Hy kiinnittdma odotusarvo-
parametrin marvo.

Voidaan osoittaa, ettétestisuure t noudattaa t-jakaumaa vapaustein (n - 1), jos yleinen hypoteesi H
janollahypoteesi

Hy: m= m
patevat (ks. lukua Otokset ja otog akaumat):
t tin-2

t-testisuure mittaa havaintojen aritmeettisen keskiarvon X ja nollahypoteesin Hyo kiinnittamén
odotusarvoparametrin marvon g tilastollista etéisyytta, jossa mittayksikkéné on aritmeettisen

keskiarvon X keskivirheen s /~/n estimaattori s/+/n.

Esimerkin tapauksessa otokseen poimittujen ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo oli
X =10.09 cm

otokseen poimittujen ruuvien pituuksien otoskeskihajonta oli
s$=0.1038 cm

janollahypoteesin Hy, kiinnittama parametrin marvo oli
m=10cm

Siten testisuureen t arvoks saadaan

X-m _ 10.09- 10
= = = 4.749
s//n  0.1038//30

Voidaan osoittaa, etta edella méaritellyn t-testisuureen normaaliarvo €li testisuureen odotusarvo
nollahypoteesin

t

Hoo: m=m

patiessa on
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E(t|Hz) =0
t-testisuureen itseisarvoltaan suuret arvot viittaavat siihen, etta nollahypotees Hy el pade.
Huomautus:

Testisuureen t jakauma on symmetrinen origon suhteen.

Valitaan merkitsevyystasoks

a=0.05
K oska vaihtoehtoinen hypotees

Ho o m* my =10 cm
on kaksisuuntainen, hylkaysalueen maaraamista varten valitaan kriittiset arvot —t,, ja +t,, Sten,
etta

Prt£-t,,,) =Pr(t3 +t,,,)=0.025
jossa satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n — 1) = 29. Kriittiset arvot -, ja
+t., toteuttavat ehdon

Pr(-t,, Et£+t, ,,)=1- a =0.95
Huomaa, ettd merkitsevyystasoon a liittyvét Kriittiset arvot ovat tassa (kaksisuuntaisen vaihto-

ehtoisen hypoteesin) tapauksessa tasmalleen samat kuin luottamustasoon (1 - &) liittyvét luottamus-
kertoimet; ks. lukua Véaliestimointi.

t-jakauman taul ukoista nahdaan, etta

t(29)-jakauman tiheysfunktio

Pr(t 3 +2.045) = 0.025 05
Pr(t £ -2.045) = 0.025 0.4 -
kun vapausasteiden lukumééra (n — 1) = 29. 0
Siten kriittiset arvot ovat:
+ap = +2.045 02 1
L, = —2.045 . 0.025 0.95 0.025
Kuvio oikealla havainnollistaa kriittisten rajojen
madrdamista. 0- 1

-2.045 0 +2.045

t-testin hylk&aysalue on muotoa
(_ ¥,- ta/z) E (+ta/2’ +¥)

Jos t-testisuureen arvo joutuu hylkaysalueelle, nollahypoteesi
Hy: m= m

hylataan merkitsevyystasolla a. Todennakdisyys, etté t-testisuureen arvo joutuu nollahypoteesin Hog
pétiessa hylkdysalueelle on a.

t-testin hyvaksymisalue on muotoa

[_ ta/2’+ta/2]
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Jos t-testisuureen arvo joutuu hyvaksymisaueelle, nollahypotees
Hy: m= m
jatetdan voimaan merkitsevyystasolla a.

t-testin hylkays- ja hyvéksymisalueita voidaan kuvata kaks suuntai sen vaihtoehtoisen hypoteesin
tapauksessa alla olevalla kaaviolla:

- t(:1/2 0 +ta/2
. I/ \I N
N I\ II 7
Hylkaysalue Hyvaksymisalue Hylkaysalue

Kriittiset arvot ., ja +t,, on maarétty siten, etta
Prt£-t,,,)=Pr(ts +t,,)=al2
jolloin
Pr(-t,, EtE£+t,,)=1-a

Esimerkin tapauksessa t-testin hylkdys- ja hyvaksymisalueet saavat seuraavan muodon:

-2.045 0 +2.045
4 I/ \I N
) I\ /I 7
Hylkaysalue Hyvéaksymisalue Hylkaysalue

Kriittiset arvot —2.045 ja +2.045 on siis méarétty siten, etta
Pr(t £ - 2.045) = Pr(t 3 +2.045) =0.025
jolloin
Pr(-2.045£t £ +2.045) = 0.95
Esimerkin tapauksessa otoksesta méarétty t-testisuureen arvo on suurempi kuin kriittinen arvo +t,:
t =4.749 > 2.045 = +ty 025
Koska testisuureen arvo on joutunut hylkéysalueelle, voimme hyl&ta nollahypoteesin
Hzo: m=n3 =10cm
jahyvéksya vaihtoehtoisen hypoteesin
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Ho o m* my =10cm
mer kitsevyystasolla a = 0.05.
Johtopéaatds:

Ruuvien keskimaarainen pituus poikkeaa tilastollisesti merkitsevasti tavoitearvostaan
10 cm. Saattaa olla syyta pysayttada ruuve a valmistava kone tarkistusta varten.

Oletetaan, ettéa ruuvejatekevakone toimii niin, etta ruuvien pituuden odotusarvo on jatkuvasti
hyvaksyttavan suuruinen. Talldin siis nollahypotees

Hog : m=m =10cm
patee koko gjan. Oletetaan nyt, ettd poimimme koneen tekemien ruuvien joukosta toistuvasti uusia

otoksia ja testaamme jokaisen otoksen perusteella nollahypoteesia Hoo kayttamalla merkitsevyys-
tasona lukua

a=0.05

Talloin joudumme hylk&damaan nollahypoteesin H,o keskimaarin 5 kertaa 100:sta, vaikka
nollahypotees Hy patee koko ajan.

Esimerkin tapauksessa otoksesta méarétty t-testisuureen arvoa 4.749 vastaava p-ar vo on t-jakauman
taulukoiden mukaan

p =2 Pr(t> |4.749]) < 2” 0.0005 = 0.001

Taméa merkitsee sitg, etta t-testisuure saa normaaliarvoonsa 0 néhden arvoa 4.749
poikkeuksdllisempia arvoja todennak6isyydelld, joka on pienempi kuin 0.001, jos nollahypotees

Hog : m=m =10cm

patee. Siten voimme hylaté nollahypoteesin Hyo kaikilla tavanomaisilla merkitsevyystasoilla. Saatu
tulos on sopusoinnussa merkistevyystasoa kayttéavan tekniikan avulla saadun tuloksen kanssa.

8.9. Tilastolliset testit ja havaintojen mitta-asteikoilliset ominaisuudet

Havaintojen mitta-asteikolliset ominaisuudet ohjaavat testin valintaa; lisétietoja mitta-asteikoista: ks.
lukua Tilastollisten aineistojen kerdaminen ja mittaaminen. Tilastolliset testit voidaan ryhmitella
havaintojen mitta-asteikollisten ominaisuuksien suhteen seuraavallatavalla:

Testit suhde- tai valimatka-asteikollisille muuttujille
Tedit jarjestysasteikollislle muuttujille
Testit laatuer casteikollisille muuttujille

Seuraavissa kolmessa luvussa tarkastellaan suurtajoukkoa erilaisiatesteja. Tarkasteltavat testit ovat
Seuraavat:

Testgja suhde- tai valimatka-asteikollisille muuttujille:
Y hden otoksen t-testi normaalijakauman odotusarvolle

Kahden riippumattoman otoksen t-testi normaalijakaumien odotusarvaille:
Yleinen tapaus
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Kahden riippumattoman otoksen t-testi normaalijakaumien odotusarvaille:
Y htad suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille

Y hden otoksen testi normaalijakauman varianssille

Kahden riippumattoman otoksen testi normaalijakauman variansseille
Ks. lukua Testgf & suhdeasteikollisille muuttujille.
Testgldjarjestysasteikollisille muuttujille:

M erkKkitesti

Wilcoxonin rankitesti

Mannin ja Whitneyn testi eli Wilcoxonin rankisummatesti
Ks. lukua Testg a jarjestysasteikollisille muuttujille.
Testg & laatueroasteikollisille muuttujille:

Testi suhteelliselle osuuddlle

Suhteellisten osuuksien vertailutesti
Ks. lukua Testeja laatuer oasteikollisille muuttujille.
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9.1.
9.2.
9.3.

9.4.

9.5.
9.6.
9.7.

Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testit normaalijakauman parametreille
Yhden otoksen t-testi odotusarvolle

Kahden riippumattoman otoksen t-testi odotusarvoille:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi odotusarvoille:
Yhta suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Yhden otoksen c*testi varianssille

Kahden riippumattoman otoksen F-testi variansseille

Tarkastelemme téssé luvussa seuraavia testeja normaalijakauman parametreille:

Y hden otoksen t-testi odotusarvolle

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A odotusarvoille:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B odotusarvoille:
Y htad suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Y hden otoksen ¢*-testi varianssille

Kahden riippumattoman otoksen F-testi variansseille

Testgfd normaalijakauman odotusarvolle voidaan soveltaa myds monissa sellaisissa tilanteissa,
joissa havainnot eivat noudata normaalijakaumaa. Siten testgj& normaalijakauman odotusarvolle
voidaan pitéd yleisiné testeina suhde- (tai valimatka-) asteikollisten satunnaismuuttujien odotus-
arvoparametrille.

Avainsanat:

Aritmeettinen keskiarvo, Asymptoottien testi, F-jakauma, F-testi, Hylk&ysalue, Hylkaysvirhe,
Hyvaksymisalue, Hyvéksymisvirhe, cz-jakauma, c*-testi, Kahden otoksen testi, Kriittinen arvo,
Merkitsevyystaso, Nollahypoteesi, Normaaliarvo, Normaalijakauma, Odotusarvo, Otos, Otos-
keskihajonta, Otosvarianssi, p-arvo, Parametri, Parivertailu, Riippumattomat otokset, Sovitettu pari,
Standardipoikkeama, Suhdeasteikko, t-jakauma, t-testi, Testisuure, Todennakoisyysjakauma,
Varianssi, Vertailutesti, Voimakkuus, Valimatka-asteikko, Yhden otoksen testi, Yleinen hypoteesi
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9.1. Suhdeasteikollisten muuttujien testit

Normaalijakauma on tilastotieteen térkein jakauma. Oletetaan, etta satunnaismuuttuja X noudattaa
normaalijakaumaa par ametrein mja s*

X N(ms?)
T&l6in parametri /mon normaalijakauman odotusarvo ja paramaetri 5% on normaalijakauman
varianssi
m= E(X)
s*=Var(X)
Parametrit mja s*> maéréavét taysin normaalijakauman.
Normaalijakauman parametreja koskevat testit voidaan jakaa kahteen ryhmaan:
Y hden otoksen testit
Kahden otoksen testit

Y hden otoksen testeissa testataan yksinkertaisia nollahypoteeseja, jotka koskevat normaalijakauman
odotusarvo- ta varianssiparametria. Kahden otoksen testit ovat vertailutesteja, joissa verrataan
kahden normaalijakauman odotusarvo- tal varianssiparametrega toisinsa.

Tassd luvussa tarkastellaan seuraavia testeja normaalijakauman parametreille:
Y hden otoksen t-testi odotusarvolle

Kahden riippumattoman otoksen t-testi A odotusarvoille:
Yleinen tapaus

Kahden riippumattoman otoksen t-testi B odotusarvoille:
Y htad suurten varianssien tapaus

t-testi parivertailuille
Y hden otoksen ¢*testi varianssille
Kahden riippumattoman otoksen F-testi variansseille

Testgfd normaalijakauman odotusarvolle voidaan soveltaa myds monissa sellaisissa tilanteissa,
joissa havainnot eivat noudata normaalijakaumaa. Tama perustuu seuraaviin seikkoihin:

(i) Testit odotusarvolle perustuvat havaintojen aritmeettisiin keskiarvoihin.

(i) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan myos ei-normaalisten havaintojen aritmeettiset
keskiarvot noudattavat — tietyin ehdoin — suurissa otoksi ssa approksimatiivisesti normaali-
jakaumaa.

Tama merkitsee sitd, etta testejd normaalijakauman odotusarvolle voidaan pitéa yleisna testeind
suhde- (tai valimatka-) asteikollisten satunnaismuuttujien odotusar voparametrille; mitta-asteikot:
ks. lukua Tilastollisten aineistojen ker&aminen ja mittaaminen.

Sen sijaan testit nor maalijakauman varianssille elvét yleensa ole kayttokel poisa ei-normaalisille
havainnoille jatilanne e valttamétta parane suurillakaan havaintojen lukuméérilla.
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9.2. Yhden otoksen t-testi odotusarvolle

Testausasetelma yhden otoksen t-testissé
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnai sotos normaalijakaumasta N(ms?). Tal6in satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ..., novat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(ms?):

Xy, Xy L, X A
X, N(ms?),i=12K,n

Asetetaan normaalijakauman N(ms?) odotusarvo- eli paikkaparametrille mnollahypotees
H,:m=m

Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?

Ratkaisu: Y hden otoksen t-testi.

Hypoteesit yhden otoksen t-testissé
Yleinen hypotees H :

X, Xo K, X A

X, ~N(ms?),i=12K,n

Nollahypoteesi:
Hy,:m=m
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
H:m>m U . . . ,
v 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H :m<m g

H,:m* n3  2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

Parametrien estimointi yhden otoksen t-testissé
Olkoot

X
1]
Sk
Pe

.ﬂ

ja
1 4 -
s =——a (X - X)?
n-lel(' )

tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille mja s°. Tunnusluku X on
havaintojen X , i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo jas’ on havaintojen X; , i =1, 2, ..., n
(harhaton) otosvarianss.
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Testisuure ja sen jakauma yhden otoksen t-testissa

Maéritellaan t-testisuure

(=X
s/+/n

Jos nollahypoteesi
H,:m=m

patee, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - 1):
t tin-2

Perustelu:

Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:

XL XK XA

X, ~N(ms?),i=12K,n
Koskatalloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)

X =

S|
- Qo-

® s2%0
X, N ng,s—+
1 g n g

niin

X-m
Z= N(0,1
s/x/ﬁ 5

Koska standardipoikkeama s on tuntematon, satunnaismuuttuja Z on testisuureena epa-
operationaalinen.

Jos standardipoikkeama s korvataan satunnaismuuttujan Z lausekkeessa vastaavalla otos-
suureella

1 ¢ o
= [— X. - 2
s \/n_lg( - X)

niin saadaan t-testisuure

X-n

s/\/n

joka nollahypoteesin H, pétiessi noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - 1):
t~t(n- 1)

Todistus: ks. lukua Otokset ja otos akaumat.

t=

Testisuure t mittaa havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon X ja nollahypoteesin Ho kiinnittamén
odotusarvoparametrin marvon g tilastollista etéaisyytta. Mittayksikkoné on erotuksen
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X-m
standardipoikkeaman
s/vn
estimaattori, jota maérattaessa on oletettu, etta nollahypotees H, pétee.
Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy patiessa
E(t)=0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.
Hylkaysalueen maarddminen yhden otoksen t-testisséa
Valitaan testin merkitsevyystasoks a.
()  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H:m>m
niin Kriittinen arvo +t, saadaan ehdosta
Pr(ts +t,)=a
jossat t(n-1). Testin hylkdysalue on téll6in muotoa
(+t,,+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:m<m
niin Kriittinen arvo —t, saadaan ehdosta
PrtE£-t,)=a
jossat t(n-1). Testin hylkdysalue on téll6in muotoa
(-¥,-1,)
(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H:m m
niin kriittiset arvot —t,, ja +t,, saadaan ehdoista
PrtE-t,,)=al2
Pr(ts +t,,)=al2
jossat t(n-1). Testin hylkdysalue on téll6in muotoa
(-¥,-t ) E (+,,,,+¥)

Nollahypotees hyl&téén, jos testisuureen arvo osuu hylkaysalueelle.
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Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen méarddmisté:

H,:m>m H,:m<m H,:m* m
t(n-1 t(in-1) t(n-1
a a sa sa
1- a 1- a 1- a
+ta - ta - t51/2 +ta/2
— —] — —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue

p-arvon maaradminen yhden otoksen t-testissa
Olkoon t-testisuureen havaittu arvo t .
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maardamista:

H,:m>m H,:m<m H:m m
t(n-1) t(n-1) t(n- 1)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
t0 t0 - |to| +|t0|
Testinp-arvo=p Testinp-arvo=p Testin p-arvo = 2p

Nollahypotees hylatéan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.

Normaalisuusoletuksen merkitys yhden otoksen t-testisséa

Y hden otoksen t-testin yleisessa hypoteesissa oletetaan, ettéd havainnot ovat normaalijakautuneita. t-
testi @ kuitenkaan ole herkké poikkeamille normaalisuudesta, jos havaintojen lukumaaré n on
"kyllin suuri”.

Testid on melko turvallista kayttéaad, kun havaintojen lukumaéra
n>15

ellei havaintojen jakauma ole kovin vino ja havaintojen joukossa ole poikkeavia havaintoja. Jos
havaintojen lukumaaré

n> 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille havaintojen jakaumille.
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Yhden otoksen t-testin hyvaksymisvirheen todenndkoisyys ja voimakkuus

Tarkastellaan t-testin hyvaksymisvirheen todennak 6isyytta ja voimakkuutta tilanteessa, jossa
normaalijakauman varianssi s* on tunnettu.

Huomautus:

Jos normaalijakauman varianssia s tunneta, vaatii t-testin voimakkuuden maér&iminen
ns. epakeskisen t-jakauman mérittelemistd. Sivuutamme tdman yleisen tapauksen
kasittelyn tassi esityksessa.

Olkoon nollahypoteesi muotoa
H,:m=m

ja vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa
H :m<m

K oska normaalijakauman varianssi s° on oletettu tunnetuksi, nollahypoteesia voidaan testata t-
testisuureella

(=X-m
s/n

Testitisuure t noudattaa nollahypoteesin Hy pétiessa standardoitua normaalijakaumaa (ks. lukua
Otokset ja otog akaumat):

t~N(, 1
K oska vaihtoehtoi nen hypoteesi on tassd muotoa

H,:m<m

voimme valita testin paatssadnnoksi seuraavan sd8nnon: Hylkaa nollahypoteesi

Hy,:m=m
jos
X -
= s /x/nﬁ8 <A
Kriittinen arvo - z, saadaan ehdosta
Pr(ZE-z)=a
jossa satunnaismuuttuja Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
Z~N(0, 1)

Testin paattssdanto voidaan kirjoittaa myds seuraavaan muotoon: Hylkaa nollahypoteesi
Hy,:m=m

jos
X<m-zs/Jn=X,

jossa kriittinen arvo - z, on maarétty kuten edella
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Testin hyvaksymisvirheen todennak 6isyys b on ehdollinen todennakdisyys
b = Pr(H, jéatetddn voimaan |H, el ole tosi)
=Pr(X 3 X_|m=m)

&X-m, X.-mb

:Pr(és/ﬁ sivn g
& , X -mob
:Prgtgsclx/ﬁg
jossa
t*:X-m
s/n
ja
m<m

Testin voimakkuus 1 - b on ehdollinen todennakdisyys
1- b =Pr(H,hylé&an |H,ei oletos)
=Pr(X < X_|m=m)
a&X-m X -mbo

< -
&sivn  sivn g

=Pr

& X -mb

:Prgt <W;
jossa
o X-m
s//n
kuten edelld ja
m<m

Havainnollistus:

Kuvio ala havainnollistaa t-testin hyvéaksymisvirheen todennékaisyytta b ja voimakkuutta
1-b.

Yleinen hypoteesi H :
Xy, Xoy eon y Xo P
Xi~N(ms?»,i=1,2,...,n
Nollahypoteesi Hy :
m=m
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
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m<m

Merkitsevyystasoa a vastaava kriittinen arvo
—Z, maarataan siten, etta

Pr(Z£-z)=a N(m,s2%/n) N(m3,s2/n)
jossa \ /
Z~N(0, 1)
Testin paatéssdanto voidaan ilmaista
Seuraavassa muodossa:
Hylk&& nollahypoteesi Hy, jos b
X<X =m-zsIJn
Hyvaksymisvirheen todennakaisyys b : T |
b=Pr(X3 X_|m=m) ,%‘ ,‘T'a
Voimakkuus1 - b: _
1- b=Pr(X <X_| m= ) Xe

9.3. Kahden riippumattoman otoksen t-testi A odotusarvoille: Yleinen tapaus

Testausasetelma kahden riippumattoman otoksen t-testissa A
Olkoon
Xil,i:].,z, e, M

satunnai sotos normaalijakaumasta N(,s7) . Taloin satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ... , ny ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(m,s?):
X XL, anl N
X, N(m,s}),i=12K,n
Olkoon
X2,]=1,2,...,n
satunnai sotos normaalijakaumasta N(m3,s 2) . Tal6in satunnaismuuttujat X2, j = 1, 2, ... , n, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(13,s7):
Ko Xopp Ly X, N
X, N(m.s}),j=12K,n,
Oletetaan lisaks, etta otokset
X, 1=14,2,...,m
ja
X2,]=1,2,...,n
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ovat riippumattomia. Otosten riippumattomuudella tarkoitetaan sité, etta se millainen havainto on
saatu jakaumasta 1 ei ole vaikuttanut sithen millainen havainto on saatu jakaumasta 2, ja kdantéen, se
millainen havainto on saatu jakaumasta 2 ei ole vaikuttanut siihen millainen havainto on saatu
jakaumasta 1.

Huomautus:

Jakaumien varianssit saavat tassa esitettavassa t-testissi A erota toisistaan. Jos varianssit
voidaan olettaa yhtéa suuriks, kannattaa kayttaa seuraavassa kappal eessa esitettévai t-
testia B.

Asetetaan normadlijakaumien N(m,s/) jaN(m,s >) odotusarvo- €li paikkaparametreille m ja m
nollahypotees

Hy:m=m=m
Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?
Ratkaisu: Kahden riippumattoman otoksen t-testi A.
Hypoteesit kahden riippumattoman otoksen t-testissad A
Yleinen hypotees H :

) Xy~N(ms)),i=12K,n

(i) Xj2~N(n3,s§), j=L2,K,n,

(i) Havainnot Xi; ja X, ovat riippumattomia kaikille i jaj

Nollahypoteesi:
Hy:m=m=m
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
H:m>m {
1 M= MY Suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
Hom<m )

H,:m?! m  2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

Parametrien estimointi kahden riippumattoman otoksen t-testissa A
Olkoot

X :ié Xy k=12

k i=1

ja

2 1 gk v \2
= Xi - X ) k =12
T LR
tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille m jas?. Tunnusluku X,
on havaintojen Xy, i =1, 2, ..., n, k=1, 2 aritmeettinen keskiarvo jas’ on havaintojen X, i = 1,
2,...,Nn, k=1, 2otosvarianssi.
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9. Testeja suhdeasteikollisille muuttujille

Testisuure ja sen jakauma kahden riippumattoman otoksen t-testissa A

Méaéritellaan t-testisuure A kaavala
X -

— 1 1

t, ==L
Sy
n2
Jos nollahypoteesi

Hy:m=m=m

=)
"\v)m ><|

patee, niin testisuure ta noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaali-

jakaumaa N(0,1):
t, .N@OD

Perustelu:

Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja noIIahypote&ei Ho patevét:

Xyps X0 Ky X Xz X K X,

X, N(ms?),i=12,K.n
ij N(mszz) 1 =L2,K,n,

Talloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)

- 14 & s?0
Xl:_é Xil Ngm——
n s N g

1 & 20
=—a ij Ngm—_
N, j= e Mg

2 2
_ _ o}
X - X, Ng%’_sni 520
ﬂ

e
Edellé esitetysta seuraa, etta

Koskavariansst s/ jas? ovat tuntemattomia, satunnaismuuttuja Z on testisuureena epa-

operationaalinen. Jos varianssit s jas? korvataan satunnaismuuttujan Z lausekkeessa niiden

harhattomilla estimaattoreilla

nk

S = a(X.k X) k=12

k' i=1

niin saadaan t-testisuure
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% -
t, =2

=
+
ND‘I\V)NNI

joka nollahypoteesin Hy patiessa noudattaa suurissa otoksi ssa approksimatiivisesti
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

tA ~a N(O,l)
Todistus sivuutetaan.

Testisuure t, mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen tilastollista etdisyytta. Mitta-
yksikkon& on erotuksen

Xl - X2
standardipoikkeaman

nl n2
estimaattori, jota méardttaessa on oletettu, etta nollahypotees Hy pétee.
Testisuureen ta normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(ta)) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t, arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi Hy el pade.

Pienissi otoksi ssa testisuureen t, jakaumalle saadaan parempi approksimaatio kayttamalla
approksimoivana jakaumana t-jakaumaa vapausastein (ns. Satterthwaiten approksimaatio)

2
és? S
a2y
en N

n=

/2\2 7 2\2
1 esu_ 1 esu

e e
n - 1éan n, - 1énZH

Jos n el ole kokonaisluku, r:n arvo pyoristetdan alaspéin [&himpaén kokonaislukuun.

Approksimatiivisena jakaumana k&ytetdan joskus myos t-jakaumaa vapausastein
n=min{n,n}

Tamé approksimaatio el ole yhta hyva kuin Satterthwaiten approksimaatio.

Hylkaysalueen maarddminen kahden riippumattoman otoksen t-testisséa A
Valitaan testin merkitsevyystasoks a.

Kasittelemme tassa kriittisten rajojen médraamisté vain, kun testisuureen ta jakaumaa
approksimoidaan normaalijakaumalla. Jos testisuureen t, approksimoidaan t-jakaumalla, niin
kriittisten rajojen méarddminen tapahtuu t&smélleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
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H:m>m
niin kriittinen arvo +z, saadaan ehdosta
Pr(Z3 +z,)=a
jossaZ N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(+z,,+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H:m<m
niin kriittinen arvo —z, saadaan ehdosta
Pr(Z£-z,)=a
jossaZ N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(-¥,-2)
(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H:mm
niin Kriittiset arvot —z., ja +z, Saadaan ehdoista

P(ZE-2,,)=al2
Pr(Z3 +2,,)=al2

jossaZ N(0,1). Testin hylkdysalue on tall6in muotoa
(' ¥,- Za/z) E (+Za/2’ +¥)
Nollahypotees hyl&téén, jos testisuureen arvo osuu hylkaysalueelle.
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen valintaa:

H,:m>m H:m<m Hi:mt m
N(0,2) N(0,2) N(0,2)
a a sa <a
1-a 1- a 1- a
+Za -Z, “Z; +Za/2
— —] «— —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue

p-arvon maaradminen kahden riippumattoman otoksen t-testissa A
Olkoon t-testisuureen ta havaittu arvo t .
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Kasittelemme tassd testin p-arvon mdaraamista vain, kun testisuureen t, jakaumaa approksimoidaan
normaalijakaumalla. Jos testisuureen t, jakaumaa approksimoidaan t-jakaumalla, niin p-arvon
maaraéminen tapahtuu tésmalleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin tapauksessa.

Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maardamist&:

H:m>m H:im<m H:m* m
N(0,1) N(0,1) N(0,1)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
b b 1t |+t
Testinp-arvo=p Testin p-arvo=p Testin p-arvo = 2p

Nollahypotees hylatéan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.

Normaalisuusoletuksen merkitys kahden riippumattoman otoksen t-testissa A

Kahden otoksen t-testin yleisen hypoteesin mukaan havainnot ovat molemmissa otoksissa normaali-
jakautuneita. Testi el kuitenkaan ole herkka poikkeamille normaalisuudesta, jos molempien otosten
otoskoot ovat "kyllin suuria”.

Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n,>15jan, > 15

jang jan; elvét eroatoisistaan kovin paljon, elleivéat havaintojen jakaumat ole kovin vinoja jaelle
havaintojen joukossa ol e poikkeavia havaintoja. Jos

n;>40jan, > 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille havaintojen jakaumille.

9.4. Kahden riippumattoman otoksen t-testi B odotusarvoille:
Yhta suurten varianssien tapaus
Testausasetelma kahden riippumattoman otoksen t-testissa B
Oletetaan, etta edellisessi kappal eessa esitettyjen oletusten lisdks hypotees
si=s’=s?
pétee. Talloin testausastelmaa voidaan kuvata seuraavallatavalla:
Olkoon
X, 1=14,2,...,m
satunnai sotos normaalijakaumasta N(,s ?) . Taloin satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ..., ny ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(m,s ?):
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Xigs Xop, Loy Xy A
X, N(m,s?),i=1,2K,n
Olkoon
X2,]=1,2,...,n
satunnai sotos normaalijakaumasta N(3,s ?) . Tal6in satunnaismuuttujat X2, j =1, 2, ... , n, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(113,s ?):
Xipn X, X,
X, N(m,s?),j=12K,n,
Oletetaan lisaks, etta otokset
X, 1=14,2,...,m
ja
Xi2,]=1,2,...,n

ovat riippumattomia. Otosten riippumattomuudella tarkoitetaan sité, etta se millainen havainto on
saatu jakaumasta 1 ei ole vaikuttanut sithen millainen havainto on saatu jakaumasta 2, ja k&antéen, se
millainen havainto on saatu jakaumasta 2 ei ole vaikuttanut siihen millainen havainto on saatu
jakaumasta 1.

Huomautus:

Jakaumien varianssit on oletettu téssa estettdvassa t-testissa B yhta suuriks. Jos
varianssit saavat erota toisistaan, on kaytettava edellisessa kappal eessa esitettya t-testia
A

Asetetaan normaalijakaumien N(m, s ?) jaN(m, s *) odotusarvo- eli paikkaparametreille m ja m
nollahypotees

Hy:m=m=m
Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?
Ratkaisu: Kahden riippumattoman otoksen t-testi B.
Hypoteesit kahden riippumattoman otoksen t-testisséa B
Yleinen hypotees H :

(i)  Xy,~N(ms?),i=12K,n

(i) X,~N(m,s?,j=12K,n,

(i) Havainnot Xi; ja X, ovat riippumattomia kaikillei jaj
Nollahypoteesi:

Hy:m=m=m
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
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H,-m>m
Hy:m<m}
H,:m?! m  2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit

Parametrien estimointi kahden riippumattoman otoksen t-testisséa B
Olkoot

Xk:iék Xy k=12
b i=1
ja
1 g -
S = 1a (Xi - X%, k=12

k ~ i=1

tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille m jas?. Tunnusluku X,
on havaintojen Xy, i =1, 2, ..., n, k=1, 2 aritmeettinen keskiarvo jas’ on havaintojen X, i = 1,
2,...,Nn, k=1, 2otosvarianss.

Testisuure ja sen jakauma kahden riippumattoman otoksen t-testissa B
Mééritell&an t-testisuure B kaavalla

jossa

@ -(n- DS’ +(n,- DS
i n+n,- 2

on ns. yhdistetty (engl. pooled) varianss. Jos nollahypotees
Hy:m=m=m
patee, niin testisuure tg noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n; + n, — 2):
t, t(n+n,-2)
Perustelu:
Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:
Ko Koy K X Xppy X KX, 2
X, N(ms?),i=1L2K,n
X, N(ms?,j=12K,n,
Talloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)

_ 1 ® s%0
X, ==a X, Nem—-
i=1 e nlﬂ
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Edellé esitetysta seuraa, etta

Z :& N(0,1)

1.1
s |=+=
n n

Koska standardipoikkeama s on tuntematon, satunnaismuuttuja Z on testisuureena epé-
operationaalinen.

M &éritellaan otosvarianssit

2 1 gk v \2
= X - X, )2, k=12
S< nk'lél( ik k) :L

Jos satunnaismuuttujan Z lausekkeessa standardipoikkeama s korvataan otossuureella

o = (W DS +(n,- IS
n+n,-2

niin saadaan t-testisuure

RS
nl n2
joka nollahypoteesin Hy pétiessi noudattaa t-jakaumaa vapausastein (ny + n, - 2):
ts~t(ny + M- 2)

Todistus sivuutetaan; ks. kuitenkin vastaavaa todistusta yhden otoksen t-testin tapauksessa
kappeleessa Y hden otoksen t-testi.

Testisuure tg mittaa otoksien 1 ja 2 aritmeettisten keskiarvojen tilastollista etdisyytta. Mitta-
yksikkona on erotuksen

xl' X2
standardipoikkeaman
/1 1
S |—+—
n n

estimaattori, jota méaréttaessa on oletettu, etta nollahypotees Hy pétee.
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Testisuureen tg normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(tg) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen tg arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi Hy el pade.

Hylkaysalueen maarddminen kahden riippumattoman otoksen t-testissa B
Kriittisten rajojen maérddminen tapahtuu tasmélleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

p-arvon maaradminen kahden riippumattoman otoksen t-testissa B

Testin p-arvon madaraéminen tapahtuu tésmalleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

Normaalisuusoletuksen merkitys kahden riippumattoman otoksen t-testissa B

Kahden otoksen t-testin yleisen hypoteesin mukaan havainnot ovat molemmissa otoksissa normaali-
jakautuneita. Testi e kuitenkaan ole herkka poikkeamille normaalisuudesta, jos molempien otosten
otoskoot ovat "kyllin suuria”.

Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n,>15jan, > 15

jan jan; elvét eroatoisistaan kovin paljon, elleivéat havaintojen jakaumat ole kovin vinoja jaelle
havaintojen joukossa ole poikkeavia havaintoja. Jos

n;>40jan, > 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille havaintojen jakaumille.

9.5. t-testi parivertailuille

Parivertailuasetelma
Parivertailuasetelma syntyy tilastollisessa tutkimuksessa esimerkiks seuraavissa tilanteissa:

() Tavoitteenaon verrata kahta mittaria mittaamalla molemmilla mittareilla samoja kohteita
samoissa ol osuhteissa.

(i) Tavoitteena on tutkia jonkin kasittelyn vaikutusta mittaamalla samoja kohteita ennen
kasittelya ja kasittelyn jalkeen.

(i) Padmaaranaon vertailla kahta perusjoukkoa mittaamalla saman muuttujan arvoja
perug oukkojen alkioiden sovitetuissa pareissa.

Kaikissa ndissa tilanteissa mittaukset muodostavat mittauspareja.

Saattais olla houkuttelevaa soveltaa testauasetelmaan kahden riippumattoman otoksen t-testeja
muodostamalla otokset niin, ettd toinen otos muodostetaan ensmmaisista mittauksista pareissa
jatoinen otos jakimmaisista mittauksista pareissa. Nain el saa kuitenkaan tehda, koska pari-
vertailutilanteissa samaan pariin liittyvat mittaukset riippuvat yleensatoisistaan ja sks
kahden riippumattoman otoksen t-testin soveltaminen saattaa johtaa taysin virheelliseen
johtopaatokseen.
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Testausasetelma t-testissa parivertailuille
Oletetaan, etta havainnot muodostuvat muuttujaa X koskevista mittaustuloksien pareista
(xlllxlz)llzll 2""ln

jotka ovat toisistaan riippumattomia. Tavoitteena on verrata mittauksia toisiinsa: Antavatko
mittaukset keskimaarin saman tuloksen?

Kuten edella todettiin, riippumattomien otosten t-testia ei saa tallaisessa tilanteessa kayttaa.
Testausongelma saadaan ratkaistuks siirtymalla tarkastelemaan mittaustuloksien X;; ja X, erotuksa

D, =X,- X,,i=1,2K,n
Mittaukset 1 ja 2 antavat keskimaarin saman tuloksen, jos erotukset D; saavat keskimaarin arvon
nolla. Testausongelman ratkaisuna on tavanomainen yhden otoksen t-testi mittaustuloksien Xi; ja X2
erotuksien D; odotusarvolle.
Hypoteesit t-testissa parivertailuille
Yleinen hypotees H :

D,,D,,K,D_*

D, ~N(m,s2),i=1,2,K,n

Nollahypoteesi:
H,:m =0
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
H :m >0 : . : .
7 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H,:m <0

H :m*0  2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

Parametrien estimointi t-testissa parivertailuille
Olkoot

ano,

i=1

=1
n
ja
»_ 1 ¢ =2
=~ 3(D-D
S n-l‘gl(' )

tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille i jas 2. Tunnusluku D
onerotusten D, = X, - X,,,i =1,2,K,n aritmeettinen keskiarvo jas’ on erotusten
D =X,- X,,i=12K,n otosvarianss.

Testisuure ja sen jakauma t-testissa parivertailuille

Maéritellaan t-testisuure
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t:D

5

S
Jos nollahypoteesi
H,:m =0
patee, niin testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - 1):
t tin-2
Perustelu:
Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:
D,D,K,D, "
D, N(0,s?),i=12,K,n
Talloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)
5=18D N cO, 550
niz & Ny
jadten
D
sy /n

Koska standardipoikkeama sp on tuntematon, satunnaismuuttuja Z on testisuureena epa-
operationaalinen. Jos standardipoikkeama sp korvataan satunnaismuuttujan Z lausekkeessa
vastaavalla otossuureella

Z= N(0,1)

N ey
- 1| 1
niin saadaan t-testisuure
(= D
S /\n
joka nollahypoteesin H, pétiessi noudattaa t-jakaumaa vapausastein (n - 1):
t~t(n- 1)

Todistus: ks. kappaletta Y hden otoksen t-testi.

Testisuure t mittaa havaintoarvojen erotuksien aritmeettisen keskiarvon tilastol lista etaisyytta
nollasta. Mittayksikkona on erotuksien D; aritmeettisen keskiarvon D standardipoikkeaman

sy /\n

estimaattori, jota méardttaessa on oletettu, etta nollahypotees H, pétee.
Testisuureen t normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, pétiessa
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E(t)=0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen t arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.

Hylkaysalueen maaradaminen t-testissa parivertailuille

Kriittisten rajojen maarddminen tapahtuu tasmélleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

p-arvon maaraaminen t-testissé parivertailuille

Testin p-arvon madaraaminen tapahtuu tésmalleen samalla tavalla kuin yhden otoksen t-testin
tapauksessa.

Normaalisuusoletuksen merkitys t-testissa parivertailuille

Parivertailuasetelman t-testin yleisessi hypoteesissa oletetaan, ettd havaintoarvojen erotukset ovat
normaali-jakautuneita. Testi e kuitenkaan ole herkka poikkeamille normaalisuudesta, jos
havaintojen lukumaaré n on "kyllin suuri”.

Testia on melko turvallista kayttaa, kun
n>15

ellel erotusten jakauma ole kovin vino ja erotuksien joukossa ole poikkeavia erotuksa. Jos
havaintojen lukumaaré

n> 40
testia voidaan melko turvallisesti kayttaa jopa selvasti vinoille erotuksien jakaumille.

9.6. Yhden otoksen c*-testi varianssille

Testausasetelma yhden otoksen testissa varianssille
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnai sotos normaalijakaumasta N(ms ?) . Taldin satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ..., novat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(ms?) :

X, X, L, X, A
X, N(ms?),i=12K,n

Asetetaan normaalijakauman N(ms ?) varianssiparametrille s nollahypoteesi
H,:s%=s!

Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?

Ratkaisu: Yhden otoksen ¢*testi varianssille.

Hypoteesit yhden otoksen c¢*testisséa varianssille
Yleinen hypotees H :
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Xpy X5, K, X, A
X, ~N(ms?),i=12K,n
Nollahypoteesi:
H,:s%=s!
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
H,:s*>sg i o . .
, , ylsuuntaiset vai htoehtoiset hypoteesit
H:s°<s;p

H,:s%1 sZ 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

Parametrien estimointi yhden c¢*testisséa varianssille

Olkoot
c 18
X==g X
n ,a:1 '
ja
1 8 S
s =——a (X - X)?
L1 (X X)
tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille mja s°. Tunnusluku X on
havaintojen X , i =1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo jas” on havaintojen X; , i =1, 2, ..., n
otosvarianss.

Testisuure ja sen jakauma yhden otoksen c*-testissa varianssille
M &ritelld8n c*testisuure

CZ _ (n' 1)82
So

Jos nollahypoteesi
H,:s%=s!

pétee, niin testisuure ¢ noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein (n - 1):

c> c*(n-1)
Perustelu:
Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:
XL XK XA

X, N(ms}),i=12,K,n
Talloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)
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.2
®<i B mg CZ(n)

ine So g

Qo

Y =

Koska odotusarvo mon tuntematon, satunnaismuuttuja 'Y on testisuureena epa-
operationaalinen. Jos satunnaismuuttujan Y lausekkeessa odotusarvo mkorvataan vastaavalla
otossuuredla
o 1
X==
Nz

niin saadaan c*-testisuure

cz_élnaexi->‘<<';)_(n-1)s2
i=l§ So ﬂ s§
jossa
1 g .
s =——a (X - X)?
n-l‘gl(' )

Jos nollahypoteesi H, pétee, testisuure ¢® noudattaa c*jakaumaa vapausastein (n - 1):
~cAn- 1)

Todistus: ks. lukua Otokset ja otos akaumat.

Testisuureen ¢® normaaliarvo = (n — 1), koska nollahypoteesin H, pétiessi
E(c)=n-1
Siten seké pienet ettd suuret testisuureen ¢ arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi H, ei pade.
Hylkaysalueen maaraaminen yhden otoksen c¢*-testisséa varianssille
Valitaan testin merkitsevyystasoks a.
()  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:s?>s¢
niin kriittinen arvo ¢? saadaan ehdosta
Pr(c*® ¢2)=a
jossac® c¢?(n-1). Testin hylkaysalue on t&loin muotoa
(ca,+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:s?<s!
niin kriittinen arvo ¢/, saadaan ehdosta

Pr(c’£c,)=a
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jossac® c¢?(n-1). Testin hylkaysalue on t&loin muotoa
©,¢,)
(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:s?1s?
niin kriittiset arvot ¢, ,, jac?,, saadaan ehdoista
Pr(c’£c’,,,)=al2
Pr(c?3 ¢2,)=al?2
jossac® c?*(n-1). Testin hylkdysalue on talléin muotoa
(0, ¢245) E (€200 +¥)
Nollahypotees hyl&téén, jos testisuureen arvo osuu hylkaysalueelle.
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen méarddmisté:

v a2 2 a2 2 a2 2
H,:s">s; H,:s° <5 H,:s°!s,
c?(n-1) c?(n-1)
a a
1-a 1-a
c, Cr
— H
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue

p-arvon maaraaminen yhden otoksen c*-testissa varianssille

Olkoon ¢*-testisuureen havaittu arvo ¢? .

Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maaréamistd, kun vaihtoehtoinen hypotees on
yksisuuntainen:

H,:s%>s} H,:s%<s’
c?(n-1) c?(n-1)
1-p 1-p
cl cl
—Festmrprarvo—=7 Testrpavo=7p
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Kaksisuuntaisen vaihtoehtoisen hypoteesin
H,:s?1s?
tapauksessa testin p-arvo on
p=2 min{Pr(c2 3 ¢2),Pr(c’ £ cj)}
jossa
c> c*(n-1)
Nollahypotees hylatéan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.

Normaalisuusoletuksen merkitys yhden otoksen c¢*-testissa varianssille

Téass4 editetyn varianssitestin yleisessa hypoteesissa oletetaan, etté havainnot ovat normaali-
jakautuneita. Testi on aika herkkéa poikkeamille normaalisuudesta ja siten testi ei toimi kovinkaan
hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai havaintojen joukossa on poikkeavia havaintoja.
Suuretkaan havaintojen lukuméarét eivét yleensa parannatilannetta.

9.7. Kahden riippumattoman otoksen F- testi variansseille

Testausasetelma kahden riippumattoman otoksen F-testissa variansseille
Olkoon
X, 1=1,2,...,m
satunnai sotos normaalijakaumasta N(r,s7) . Taloin satunnaismuuttujat X ,i =1, 2, ..., ny ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(m,s?):
Xigs Xop, Loy Xy A
X, N(m,s}),i=12K,n
Olkoon
X2,]=1,2,...,n
satunnai sotos normaalijakaumasta N(m3,s 2) . Tal6in satunnaismuuttujat X2, j =1, 2, ... , n, ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(13,s7):
Xipr Xop Ly X, N
X, N(m.s}),j=12K,n,
Oletetaan lisaks, etta otokset
X, 1=1,2,...,m
ja
Xi2,]=1,2,...,n
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ovat riippumattomia. Otosten riippumattomuudella tarkoitetaan sité, etta se millainen havainto on
saatu jakaumasta 1 ei ole vaikuttanut sithen millainen havainto on saatu jakaumasta 2, ja kdantéen, se
millainen havainto on saatu jakaumasta 2 ei ole vaikuttanut siihen millainen havainto on saatu
jakaumasta 1.

Asetetaan normadlijakaumienN(m,s/) jaN(m,s >) varianssiparametreilles > jas > nollahypotees
H,:s2=s}=s?

Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?

Ratkaisu: Kahden riippumattoman otoksen F-testi variansseille.

Hypoteesit kahden riippumattoman otoksen F-testissa variansseille
Yleinen hypotees H :

()  Xu~N(m.s?),i=12K,n,

(i) X, ~N(m,s3),j=L2K,n,

(i) Havainnot Xi; ja X, ovat riippumattomia kaikillei jaj
Nollahypoteesi:

H,:s2=s7=s?
Vaihtoehtoiset hypoteesit:

H,:s2>s2i
v yl-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H:s:<S;p

H,:s2% s? 2-suuntainen vaihtoehtoinen hypotees

Parametrien estimointi kahden riippumattoman otoksen F-testisséa variansseille
Olkoot

Xk:ié Xy k=12
b i=1
ja
2 1 g T \2
= X - X)) k=12
nk_lia:l( ik k) :L

tavanomaiset harhattomat estimaattorit normaalijakauman parametreille m jas?. Tunnusluku X,
on havaintojen Xy, i =1, 2, ..., n., k=1, 2 aritmeettinen keskiarvo ja s; on havaintojen X, i = 1,
2,...,n, k=1, 2 otosvarianss.

Testisuure ja sen jakauma kahden riippumattoman otoksen F-testissé variansseille
Ma&éritelléan F-testisuure
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T
1
ZMISN

Jos nollahypoteesi

H,:s2=s7=s?

patee, niin testisuure F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (n; — 1) ja(n, — 1) :

F F(n-1n,-1)
Perustelu:

Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:

X X, K, anl' Xz X5, K, xnzz "
Xy N(m,s®),i=12K,n
X, N(m,s?,j=12K,n,

Talloin (ks. lukua Otokset ja otog akaumat)

g @(il' ’71(?2

VET- T Ly
i=1 S 2
n, . .2
V=820 o,
j=1e %]

KoskaY; ™ Ys, niin

Y,/
Y=L F(n,n
Y, /n, (n,n,)

Koska odotusarvot m ja m ovat tuntemattomia, satunnaismuuttuja Y on testisuureena epa-

operationaalinen.

Korvataan satunnaismuuttujien Y; ja Ya, lausekkeissa odotusarvot m ja m vastaavilla

otossuureilla

Xy :ié Xy k=12

k i=1
Saamme satunnaismuuttujat
2
_(n-Ds _ & aX, - X6
V, = n 2%_a8 1”40
S i=1 S g
(n-1s _ & aX,- X, 0
V, = 5 =adg =
S e S g
jossa
- 1 & 72 g =
S = a (X - X,)" k=12
k i=1
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Jos nollahypotees Hy patee (ks. lukua Otokset ja otosakaumat)
Vi cf(n- D
Vv, c*(n,-1)
Lisdks satunnaismuuttujat V; ja V, ovat riippumattomia:
ViV,
Mé&éritelléan F-testisuure
FoVi/n-0) _ s
V,I(n,-1)

Jos nollahypoteesi Hy patee, testisuure F noudattaa suoraan F-jakauman maaritelman
mukaan F-jakaumaa vapausastein (n; - 1) ja(nz - 1):

F F(n-1n,-1)

Suurille n, testisuureen on F normaaliarvo » 1, koska nollahypoteesin Hy patiessa
n-1

E(F) =2

Siten seka pienet etta suuret testisuureen F arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.

Hylkaysalueen maarddminen kahden riippumattoman otoksen F-testissa
variansseille

Valitaan testin merkitsevyystasoks a.
()  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:s?2>s?
niin kriittinen arvo F, saadaan ehdosta
Pr(F3 F,)=a
jossaF  F(n -1n,-1). Testin hylk&ysalue on taltin muotoa
(F,.+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H,:s/<s’
niin kriittinen arvo F,_, Saadaan ehdosta
Pr(FEF_,)=a
jossaF  F(n -1n,-1). Testin hylk&ysalue on taltin muotoa
(O.F..)

(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
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H:m*m
niin kriittiset arvot F1_,, ja F4» Saadaan ehdoista

P(FEF,,,)=al2
P(F3 F,,)=al2

jossaF  F(n -1n,-1). Testin hylk&ysalue on taltin muotoa
(O,F, .2) E (F, 5, +¥)

Nollahypotees hylétéén, jos testisuureen arvo osuu hylkaysalueelle.
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen valintaa:

H,:s2>s? H,:s2<s? H,:s’ts?
F(nl'lnz'l) F(n_l__l’nZ_l) F(n_l__l’nZ_l)
a a
1-a 1-a

Fa I:1— a Fl— a/2 Fa /2

— H H —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue

p-arvon maardaminen kahden riippumattoman otoksen F-testissé variansseille

Olkoon F-testisuureen F havaittu arvo Fy .

Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maaréamistd, kun vaihtoehtoinen hypotees on
yksisuuntainen:

H,:s?>s? H,:s2<s?
F(ni'lnz'l) F(nl'lnz'l)
P P
1-p 1-p
F, B B
Testin p-arvo=p Testin p-arvo=p

Kaksisuuntai sen vaihtoehtoisen hypoteesin

H,:s2ts?
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tapauksessa testin p-arvo on
p=2" min{Pr(F 3 F,),Pr(F £ F,)}
jossa
F F(n-1n,-1)
Nollahypotees hyl&taan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.
Normaalisuusoletuksen merkitys kahden riippumattoman otoksen F-testissa
variansseille

Tassa editetyn varianssien vertailutestin yleisessa hypoteesissa oletetaan, etta havainnot ovat
molemmissa otoksissa normaalijakautuneita. Testi on aika herkka poikkeamille normaalisuudesta ja
Siten testi el toimi kovinkaan hyvin, jos havaintojen jakauma on vino tai havaintojen joukossa on
poikkeavia havaintoja. Suuretkaan havaintojen lukuméarét eivét yleensa parannatilannetta.
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10. Testeja jarjestysasteikollisille muuttujille

10.1. Jarjestysasteikollisten muuttujien testit
10.2. Merkkitesti

10.3. Wilcoxonin testi

10.4. Mannin ja Whitneyn testi

10.5. Wilcoxonin rankisummatesti

Tarkastelemme téssa luvussa seuraavia teste) & j arj estysasteikollisille muuttujille:
M erkKkitesti
Wilcoxonin rankitesti
Mannin ja Whitneyn testi eli Wilcoxonin rankisummatesti

Testeissa testataan tarkemmin mééritteleméttomén todenndkdisyysjakauman sijaintiparametria
(mediaania) koskevia hypoteesga. Vaikka testit on muotoiltu jarjestyasteikollisille muuttujille, niita
voidaan kéyttda myos suhde- tal valimatka-asteikollisille muuttujille.

Avainsanat:

Asymptoottinen testi, Eksakti testi, Hylkaysalue, Jarjestysasteikko, Kahden otoksen testi, Mannin

ja Whitneyn testi, Mediaani, Merkitsevyystaso, Merkkitesti, Nollahypoteesi, Normaaliarvo, Normaali-

jakauma, Odotusarvo, Otos, Otosvarianssi, p-arvo, Parametri, Parivertailu, Riippumattomat otokset,

Sovitettu pari, Standardipoikkeama, Standardointi, Suhdeasteikko, t-testi, Testisuure,
Todennakoisyys-

jakauma, Varianssi, Vertailutesti, Valimatka-asteikko, Wilcoxonin rankisummatesti, Wilcoxonin

rankitesti, Yhden otoksen testi, Yleinen hypoteesi

TKK @ llkka Mellin (2006) 182



Tilastolliset menetelmat 10. Testeja jarjestysasteikollisille muuttujille

10.1. Jarjestysasteikollisten muuttujien testit

Tassd luvussa tarkastellaan seuraaviatesteja jarjestysasteikollisille muuttujille:
M erkKkitesti
Wilcoxonin rankitesti
Mannin ja Whitneyn testi eli Wilcoxonin rankisummatesti

Kaikissa kasiteltavissa testeissa testataan tarkemmin méaérittelemattoman todenndkdisyys-
jakauman sijaintiparametria (mediaania) koskevia hypoteesgja. Vaikkatestit on muotoiltu
jarjestyasteikollisille muuttujille, niita voidaan hyvin kéyttda— ja on monissa tilanteissa jarkevaa
kéyttéad — myos suhde- tai valimatka-asteikollisille muuttujille; mitta-asteikot: ks. lukua
Tilastollisten aineistojen kerdadminen ja mittaaminen.

Testit ovat luonteeltaan jakaumista riippumattomia, millatarkoitetaan sitg, etta testien yleiset
hypoteesit elvat médrittele tarkasti perusjoukon jakaumaa. Testeja voidaan kutsua myos ei-para-
metrisisks, millataas tarkoitetaan sitg, ettatestattavat hypoteesit eivét kohdistu mink&an toden-
nakoisyysjakauaman parametreihin.

Merkkitesti ja Wilcoxonin rankitesti ovat yhden otoksen testel &, mutta niita voidaan soveltaa myos
parivertailuasetelmissa. Mannin ja Whitneyn testi eli Wilcoxonin rankisummatesti on kahden
otoksen testi.

10.2. Merkkitesti
Olkoon
X, Xo, ooy Xq

satunnai sotos jakaumasta, jonka pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x) on symmetrinen.
Asetetaan jakauman mediaanille Me nollahypotees

Ho : Me= Mg
Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin Hy kanssa? Téamén testausongel man erdana
ratkaisuna on merkkitesti, joka on erés mahdollinen ei-parametrinen vastine yhden otoksen t-testille
normaalijakauman odotusarvolle; ks. lukua Testit suhdeasteikollisille muuttujille.
Testisuureet S"ja S*
M&éritell&an erotukset

Di=X—-Me&,i=12,...,n
jaolkoon

neEn

niiden erotusten D; lukuméérg, jotkaovat * 0. On ilmeistd, etta nollahypoteesin Hy patiessa
positiivisten ja negatiivisten erotusten on jakauduttava suunnilleen tasan.

M &aritelld8n testisuureet S jaS':
S = negatiivisten erotusten D; = X; — Mey lukumééra
S’ = positiivisten erotusten D; = X; — Mey lukuméaéra
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Testisuureiden S™ ja S” ominaisuudet

(i) S +S=n
(i)  Josnollahypoteesi H, patee, testisuureet S ja S" noudattavat binomijakaumaa Bin(n,q)
parametreinnjaq = 1/2:
S ~Bin(n,1/2)
S’ ~ Bin(n,1/2)
(iii)  Jos nollahypoteesi H pétee, niin
E(S)=ES")=ng=4%in
(iv) Jos nollahypoteesi H, pétee,
D*(S')=D*(S") =nq(l- ) =4n

Eksakti merkkitesti

Testisuureiden S ja S jakaumat on taulukoitu ja monet tietokoneohjelmat laskevat testin p-arvoja.
Merkkitestin p-arvot maérataan seuraavilla kaavoilla, joissas jas” ovat testisuureiden S ja S
havaitut arvot:

(i) Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Me> Mg
Testin p-arvo:
p=Pr(S>s")
(i)  Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Me< Mg
Testin p-arvo:
p=Pr(S <5)
(iii) Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Mel! Mg
Testin p-arvo:
p=2 mn{Pr(S >s"), Pr(S <s)}
Standardoitu merkkitestisuure ja sen asymptoottinen jakauma
Jos nollahypoteesi H, patee, niin
E(S)=E(S")=1in
D*(S)=D?*(S") =4n
Mé&éritelld8n standardoitu satunnaismuuttuja

;- S-ES)
D(S)
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jossa
S=Stas
Jos nollahypotees Hy patee, niin testisuure Z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z~2N(0,1)
Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos n > 20. Pienissa otoksi ssa nojataan testisuureen
S (= S ta S) tarkkaan jakaumaan.
Testisuureen Z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy patiessa
E(Z2)=0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.

Nollahypotees H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylk&ysalueen valintaja p-arvon
maaraaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.

Kommentteja
Merkkitesti voidaan tulkita ei-parametriseksi vastineeksi normaalijakauman odotusarvoa koskevalle
yhden otoksen t-testille. Merkkitestissa el tehda — toisin kuin yhden otoksen t-testissa—

mit&an oletuksia perusjoukon jakauman tyypista. Merkkitestin testisuureen arvo el riipu
havaintoarvoista, vaan ainoastaan niiden keskinaisesta jarjestyksesta.
Merkkitesti ja parivertailuasetelmat

Merkkitesti& voidaan soveltaa parivertailuasetelmiin, joissa havainnot muodostuvat toisistaan
riippumattomista mittauspareista

X, Y),i=12 ....0

Oletetaan, etta X- ja Y-mittausten jakaumat ovat muuten samat, mutta niiden mediaaneilla
(sjaintiparametreilla) saattaa olla eri arvot.

Mééritelld8n havaintojen X; jaY; erotukset
Di :Xi—Yi,i:].,Z, ...,n'

jaolkoon n niiden erotusten D; lukumé&rg, jotkaovat 0 jaoletetaan, ettd erotusten D; , i =1, 2,
... , hjakauma on symmetrinen.

Maéritellaan testisuureet S ja S erotuksille D; kuten edella. Olkoon

Mep
erotustenD; , i =1, 2, ..., n mediaani. Tall6in nollahypoteesin
Ho: Mep = 0

testaamiseen voidaan soveltaa merkkitestia.

10.3. Wilcoxonin rankitesti
Olkoon
xll XZI ,xn
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satunnai sotos jakaumasta, jonka pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(x) on symmetrinen.
Asetetaan jakauman mediaanille Me nollahypotees

Ho : Me= Mg
Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin Hy kanssa? Tamén testausongelman erdana
ratkaisuna on Wilcoxonin rankitesti, joka on erés mahdollinen ei-parametrinen vastine yhden
otoksen t-testille normaalijakauman odotusarvolle; ks. lukua Testit suhdeastelkollisille
muuttujille.
Testisuureet W™ ja W*
Olkoon
YDYe= X —Mey2,1=1,2,...,n
jaolkoon
neEn
niiden erotusten D; lukumé&érd, jotkaovat * 0.
Olkoot
4y, Ly, ..., Zn
itseisarvot ¥D;%2jarjestettyind suuruug arjestykseen pienimmasta suurimpaan ja olkoon
R(Z) = itseisarvon Z; jarjestysnumero eli ranki, i =1, 2, ... , n
Ma&éritelléan testisuure
W =3 R(Z)

D,<0
on niiden rankien summa, joita vastaavat erotukset
Di=X—Meg<0
Mé&éritelléan testisuure
W =3 RZ)

D,>0
on niiden rankien summa, joita vastaavat erotukset
Di=Xi—Me&>0
Testisuureiden W~ ja W' ominaisuudet
0) W +W* =1in(n+1)
(i)  Jos nollahypoteesi H, pétee,
EW) =EW") =1n(n+1)
(i)  Jos nollahypoteesi H, patee,
D*(W ) =D*’(W*) =X n(n+)(2n+1)
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Eksakti Wilcoxonin rankitesti

Testisuureiden W™ jaW" jakaumat on taulukoitu ja monet tietokoneohjelmat laskevat testin p-arvoja.
Wilcoxonin rankitestin p-arvot méarataan seuraavilla kaavoilla, joissaw jaw’ ovat testisuureen W
jaW' havaitut arvot:

(i) Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Me> Mg
Testin p-arvo:
p=Pr(W >w)
(i)  Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Me< Mg
Testin p-arvo:
p=Pr(W <w)
(iii) Vaihtoehtoinen hypoteesi:
Hi: Mel! Mg
Testin p-arvo:
p=2 mn{Pr(W >w"), Pr(W <w)}

Standardoitu W-testisuure ja sen asymptoottinen jakauma

Jos nollahypotees Hy péatee,
EW") =EW")=4in(n+])
D*W")=D*W") =1 n(n+1)(2n+1)

Méaéritelléan testisuure

2 :W* - EW)
DW)
jossa
W =W ta W'

Jos nollahypoteesi H, patee, niin testisuure Z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

Z ~N(0,2)

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos n > 20. Pienissi otoksi ssa nojataan testisuureen W
(= W tai W) tarkkaan jakaumaan.

Testisuureen z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy patiessa
E(2=0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy ei pade.
Nollahypotees Hy hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylkdysalueen valinta ja p-arvon
maaraaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.
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Kommentteja

Wilcoxonin rankitesti voidaan tulkita ei-parametriseks vastineeksi normaalijakauman odotusarvoa
koskevalle yhden otoksen t-testille. Wilcoxonin rankitestissa el tehda — toisin kuin yhden otoksen t-
testissa— mitédan oletuksia perugoukon jakauman tyypista. Wilcoxonin rankitestin testisuureen arvo
el riipu havaintoarvoista, vaan ainoastaan niiden keskindisesta jarjestyksesta. Wilcoxonin rankitesti
kayttaa kuitenkin enemman informaatiota havaintojen jarjestyksesta kuin merkkitesti. Sks
Wilcoxonin rankitesti on voimakkaampi kuin merkkitesti.

Wilcoxonin rankitesti ja parvertailuasetelmat

Wilcoxonin rankitestia voidaan soveltaa parivertailuasetelmiin, joissa havainnot muodostuvat
toisistaan riippumattomista mittauspareista

X,Y),i=12 ....0

Oletetaan, etta X- ja Y-mittausten jakaumat ovat muuten samat, mutta niiden mediaaneilla
(sjaintiparametreilla) saattaa olla eri arvot.

Mééritelld8n havaintojen X; jaY; erotukset
Di=Xi—Yi,i=1,2,...,n'

jaolkoon n niiden erotusten D; lukumé&rg, jotkaovat 0 jaoletetaan, ettd erotusten D; ,i =1, 2, ...
, N jakauma on symmetrinen.

M &aritella8n testisuureet W™ ja W' erotuksille D; kuten edella. Olkoon

Mep
erotusten D; , i =1, 2, ..., nmediaani. Taldin nollahypoteesin
Ho: Mep = 0

testaamiseen voidaan soveltaa Wilcoxonin rankitestia.

10.4. Mannin ja Whitneyn testi
Olkoot
X, X, K, X
riippumattomia havaintoja satunnaismuuttujan X jakaumasta perusjoukossa S, (otos 1).
Olkoot
Y,.Y,, K.Y,

ovat riippumattomia havaintoja satunnaismuuttujan Y jakaumasta perugjoukossa S; (otos 2).

Oletetaan lisaks, ettd otokset 1 ja 2 ovat riippumattomia. Otosten riippumattomuudella tarkoitetaan
Sitd, etté se millainen havainto on saatu jakaumasta 1 e ole vaikuttanut siihen millainen havainto on
saatu jakaumasta 2, ja kdantéen, se millainen havainto on saatu jakaumasta 2 ei ole vaikuttanut siihen
millainen havainto on saatu jakaumasta 1.

Tehdaan oletus, etta satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat muuten samaa jakaumaa, mutta niiden
mediaanit (sijaintiparametrit) saattavat erota toisistaan ja asetetaan nollahypoteesi, etta satunnais-
muuttujilla X ja'Y on sama mediaani (sijaintiparametri).
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Ovatko havainnot sopusoinnussa nollahypoteesin Hy kanssa? Tamén testausongelman erdana
ratkaisunaon Mannin ja Whitneyn testi, joka on erés mahdollinen ei-parametrinen vastine kahden
riippumattoman otoksen t-testia normaalijakaumien odotusarvoille; ks. lukua Testit suhde-
asteikollisille muuttujille.
Hypoteesit
Yleinen hypotees H :

Q) Havainnot
X, F,i=12K,n

2 Havainnot
Y, FR,j=L2K,m

3 Jakaumat Fx ja Fy ovat muuten samat, mutta niiden mediaanit (sijaintiparametrit)
Saattavat erota toisistaan.
4) Havainnot X; ja Y, ovat riippumattomia kaikillei jaj.
Nollahypoteesi Hy :
Ho: Fx=Fy
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Hi: Fx! Fy

Mannin ja Whitneyn testin idea

Yhdistetdan X- ja Y-havainnot yhdeks otokseks jajérjestetaan yhdistetyn otoksen havainnot
suuruus-jarjestykseen pienimmasta suurimpaan ja tarkastellaan miten X- ja Y-havainnot seuraavat
yhdistetyssa otoksessa toisiaan.

Jos kaikki X-havainnot (Y-havainnot) edeltavat kaikkia Y-havaintoja (X-havaintoja), ei ole
uskottavaa, etté nollahypoteesi H, patee. Jos satunnaismuuttujat X ja'Y noudattavat samaa
jakaumaa, on ilmeistd, etta X- ja Y-havaintojen on sekoituttava sopivasti toisiinsa. Mannin ja
Whitneyn testisuure mittaa téta sekoittumista.
Testisuure U; — muoto 1
Mé&éritelld8n satunnaismuuttujat

o :‘% 1,josX; <Y,

" 70,josX; >Y,

=1L2,K,n; j=12K,m

jatestisuure

®
D

Qos

U =a

)
i=1

(!
LY

Testisuure U; — muoto 2
M é&éritelld8n satunnaismuuttujat
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R(Xi) = havainnon X; jarjestysnumero eli ranki yhdistetyssé otoksessa
i=1,2,...,n
jatestisuure
U, =nm+3in(n+1)- a R(x,)
i=1
Testisuureen U; ominaisuudet

Testisuureen U; muodot 1 ja 2 ovat ekvivalenttegja. Testisuureen U, arvo ei riipu X- ja Y-
havaintoarvojen suuruudesta, vaan ainoastaan niiden keskindisesta jarjestyksesta. Aina pétee

O£ U; £nm

jaerityisesti
U, =0, jos X >Y, kaikillei jaj
U; =nm, jos X <Y, kaikillei jaj

Testisuure U, — muoto 1
Mé&éritelld8n satunnaismuuttujat
@ :‘%1,jost <X
" 70,josY, > X
1=L2K,m;i=12K,n

jatestisuure

Testisuure U, — muoto 2
M é&éritelld8n satunnaismuuttujat
R(Y;) = havainnonY; jarjestysnumero €li ranki yhdistetyssa otoksessa
j=1,2,...,m
jatestisuure

U, =nm+im(m+1)- é R(Y;)
j=1

Testisuureen U, ominaisuudet

Testisuureen U, muodot 1 ja 2 ovat ekvivalenttgja. Testisuureen U, arvo ei riipu X- ja Y-
havaintoarvojen suuruudesta, vaan ainoastaan niiden keskindisesta jarjestyksesta. Aina pétee

O£Us,£nmm
jaerityisesti
U, =0, josY; > X kakillei ja]
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U, =nm, josY, < X kaikillei jaj

Testisuureiden U; ja U, ominaisuudet
() Ui +U,=nm
(i)  Jos nollahypoteesi Hy pétee, niin
EU,) =EWU,)=inm
(iii)  Jos nollahypoteesi H pétee, niin
D*(U,) =D’(U,) = nm(n+m+1)

Standardoitu U;-testisuure ja sen asymptoottinen jakauma
Jos nollahypoteesi Hy patee, niin standardoitu satunnai smuuttuja
z, = U, - EU,)
D(U,)
noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z; ~a N(0,1)

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, josn > 10 jam> 10. Pienissa otoksi ssa nojataan
testisuureen U, tarkkaan jakaumaan.

Testisuureen Z; normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa

E(Z) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z; arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.
Nollahypoteesi Ho hylatéan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylkéysalueen valintaja p-arvon
maaraaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.
Standardoitu U,-testisuure ja sen asymptoottinen jakauma
Jos nollahypoteesi H, patee, niin standardoitu satunnaismuuttuja

Z, = U,- EU,)

DU,)

noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

Z; ~a N(0,1)

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, josn > 10 jam> 10. Pienissa otoksi ssa nojataan
testisuureen U, tarkkaan jakaumaan.

Testisuureen Z, normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy pétiessa
E(Z)) =0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat siihen, etta nollahypotees Hy e pade.
Nollahypoteesi Ho hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylkéysalueen valinta ja p-arvon
maardaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.
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Kommentteja

Mannin ja Whitneyn testi voidaan tulkita ei-parametriseks vastineeksi kahden riippumattoman
otoksen t-testille normaalijakaumien odotusarvoille. Mannin ja Whitneyn testissé ei tehda — toisin
kuin kahden riippumattoman otoksen t-testissa— mitdan oletuksia perugoukkojen jakaumasta.
Mannin ja Whitneyn testisuureiden arvo el riipu muuttujien X ja'Y arvoista, vaan ainoastaan niiden
keskindisesta jarjestyksesta.

Jos havainnot ovat normaalijakautuneita, Mannin ja Whitneyn testi el ole yhta voimakas kuin
kahden riippumattoman otoksen t-testi. Jos havainnot eivat ole normaalijakautuneita, Mannin ja
Whitneyn testi saattaa olla paljon voimakkaampi kuin kahden riippumattoman otoksen t-testi.

Mannin ja Whitneyn testi on varteenotettava vaihtoehto kahden riippumattoman otoksen t-testille,
jos otoskoot eivat ole kovin isoja ja perusoukot eivét ole normaalijakautuneita.

10.5. Wilcoxonin rankisummatesti

Mannin ja Whitneyn testi ja Wilcoxonin rankisummatesti

Wilcoxonin rankisummatesti perustuu Mannin ja Whitneyn testisuureiden U; ja U, muodoissa 2
esiintyviin havaintojen rankisummiin €li jarjestyslukujen summiin. Wilcoxonin rankisummatesti on
ekvivalentti Mannin ja Whitneyn testin kanssa.

Testisuure T,

Mé&éritelld8n satunnaismuuttujat

R(Xi) = havainnon X; jarjestysnumero €eli ranki yhdistetyssé otoksessa
i=1,2,...,n

jatestisuure

R(X;)

Qo5

T =

i=1

Testisuure T,
Mé&éritelld8n satunnaismuuttujat

R(Y;) = havainnonY; jarjestysnumero €li ranki yhdistetyssa otoksessa
j=1,2,...,m

jatestisuure

Qos

T,=a R(Y)

.ﬂ

Testisuureiden T, ja T, ominaisuudet
(i) T, +T, =3 (n+m)(n+m+1)
(i)  Jos nollahypoteesi H, pétee,

E(T) =in(n+m+1)

E(T,) =sm(n+m+1)
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(iii)  Jos nollahypoteesi H, pétee,
D?(T,) =D?*(T,) =& nm(n+m+1)

Standardoitu T;-testisuure ja sen asymptoottinen jakauma
Jos nollahypoteesi Hy patee, niin standardoitu satunnaismuuttuja
7 = T,- E(T)
D(T,)
noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z; ~a N(0,1)

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, josn > 10 jam> 10. Pienissa otoksi ssa nojataan
testisuureen T, tarkkaan jakaumaan.

Testisuureen Z; normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy pétiessa

E(Z) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z; arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.
Nollahypotees H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylkdysalueen valintaja p-arvon
maardaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.
Standardoitu T,-testisuure ja sen asymptoottinen jakauma
Jos nollahypoteesi Hy patee, niin standardoitu satunnais-muuttuja

z, = T,- E(T,)

D(T)

noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

Z, ~aN(0,1)

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, josn > 10 jam> 10. Pienissa otoksi ssa nojataan
testisuureen T, tarkkaan jakaumaan.

Testisuureen Z, normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin Hy pétiessa
E(Z)) =0

Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z, arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.
Nollahypotees H, hylataan, jos testin p-arvo on kyllin pieni. Hylkdysalueen valinta ja p-arvon
maaraaminen: ks. lukua Tilastollinen testaus.
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11. Testeja laatueroasteikollisille muuttujille

11.1. Laaueroasteikollisten muuttujien testit
11.2. Testi suhteelliselle osuudelle
11.3. Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Tarkastelemme téssa luvussa seuraavia testg & laatuer oasteikollisille muuttujille:
Testi suhteelliselle osuudelle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Molemmissa kasiteltavissa testeissa testataan suhteellista osuutta tai Bernoulli-jakauman
odotusarvoa koskevia hypoteesgja. Vaikka testit on muotoiltu laatueroaste kollisille muuttujille,
niité voidaan hyvin kéyttéa myos suhde-, valimatka- jajéarjestysasteikollisille muuttujille.

Avainsanat:

Asymptoottinen testi, Bernoulli-jakauma, Hylkéysalue, Jarjestyasteikko, Kahden otoksen testi,
Kriittinen arvo, Laatueroasteikko, Merkitsevyystaso, Nollahypoteesi, Normaaliarvo, Normaalijakauma,
Odotusarvo, Otos, Otoskeskihajonta, Otosvarianssi, p-arvo, Parametri, Riippumattomat otokset,
Standardi-poikkeama, Suhdeasteikko, t-testi, Testisuure, Todennakdisyysjakauma, Varianssi,
Vertailutesti, Valimatka-asteikko, Yhden otoksen testi, Yleinen hypoteesi
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11.1. Laatueroasteikollisten muuttujien testit

Tassa luvussa tarkastelemme seuraavia teste & laatuer oasteikollisille muuttujille:
Testi suhteelliselle osuuddlle
Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Molemmissa késiteltavissa testeissa testataan suhteellista osuutta tai Bernoulli-jakauman
odotusarvoa koskevia hypoteesgja. Vaikka testit on muotoiltu laatueroaste kollisille muuttujille,
niité voidaan hyvin kdyttda — ja on monissa tilanteissa jarkevaa kayttéa — myos suhde-, vélimatka- ja
jarjestysasteikollislle muuttujille; mitta-asteikot: ks. lukua Tilastollisten aineistojen keradminen
ja mittaaminen.

Testi suhteelliselle osuudelle on yhden otoksen testi. Suhteellisten osuuksien vertailutesti on
kahden otoksen testi.

11.2. Testi suhteelliselle osuudelle

Testausasetelma testissa suhteelliselle osuudelle
Olkoon A perusjoukon Stapahtuma ja olkoon

Pr(A) =p

Pr(A)=1-p=q
Mé&éritell&8n satunnaismuuttuja

i1, jostapahtumaA sattuu
- } 0, jostapahtuma A ei satu

Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan p:

X ~ Ber(p)
ja

E(X)=p

Var(X)=D*(X) = pq
Oletetaan, ettatapahtuma A on muotoa

A ="Perugoukon Salkiolla on ominaisuus P’
Talin

p=Pr(A)

on todennakdisyys poimia perugoukosta S satunnaisesti alkio, jolla on ominaisuus P. Jos perus-
joukko Son aarellinen, niin todenndkdisyys p kuvaa niiden perugoukon Sakioiden suhteellista
osuutta, joilla on ominaisuus P.

Olkoon X; , Xz, ... , X, satunnaisotos perusjoukosta S, joka noudattaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p). Taldin

TKK @ llkka Mellin (2006) 195



Tilastolliset menetelmat 11. Testeja laatueroasteikollisille muuttujille

X, Xy K, X A
X, Bernoulli(p),i =12,K,n

Asetetaan Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrille p nollahypoteesi
Ho:p=po

Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?

Ratkaisu: Testi suhteelliselle osuuddle.

Hypoteesit testissa suhteelliselle osuudelle
Yleinen hypotees H :

XL XK XA

X, Bernoulli(p),i =12,K,n

Nollahypoteesi:
Ho:p=po
Vaihtoehtoiset hypoteesit:
H:p>p, U
1 PZ Pty S untaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
H:p<p, b

H,:p! p, 2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

Parametrien estimointi testissa suhteelliselle osuudelle
Olkoon

p=

S|k

3
a X
i=1
tavanomainen harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille p.
Huomaa, etté
g
ax-=f
i=1

on tapahtuman A frekvenssi siind n-kertaisessa riippumattomien Bernoulli-kokeiden sarjassa, jota
yksinkertaisen satunnaisotoksen poiminta Bernoulli-jakaumasta Bernoulli(p) merkitsee.

Siten

S|

E):

on tapahtuman A suhteellinen frekvenss ja

f :én X, Bin(n, p)

i=1
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Testisuure ja sen jakauma testissa suhteelliselle osuudelle
Mé&éritelld8n Z-testisuure
Z = p- pO

po(l' po)
n

Jos nollahypoteesi
Ho:p=po

patee, niin testisuure Z noudattaa suurissa otoksissa approksmatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

Z~,N(0,1)
Perustelu:
Oletetaan, ettatestin yleinen hypoteesi H ja nollahypoteesi H, patevét:
X, X, K, X A
X, Bernoulli(p,) ,i=1,2,K,n

Talloin patee (ks. monisteen Todennak 6isyyslaskenta lukua Stokastiikan konvergenssi-
kadtteet jaraja-arvolauseet sekalukuja Otokset ja otogakaumat jaValiestimointi):

18 f NS po(l Po) 6
p=— :
nd % NePo P
jolloin
Z - P B . N(0,2)

\/ po(l' po)/n

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos

np3 10

n(1- p)3 10
Testisuure Z mittaa parametrin p estimaatin p ja nollahypoteesin kiinnittdman parametrin p arvon po
tilastollista etéisyytta. Mittayksikkona on erotuksen

P- P

standardipoikkeaman
p(- p)
n

estimaattori, joka on maarétty olettaen, ettd nollahypotees Hy pédtee
Testisuureen Z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa

E(2) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen Z arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy el pade.
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Hylkaysalueen maarddminen testissa suhteelliselle osuudelle
Valitaan testin merkitsevyystasoks a.
()  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa

Hip>p,
niin Kkriittinen arvo +z, saadaan ehdosta
Pr(Z3 +z,)=a
jossa Z N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(+z,,+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
Hip<p
niin kriittinen arvo —z, saadaan ehdosta
Pr(Z£-z,)=a
jossa Z N(0,1). Testin hylk&ysalue on taldin muotoa
(-¥,-2)
(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
H:p* p
niin Kriittiset arvot —z., ja +z, Saadaan ehdoista

P(ZE-2,,)=al2
Pr(Z3 +2,,)=al2

jossa Z N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa

(' ¥,- Za/z) E (+Za/2' +¥)
Nollahypotees hylétéén, jos testisuureen Z arvo osuu hylkdysalueelle.
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen valintaa:

Hi:p>p, Hi:p<p,
N(0,1) N(0,2)
a a
1- a 1-a

+Za - Z, “ 2y +Za/2
— i — —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue
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p-arvon maardaminen testissa suhteelliselle osuudelle
Olkoon Z-testisuureen Z havaittu arvo z .
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maardamist&:

Hl:p>po H1:p<po Hl:pl Po
N(0,1 N(0,2) N(0,2)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
Z, Z 1z +]7%]
p-arvo=p p-arvo=p p-arvo = 2p

Nollahypotees hyl&taan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.

11.3. Suhteellisten osuuksien vertailutesti

Testausasetelma suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Olkoon A perugioukon &, k = 1, 2 tapahtuma ja olkoot
Pr(A) = p«
Pr(A%) =1- pc= 0
M&éritelléan satunnaismuuttujat Xy , k=1, 2:
_ 11, jos A tapahtuu perugoukossa S,
- % 0, jos A el tapahdu perusjoukossa S,

k

Talbin
X« ~Bernoulli(py) , k=1, 2
ja
E(X\) = P
Var(X,) =D*(X,) = PG
Oletetaan, etté tapahtuma A on muotoa
A ="Perugoukon alkiolla on ominaisuus P”
Tal6in
P« = Pr(A)

on todennakdisyys poimia perugoukosta & , k = 1, 2 satunnaisesti alkio, jolla on ominaisuus P.
Jos perugioukko &, k=1, 2 on &arellinen, niin todenndkdisyys px kuvaa niiden perugoukon S
alkioiden suhteellista osuutta, joilla on ominaisuus P.
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Olkoon
xll’ le’K’ anl

satunnai sotos perusioukosta S;, joka noudattaa Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p,). Taloin
xll’ le’K’ anl N
X, Bemoulli(p),i =12,K,n
Olkoon

Xy X, K, xn22

satunnai sotos perusioukosta S, joka noudattaa Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(py). TallGin
X5 X, K, Xnzz A
X,, Bernoulli(p,),i =12,K,n,

Olkoot otokset lisaks toisistaan riippumattomia.

Asetetaan Bernoulli-jakaumien parametreille p; ja p, nollahypoteesi
Ho:p=p,=p

Ongelma: Ovatko havainnot sopusoinnussa hypoteesin Hy kanssa?

Ratkaisu: Suhteellisten osuuksien vertailutesti.

Hypoteesit suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Yleinen hypotees H :

(|) xll’ XZl’K’ xnll N -

X, Bemoulli(p),i =12,K,n
.. xlzixzziK’anzA

) X,, Bernoulli(p,),i =12,K,n,

(i) Xag X0 K, Xy X X0 K, X, 2

T
Nollahypoteesi:

Hoip=p,=p
Vaihtoehtoiset hypoteesit:

H:p,>p, U

7 1-suuntaiset vaihtoehtoiset hypoteesit
Hip<p, b

H :p ! p, 2-suuntainen vahtoehtoinen hypoteesi

Parametrien estimointi suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Olkoon
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. 1¢g
P=—a Xy, k=12
k i=1
tavanomainen harhaton estimaattori Bernoulli-jakauman parametrille py , k =1, 2.
Huomaa, etta
aX,.=f., k=12
i=1
on tapahtuman A frekvenssi siind n-kertaisessa riippumattomien Bernoulli-kokeiden sarjassa, jota
yksinkertaisen satunnaisotoksen poiminta Bernoulli-jakaumasta Bernoulli(py) , k = 1, 2 merkitsee.
Siten
L f
P =—, k=12
nk
on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessak =1, 2 ja
g .
fi=a Xi  Bin(n, p,)
i=1
Jos nollahypoteesi
Ho:p=p,=p

patee, voidaan otokset yhdistda ja parametrin p harhaton estimaattori on tapahtuman A suhteellinen
frekvenss yhdistetyssa otoksessa:

p:nlﬁl-*'nzpz — f+f,
n+n,  n+n,

Jos nollahypotees Hy patee, niin

A 1- 1- &l 10
Var(p,- p) = PE R PLER) g gy, LS
n n, e g

Testisuure suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Méaéritellaan Z-testisuure

Z: ﬁl- pz
" L&l 160
erpm++
e, Ng

Jos nollahypoteesi
Ho:p=p,=p

patee, niin testisuure Z noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua
normaalijakaumaa:

Z~.N(0,1)
Perustelu:
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Oletetaan, ettatestin yleinen hypotees H ja noIIahypote&ei Ho patevét:

xll’ X21’K anl’ X12’X22’K X

X Bernoulll(p),l—],Z,K,n1

X, Bemoulli(p), j=12,K,n,
Tall6in patee (ks. monisteen Todennak 6isyyslaskenta lukua Stokastiikan konvergenssi-
kadtteet jaraja-arvolauseet sekalukuja Otokset ja otogakaumat jaValiestimointi):

&
p,=—a X;, == ., N¢p, =
; n, j=1 2 n, g n, (1]
Koska
P B
niin
Y = P p2 _N(0,2)

10
\/ p@- p) RS
enl n, ﬂ
Koska todenndkdisyys p on tuntematon, satunnaismuuttuja Y on testisuureena

epaoper ationaalinen.
Jos satunnaismuuttujan Y lausekkeessa todennakdisyys p korvataan otossuureella

np +np, - f,+ 1,

f) =
n +n, n +n,
saadaan testisuure
Z = ﬁl B pz
1 0
\/ pA- P)e g
enl n, ﬂ
joka nollahypoteesin Hy patiessa noudattaa suurissa otoksissa standardoitua normaali-
jakaumaa N(0,1):
Z~.N(0, 1)
Todistus sivuutetaan.

Approksimaatio on tavalisesti riittavan hyva, jos
np 35
nl(l' 61)3 S)

ja
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np,35
nz(l' ﬁ2)3 S

Testisuure Z mittaa tapahtuman A otoksista 1 ja 2 méaréttyjen suhteellisten frekvenssien etai syytta.
Mittayksikkdna on erotuksen

f)l - f)z
standardipoikkeaman

&l 10
\/ - P) g+
e, Ny

estimaattori, joka on maarétty olettaen, ettd nollahypotees Hy pédtee
Testisuureen Z normaaliarvo = 0, koska nollahypoteesin H, patiessa
E(2) =0
Siten itseisarvoltaan suuret testisuureen z arvot viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy e pade.
Hylkaysalueen maarddminen suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Valitaan testin merkitsevyystasoks a.
()  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
Hip>p,
niin Kriittinen arvo +z, saadaan ehdosta
Pr(Zz3 +z,)=a
jossa Z N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(+z,,+¥)
(i)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
Hip<p
niin Kriittinen arvo —z, saadaan ehdosta
Pr(Z£-z,)=a
jossa Z N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(-¥,-2)
(iii)  Jos vaihtoehtoinen hypotees on muotoa
R R o
niin kriittiset arvot —z» ja +Z.. saadaan ehdoista
Pr(ZE-z,,)=al2
Pr(z3 +z,,)=al?2
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jossa Z N(0,1). Testin hylkéysalue on talléin muotoa
(' ¥,- Za/z) E (+Za/2' +¥)
Nollahypotees hylétéén, jos testisuureen Z arvo osuu hylkdysalueelle.
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin hylkdysalueen valintaa:

Hl:p1>p2 Hl:pl<p2 Hl:pll p2
N(0,1) N(0,1) N(0,1)
a a
1-a 1-a
tZ, -Z “Zy *Z,)
— — +—] —
Hylkays- Hylkays- Hylkays- Hylkays-
alue alue alue alue
p-arvon maarddminen suhteellisten osuuksien vertailutestissa
Olkoon Z-testisuureen Z havaittu arvo z .
Allaolevat kuviot havainnollistavat testin p-arvon maardamista:
Hl:p1>p2 Hl:pl<p2 Hl:pll p2
N(0,1) N(0,1) N(0,2)
P P P P
1-p 1-p 1-2p
Z Z 2] +1 %
p-arvo =p p-avo=p p-arvo = 2p

Nollahypotees hylatéan, jos testin p-arvo on kyllin pieni.
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12.  Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden
testaaminen

12.1. Jakaumaoletuksien testaaminen

12.2. Yhteensopivuuden testaaminen

12.3. Homogeenisuuden testaaminen

12.4. Riippumattomuuden testaaminen

12.5. c¢*homogeenisuustesti ja ¢*-riippumattomuustesti
12.6. Normaalisuuden testaaminen

Tarkastelemme tassd luvussa seuraavia testgjé
c’-testi yhteensopivuudelle
c?-testi homogeenisuudelle
c’-testi riippumattomuudelle
Bowmanin ja Shentonin sekd Wilkin ja Shapiron testit normaalisuudelle

c*-yhteensopivuustestilla pyritaan selvittdmaén ovatko havainnot sopusoinnussa havaintojen
jakaumasta tehdyn jakaumaoletuk sen kanssa.

L sheista sukua c*testille yhteensopivuudelle ovat testit homogeenisuudelle jariippumattomuudelle,
c?-testissa homogeenisuudelle perusjoukko on jaettu kahteen tai usempaan ryhmaén jatestattavana
hypoteesina on se, etta tarkasteltava muuttuja noudattaa ryhmissé samaa jakaumaa. ¢-testissd
riippumattomuudelle perugoukon alkiot voidaan luokitellaristiin kahden tekijan suhteen ja
testattavana hypoteesina on se, ettatekijéa ovat riippumattomia.

Koska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema tilastotieteess, havaintojen normaalisuudelle
on kehitetty useita erilaisiatestgja Tassa luvussa tarakstellaan Bowmanin ja Shentonin jaWilkin
ja Shapiron testgj a.

Avainsanat:

Bowmanin ja Shentonin testi, Ei-parametrinen testi, Frekvenssitaulukko, Havaittu frekvenssi,
Homogeenisuuden testaaminen, Huipukkuus, Hylkdysalue, Htvéaksymisalue, Jakaumaoletuksen
testaaminen, Jakaumista riippumaton testi, c’-etaisyys, c*-jakauma, c>-testi, c>-testi homo-
geenisuudelle, c*testi riippumattomuudelle, c*testi yhteensopivuudelle, Kriittinen arvo,
Merkitsevyystaso, Normaalisuuden testaaminen, Odotettu frekvenssi, p-arvo,

Rankit Plot -kuvio, Solu, Solufrekvenssi, Suhteellinen frekvenssi, Vinous,

Wilkin ja Shapiron testi, Yhteensopivuuden testaaminen
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12.1. Jakaumaoletuksien testaus

Tassa luvussa tarkastellaan seuraavia seka diskreeteille etta jatkuville muuttujille tarkoitettuja testgja
yhteensopivuudelle, homogeenisuudelle jariippumattomuudelle:

¢*-testi yhteensopivuudele

c?-testi homogeenisuudelle

c’-testi riippumattomuudelle

Bowmanin ja Shentonin sekd Wilkin ja Shapiron testit normaalisuudelle

Tilastollisen testauksen perusmuodossa testataan todennakdisyysakaumien parametreja koskevia
nollahypoteesga; ks. lukuja Tilastollinen testaus ja Testg & suhdeasteikollislle muuttujille.
Talloin testin yleinen hypoteesi kiinnittad havaintojen jakauman.

Kysymys. Voidaanko yleisen hypoteesin jakaumaol etusta testata tilastol lisesti?
Vastaus. Kyllal

Jakaumaoletuksia koskevia tilastollisia testeja kutsutaan tavallisesti yhteensopivuustesteiks.
Yhteensopivuustesteilla pyritéan selvittamaan ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn jakauma-
oletuksen kanssa. Yleisena yhteensopivuustesting kéytetaan c*-testia.

L sheista sukua c*testille yhteensopivuudelle ovat testit homogeenisuudelle jariippumattomuudelle,
c?-testissa homogeenisuudelle testausasetelma on seuraava:
()  Perugoukko voidaan jakaa kahteen tai useampaan ryhmaan.

(i) Testattavana hypoteesina on se, etta tarkasteltava muuttuja noudattaa ryhmissi samaa
jakaumaa.

¢*-testissé riippumattomuudelle testausasetelma on seuraava:
(i) Perugoukon akiot voidaan luokitella ristiin kahden tekijan suhteen.
(i) Testattavana hypoteesinaon se, ettatekijét ovat riippumattomia.

c*-testit homogeenisuudele jariippumattomuude le ovat erilaisista lahtokohdistaan huolimatta
laheistd sukua toisilleen — esimerkiksi niihin liittyvét laskutoimitukset ovat t&ysin samat.

Koska normaalijakaumalla on niin keskeinen asema tilastotieteess, havaintojen normaalisuudelle
on kehitetty useita erilaisiatestgd. Tassa luvussa tarkastellaan kahta normaalisuustestia:

(i) Bowmanin ja Shentonin testi perustuu havaintojen vinouden ja huipukkuuden mittoihin.
(i)  Wilkin ja Shapiron testi perustuu ns. rankit plot -kuvioon.

12.2. Yhteensopivuuden testaaminen

Testausasetelma c*-yhteensopivuustestissa

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perugoukon Salkioita kuvataan faktorilla eli tekijalla A, joka
saaollalaatuero-, jarjestys, valimatka- tai suhdeasteikollinen muuttuja.
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Oletetaan, etta perugoukosta S on poimittu yks nkertainen satunnaisotos. Haluamme testata
jakaumaol etusta, jonka mukaan tekij& A noudattaa perusjoukossa Sjotakin maarattya toden-
nakaoi syyg akaumaa.

Testattava oletus voidaan muotoilla seuraavillatavoilla:

()  Voidaanko havaintojen jakaumaa kuvata oletuksen méaritteleméalla todenndkdisyys-
jakaumalla?

(i)  Voiko otos olla oletuksen méaritteleman todennakdisyysakauman generoima eli tuottama?
Y hteensopivuustestissa tutkitaan ovatko otos ja tehty jakaumaoletus yhteensopivia.

c?-yhteensopivuustestissé havaintojen ja havaintojen jakaumasta tehdyn oletuksen yhteensopivuutta
mitataan seuraavallatavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopiva luokitus.
(2) Maarétaan havaintojen luokkafrekvenssit.
(3 Maaréaaan tehdyn jakaumaoletuksen mukaiset odotetut |uokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvenssgja toisiinsa c*-testisuureella.

Hypoteesit ¢*-yhteensopivuustestissa
Yleinen hypotees H :

Havainnot Xi, X,, ... , X, On saatu poimimalla satunnaisotos perugoukosta S.
Nollahypoteesi Hy :

Havainnot Xi, X,, ... , X, noudattavat todennak6isyysakaumaa f(X;g), jonka parametrit eivét
véalttamétta ole tunnettuja.

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Havainnot Xy, X,, ... , X, evét noudata nollahypoteesin Ho méaritteleméa todenndkoisyys-
jakaumaa.

Havaitut luokkafrekvenssit

Luokitellaan havainnot Xi, X,, ... , X, toisensa poissulkeviin [uokkiin, joiden lukuméard on mja
olkoon

Ok,k=1,2,...,m

niiden havaintojen frekvenss eli lukumaara jotka kuuluvat luokkaan k. Frekvenss Oy on luokkaan k
kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi.

Oletetaan, ettéa havainnot Xy, X, ... , X, ovat diskreetin satunnaismuuttujan X havaittuja arvojaja,
etta satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat

Vi, Y2, ey Ym
Tal6in havainto X; luokitellaan luokkaan k, jos
Xizyk,i=1,2,...,n,k=1,2,...,m

Luokkaan k kuuluvien havaintojen X; havaittu frekvenssi Oy on niiden havaintojen lukumaarg, jotka
saavat arvon .
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Oletetaan, ettda havainnot Xi, X, ... , X, ovat jatkuvan satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja ja, etta
X1 (ab)
Jaetaan véli (a,b) pisteilla
a=g,<a<a,< L <a,;<a,=b
pistevieraisiin osavaleihin
(axnad , k=1,2,...,m
Talloin havainto X; luokitellaan luokkaan k, jos
X1 (aal,i=1,2,...,n,k=12, ..., m

Luokkaan k kuuluvien havaintojen X; havaittu frekvenssi Oy on niiden havaintojen lukumaarg, jotka
kuuluvat véliin k.

Havaitut |uokkafrekvenssit O, voidaan esittaa frekvenssitaul ukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m Summa

Havaittu frekvenss O O, Om n

Frekvenssa Oy kutsutaan havaituksi solufrekvenssiks frekvenssitaulukon solussa k. Havaitut
solufrekvenssit O toteuttavat yhtaon

éok:n
K=

1

Odotetut luokkafrekvenssit

Oletetaan, ettda havainnot Xy, X,, ... , X, ovat satunnaismuuttujan X havaittuja arvojaja, etta
havainnot on luokiteltu toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukum&érd on m.

Oletetaan, etté nollahypoteesi Ho maaraa taydellisesti satunnai smuuttujan X jakauman ja olkoon Py
todennakadisyys sille, ettd satunnaismuuttuja X saa arvon luokasta k, kun nollahypoteesi H, patee.
Tal6in luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu frekvenssi Ey on

E,=nk ,k=12,K,m
Oletetaan, etta nollahypoteesi Hy maaraa satunnaismuuttujan X jakauman tyypin, mutta jakauman
parametrit ovat tuntemattomia. Jos jakauman parametreja el tunneta, jakauman parametreja on ensin
estimoida havainnoista. Olkoon Py estimoitu todennakoisyys sille, etta satunnaismuuttuja X saa arvon

luokasta k, kun nollahypoteesi H, patee. Taldin luokkaan k kuuluvien havaintojen odotettu
frekvenss E, on

E,=nk ,k=12,K,m
(i) Oletetaan, ettd X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset arvot ovat

Vi, Y2, oo s Ym
Taloin
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Pk:Pr(Xzyk),kzl, 2, ..,M

jossa todennakadisyys Pr(X = yi) maardtéén olettaen, etta nollahypotees Hy pétee. Toden-
ndkoisyydet Pr(X = yi) voidaan méaréta satunnaismuuttujan X kertyméafunktion tai piste-
todennakai syysfunktion avulla.

(i) Oletetaan, etta X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka saa arvoja valilta (a,b) ja, etta vali (a,b)
on jaettu pisteilla

a=a,<a <a,< L <a _,<a =b
pistevieraisiin osavdeihin
(axnad , k=1,2,...,m
Talldin
P=Pr(a_,<X£fa),k=1L2K,m
jossa todennakoisyys Pr(a, , < X £ a,) maarétaan olettaen, etté nollahypotees Hy patee.

Todennédkdisyydet Pr(a,_ , < X £a,) voidaan maarata satunnaismuuttujan X kertymafunktion
tal tiheysfunktion avulla

Odotetut frekvenssit E, voidaan esittda fr ekvenss taul ukkona seuraavassa muodossa:

Luokka 1 2 m Summa

Odotettu frekvenss = E, E. n

Frekvenssa E, kutsutaan odotetuksi solufrekvenssiks frekvenssitaul ukon solussa k. Odotetut
solufrekvenssit E toteuttavat yhtélon

ak-=n

g
k=1
Testisuure ja sen jakauma c¢*-yhteensopivuustestissa

Testi nollahypoteesille Hy perustuu havaittujen frekvenssien Oy ja odotettujen frekvenssien Ex
vertaamiseen. Jos havaittujen frekvenssien Oy ja odotettujen frekvenssien E, jakaumat muistuttavat
toisiaan, havainnot ovat sopusoinnussa nollahypoteesin Hy kanssa.

M &&ritellaan ¢*-testisuure

c?= g (Ok - Ek)z
k1 By
jossa
Ok = havaittu frekvenssi luokassa k
Ex = odotettu frekvenss luokassa k
m = luokkien lukuméara
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Testisuure ¢ mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai
etaisyytta jasiks sitd kutsutaan usein c*-etéisyydeksi.

c*-testisuure voidaan kirjoittaa myés muotoon

jossa
. = O/n = havaittu suhteellinen frekvenss luokassa k

P« = todennakoisyys, etta havainto kuuluu luokkaan k,
kun nollahypoteesi H, pétee
m = luokkien lukuméara

Jos nollahypoteesi H, pétee, testisuure ¢® noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti ¢
jakaumaa vapausasteinf = (m- 1 - p):

c? ,c*(f)
jossa
f =m-1-p
m = luokkien lukum&ara

odotettujen frekvenssien E, médradmiseks estimoitujen parametrien
lukuméara

©
I

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos odotetut frekvenssit E, toteuttavat endot
E >5,k=12K,m

Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.

Testisuureen ¢® normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessi on
E(c®’)=f

jossa
f=m-1-p

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c*-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi
Ho el pade. Normaaliarvoaan merkitsevasti pienemmét c*-testisuureen arvot
viittaavat siihen, etta nollahypoteesi Hy patee liian hyvin: Havainnot saattavat olla vaarennettyja.

c?-yhteensopivuustesti on jakaumista riippumaton, ei-parametrinen testi:

(i) Testinyleinen hypotees ei kiinnita havaintojen jakaumaa, joten se soveltuu kaikille toden-
nakoisyygakaumille.

(i) Testissa el testata todennakoisyys akauman parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.
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c*-yhteensopivuustesti: Sovellus

Luvuissa Tilastollisten aineistojen kuvaaminen, Valiestimointi ja Tilastollinen testaus on
kasitelty seuraavaa esimerkkia:

Kone tekee ruuveja, joiden tavoitepituutena on 10 cm. Ruuvien pituus saa vaihdella satunnai sesti
jonkin verran, kunhan valmistettujen ruuvien keskimaarainen pituus on mahdollisimman lahella
tavoitearvoaan. Ruuvien laadunvalvonnassa niiden keskimaaraista pituutta tutkitaan siten, etta
jokaisesta valmistetusta ruuvierasta poimitaan satunnai sotos ja otokseen poimittujen ruuvien
pituudet mitataan.

Olemme aikaisemmin soveltaneet nain kerdttyyn esimerkkiaineistoon seuraaviatilastollisia
menetelmi&:

(i) LuvussaTilastollisten aineistojen kuvaaminen néytettiin, miten ruuvien pituuden jakaumaa
otoksessa voidaan kuvata luokitellulla frekvenssjakaumalla ja Sita vastaavalla histo-
grammilla.

(i) LuvussaValiestimointi naytettiin, miten koneen tekemien ruuvien keskipituudelle voidaan
konstruoida otostietojen perusteella luottamusvali.

(i) LuvussaTilastollinen testaus naytettiin, miten voidaan testata ovatko otoksessa saadut tiedot
ruuvien keskipituudesta sopusoinnussa ruuvien tavoitepituuden kanssa.

Seka ruuvien keskipituuden luottamusvali (ks. lukua Valiestimointi) etté testi ruuvien keski-
pituuden tavoitearvolle (ks. lukua Tilastollinen testaus) perustuivat oletukseen, jonka mukaan
ruuvien pituus vai htelee normaalijakauman mukaan.

Taté jakaumaoletusta voidaan testata c¢*-yhteensopivuustestilla seuraavassa esitettavalla tavalla.
Yleinen hypotees H :
Ruuvit on poimittu satunnai sotannalla koneen tekemien ruuvien joukosta.
Nollahypoteesi Hg :
Koneen tekemien ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Koneen tekemien ruuvien pituudet eivat noudata normaalijakaumaa.

dis satunnai sotos, jonka koko (9.85,9.90] 1
n=30 (9.90,9.95] 2
ja otokseen poimittujen ruuvien pituudet mitattiin. (9.95,10.00] 6
Ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo (10.00,10.05] 3
otoksessa oli (10.05,10.10] 5
X =10.09 cm (10.10,10.15] 4
ja otoskeskihajonta oli E10-15’10-20} >
10.20,10.25 3
=0.1 .
5=0.1038 cm (10.25,10.30] 1
Taulukko oikealla esittda pituuksien luokiteltua
frekvenssijakaumaa.
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Kuva oikealla esittéd otokseen poimittujen ruuvien
pituuksien luokiteltua frekvenssijakaumaa
vastaavaa histogrammia. 7

Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma

Voisiko téllainen pituuksien jakauma syntya
normaalijakautuneesta perusjoukosta poimitusta 51
satunnaisotoksesta, ts. ovatko havainnot sopu-
soinnussa niistéa tehdyn nor maalisuus-

ol etuksen kanssa?

Frekvenssi

2 ]
Tahan kysymykseen antaa vastauksen 1 ’_|/

¢*-yhteensopivuustesti.

Tarkastelemme alla testin tekemisté esimerkin
havaintoaineiston tapauksessa.

9.8 9.9

10.0

10.1 10.2

Pituus (cm)

10.3 10.4

c?-yhteensopivuustestin vaati mat laskutoimitukset voidaan jarjestéd seuraavan taulukon muotoon

(taulukko on luotu Microsoft Excel -ohjelmalla):

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
Luokka ] Luokan | Havaittu | Standardoitu |Kertyma- Kertyma- Odotettu |Khi%-arvo
ylaraja | luokka- |luokan ylarajal funktion | funktion arvojen| luokka-
frekvenssi arvo erotus frekvenssi

K ay Oy Zy F(zy) | F(zy)=F(zy.4) E ci’
1 9.90 1 -1.79444 0.03637 0.03637 1.09115 | 0.00762
2 9.95 2 -1.31292 0.09460 0.05823 1.74698 | 0.03665
3 10.00 6 -0.83141 0.20287 0.10827 3.24799 | 2.33177
4 10.05 3 -0.34990 0.36321 0.16034 4.81010 | 0.68116
5 10.10 5 0.13161 0.55235 0.18915 5.67443 | 0.08016
6 10.15 4 0.61313 0.73010 0.17775 5.33245 | 0.33295
7 10.20 5 1.09464 0.86316 0.13306 3.99177 | 0.25466
8 10.25 3 1.57615 0.94250 0.07934 2.38026 | 0.16136
9 10.30 1 2.05766 0.98019 0.05750 1.72487 | 0.30462

Summa * 30 * * 1 30 4.190937

Taulukon sarakkeiden selitykset:

(1) Luokka:k=1,2,...,m=9

(2) Luokankylaraja: a

(3) Havaittu luokkafrekvenss luokassak : O

a.0=n=30
(4) Luokan k ylargja ay standardoituna:
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©)
(6)

(7)

(8)

- X - 10.09
L= X_a

s 0.1038
jossa
X =10.09 cm
on ruuvien pituuksien aritmeettinen keskiarvo otoksessa ja
$=0.1038 cm

on pituuksien keskihajonta otoksessa.
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktion F(3 arvo pisteessa z : F(z)
Kertymafunktion arvojen erotus

F(z) - F(zc) = Pr(zc<z £2) = P

on todennadkaisyys, etta havainto kuuluu luokkaan k, jos nollahypotees Ho ruuvien pituuden
nor maalijakautunei suudesta patee. Todennakdisyydet Py toteuttavat ehdon

O m
a k:]_R( :1

koska valitun luokituksen ulkopuolelle j&8neet normaalijakauman hantdalueiden toden-
nakdisyysmassat on yhdistetty reunaluokkiin.

Odotettu luokkafrekvenss luokassak : E, = nPy

O m

a, . E=n=30
L uokan k c*-arvo:
Ckz — (Ok B Ek)z
Ek
jossa
O« = havaittu frekvenss luokassa k
Ex = odotettu frekvenss luokassa k

c*-yhteensopivuustestin testisuureen arvo saadaan sarakkeen (8) lukujen sarakesummana:

c’=g ¢ =

m
=1

d02-4 OB _
k k=

B

c?-yhteensopivuustesti vertaa havaittuja frekvensseja Oy ja nollahypoteesin mukaan odotettuja
frekvenssgja Ey toisiinsa. Geometrisesti vertailu merkitsee havaittuja luokkafrekvensseja Oy
vastaavien suorakaiteiden pintaal ojen vertaamista odotettuja frekvenssga E, vastaavien
suorakaiteiden pinta-aloihin; ks. kuvaa ala.
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Ruuvien pituuksien luokiteltu
frekvenssijakauma
7 )
O Havaitut frekvenssit
6 - 0O Odotetut frekvenssit
5 i
‘0
2 4
(O]
>
® 3
L
2 i
1 i
0 T T
9.8 9.9 10.0 101 102 103 104
Pituus (cm)

Nollahypoteesin
Ho : Ruuvien pituudet noudattavat normaalijakaumaa
pétiessi testisuure ¢ noudattaa ¢*-jakaumaa vapausastein (m- 1 - p):

& ~c*m- 1- p)

jossa
m = luokkien lukum&ara
p = odotettujen frekvenssien E, médradmiseks estimoitujen parametrien
lukumaéara
Esimerkissa
m-1-p=9-1-2=6
koska.
Valitaan merkitsevyystasoks

a=0.05

Merkitsevyystasoa a = 0.05 vastaava kriittinen arvo on
Clps =12.592

koska c*jakauman taulukoiden mukaan
Pr(c? @ 12.592) = 0.05

jossa
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c®> c?(6)

Merkitsevyystasoa a = 0.05 vastaava hylkdysalue on siten muotoa
(12.592, +¥)

Koska c*-yhteensopivuustestin testisuureen arvo

c?=4.20<12.592

kuuluu siis testin hyvak symisalueeseen ja Siten nollahypotees jaa voimaan merkitsevyystasolla a =
0.05:

Havainnot ovat sopusoinnussa nor maalisuusoletuksen kanssa.
Huomautuksia:

Microsoft Excel -ohjelman mukaan ¢*-yhteensopivuustestin testisuureen arvoa 4.20
vastaava p-arvo on 0.65. Siten normaalisuusoletuksen hylkéamiseen el ole my6skaan
testin p-arvon mukaan mitéén perusteita.

Tarkkaan ottaen luokkia olisi pitanyt yhdistaa niin, etté endot
E >5,k=12K,m

olisivat toteutuneet. Talla el kuitenkaan pitdis tassa olla vaikutusta testin tulokseen.

12.3. Homogeenisuuden testaaminen

Testausasetelma c*-homogeenisuustestissa

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perugoukon Salkioita kuvataan yhdella faktorilla eli
tekijalla A, joka saa olla laatuero-, jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollinen muuttuja.

Jaetaan perugoukko Sjakaa kahteen tai useampaan ryhmaan, poimitaan ryhmista toisistaan
riippumattomat satunnaisotokset jatarkastellaan tekijan A vaihtelua otoksissa. Tehdéan oletus, etta
tekij& A noudattaa kaikissa ryhmissa samaa, tarkemmin méérittelemétonta todennakoi syys-
jakaumaa.

Haluamme testata tehtya jakaumaol etusta:

() Voidaanko eri otoksista (ryhmistd) saatuja havaintoarvojen jakaumia kuvata samalla
todennakai syys akaumalla?

(i)  Voivatko otokset olla saman todenndkoi syygakauman generoimia €li tuottamia?

Jos tehty jakaumaoletus patee jatekija A noudattaa siis kaikissa ryhmissi samaa jakaumaa,
perusioukko on homogeeninen ja perusoukkoa el tarvitse jakaa tekijaa A koskevissa tarkastel uissa
erillisiksi ryhmiks. Jostehty jakaumaoletus el pade jatekija A noudattaa siis eri ryhmissa eri
jakaumia, perusioukko on heterogeeninen jaryhmia on syyta tarkastella tekijaa A koskevissa
tarkasteluissa erillisina. Tallaisten jakaumaoletuksen testaamiseen tarkoitettuja testgld kutsutaan
homogeenisuustesteiks.

c’-homogeenisuustestin suorittaminen

c*-homogeeni suustestissi havaintojen ja niiden jakaumasta eri ryhmissa tehdyn homogeenisuus-
oletuksen yhteensopivuutta mitataan seuraavallatavalla:

TKK @ llkka Mellin (2006) 215



Tilastolliset menetelmat 12. Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen

(1) Vdlitaan havainnoille yhteinen luokitus.
(2) Maarétaan havaintojen luokkafrekvenssit jokaisesta otoksesta.
(3 Maaréaaan tehdyn homogeenisuusoletuksen mukaiset odotetut |uokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvenssgja toisiinsa ¢*-testisuureella.

Hypoteesit c>-homogeenisuustestissa
Yleinen hypotees H :

Perugoukosta voidaan jakaa r ryhmaén, joista on poimittu (toisistaan riippumattomat)
satunnai sotokset.

Nollahypoteesi Hy :
Otokseti =1, 2, ..., r on poimittu samasta todennakéi syyg akaumasta.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :

Havaitut frekvenssit

Oletetaan, etta tutkimuksen kohteena oleva perusjoukko Son jaettu r ryhmaan ja poimitaan ryhmisté
toisistaan riippumattomat satunnaisotokset, joiden koot ovat

n,i=12, ...,r.

Luokitellaan havainnot jokaisessa otoksessa samaa luokitusta kayttaen toisensa poissulkeviin
luokkiin, joiden lukumééréd olkoon ¢ ja méaratdan ryhmén i luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenss eli lukumaara

Oij,i=1,2,...,r,j=1,2,...,c.
Muodostetaan havaituista frekvensseistd O;; (r © c)-frekvenssitaulukko [Oy] :

Luokat
1 2 (o Summa

“E 1 Ou O12 O1c n,

N
n>:\ 2 021 022 OZc n;
r Orl Orz aan OI'C nr
Summal| C; C, Ce n

Taulukossa:

q
I

ryhmien lukumééra

luokkien lukumaéra

o
I
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O = havaittu frekvenss ryhméni luokassaj,i=1,2,...,r,j=21,2,...,C
n. = otoskoko ryhméssai

C = havaittu frekvenss yhdistetyn havaintoaineiston luokassa |

n = havaintojen kokonaislukuméaara

Frekvenssia O;; kutsutaan tavallisesti havaituks solufrekvenssiks frekvenssitaulun solussa (i, j).
Havaittujen frekvenssien O;; taulukossa pétee:
() Rivisummat yhtyvét ryhméakohtaisiin otoskokoihin:

é O, =n,i=L2K,r
j=1
(i) Sarakesummat yhtyvét yhdistetyn havaintoaineiston luokkafrekvensseihin:

a0,=C,j=12Kc

i=1
(i)  Havaintojen kokonaislukuméara:
é o} =é n :éCJ =n

i=1 j=1 i=1 j=1

Qoo

Nollahypoteesin tulkinta ¢>-homogeenisuustestissa
Jos nollahypotees Hy pétee, havaintojen pitda jakautua (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta)

jokaisessaryhméssai =1, 2, ..., r samallatavalla luokkiinj =1, 2, ..., c.

Jos nollahypotees H, pétee, havaintojen jakautuminen luokkiinj =1, 2, ... , c e saariippua Sita,
mihinryhméani =1, 2, ..., r ne kuuluvat.

Jos nollahypotees Hy pétee, todenndkdisyys, ettd havainto kuuluu luokkaanj =1, 2, ..., cel saa
riippua siitg, mihinryhméani =1, 2, ... , r se kuuluu.

Odotettujen frekvenssien maardaminen
Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perugoukon Salkio.
M &éritell88n seuraavat todenndkbisyydet:
p; = Pr(x kuuluu ryhmaani ja luokkaan j)
p;; = Pr(x kuuluu luokkaan j | x kuuluu ryhmaan i)
p. = Pr(x kuuluu ryhméani)
P ; = Pr(x kuuluu luokkaan j)
i=1L2,K,r,j=12K,c
Todenndkoisyyslaskennan ylei sen tulosadnndn mukaan
P, = PP A=12K,r,j=12K,c
Jos nollahypoteesi Hy pétee, todennakoisyys, etta perugoukon Salkio x kuuluu luokkaan j el saa

riippua siitd, mihin ryhméan i alkio x kuuluu. Siten nollahypotees Hy perugoukon
homogeeni suudesta voidaan ilmaista muodossa
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Hoipy=p;,i=L2K,r, j=12K,c
tal muodossa
Hoip=p p;,i=12K,r,j=12K,c

Todenngkdisyydet p;, p, , p; voidaan estimoida havaituista frekvensseista O;; kaavoilla

b= b= —
"n " 'n I

n on
M&aréataan nollahypoteesin H, pétiessi odotetut solufrekvenssit E; yhtéaloilla
C. . nC. . .
E,=nR =—"n=—+,i=12K,r,j=12K,c
n

Muodostetaan odotetuista frekvensseista E;j (r © c)-frekvenssitaulukko [E;] :

Luokat
1 2 e c Summa
ﬁ 1 Ell E12 Elc n;
£
e
0>:\ 2 E21 Ezz E2c n;
r E1 E.» ... Ec n,
Summa| C; C, . C. n
Taulukossa
r = ryhmien lukumééra
¢ = luokkien lukumaara

E; = odotettu frekvenss ryhméni luokassaj,i=1,2,...,r,j=1,2,...,C
n, = otoskoko ryhméssai
C = havaittu frekvenss yhdistetyn havaintoaineiston luokassa |
n = havaintojen kokonaislukuméara
Frekvenssia E;j kutsutaan tavallisesti odotetuks solufrekvenssiks frekvenssitaulun solussa (i, j).
Odotettujen frekvenssien E;; taulukossa pétee:
() Rivisummat yhtyvét ryhméakohtaisiin otoskokoihin:
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aE =n.i=12K,r
j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét yhdistetyn havaintoaineiston luokkafrekvensseihin:

aE =C,i=12Kc
i=1

(i) Havaintojen kokonaislukuméara:

r
o [¢]
ni:aCj:n
1

o)
. j=1

aaec-=
i=1 j=1 i=

Testisuure ja sen jakauma ¢’>~homogeenisuustestissa

M &aritelladn ¢*-testisuure

,_ ¢ & (G- Eij)z
jossa
O; = havaittu frekvenssi solussa (i, j)
Ej = odotettu frekvenssi solussa (i, j)
r = ryhmien lukuméara
c = luokkienlukumééra

Testisuure ¢? mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai

etaisyytta jasiks sitd kutsutaan usein c*-etéisyydeksi.

Homogeenisuustestinc®testisuure voidaan kirjoittaa myds muotoon

d & (p-P)
sznaa(p” IJ)
i=1 j=1 F?J
jossa
e
pij:_
n
B _n.C _ ..
(el
" n
pi =—
n
. _C
' n

i=1,2,K,r, j=12K,c

Jos nollahypoteesi H, pétee, testisuure ¢® noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti

c*-jakaumaa vapausastein f = (r - 1)(c- 1):

TKK @ likka Mellin (2006)

219



Tilastolliset menetelmat 12. Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen

c? , c(f)

jossa

r ryhmien lukuméara

c luokkien lukumaara

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos odotetut frekvenssit E;; ja keskimaaraiset odotetut
frekvenssit Ci/r toteuttavat ehdot

E, >1,i=12K,r,j=12K,c
C//r>5,j=12K,c

Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.
Testisuureen ¢® normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessi on
E(c®’)=f
jossa
f=(-1(c-1

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c*-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi
Ho e péde.

c*-homogeenisuustesti on jakaumista riippumaton, ei-parametrinen testi:
(i) Testinyleinen hypotees ei kiinnita havaintojen jakaumaa.

(i) Testissa el testata todennakoisyys akauman parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.

12.4. Riippumattomuuden testaaminen

Testausasetelma c*-riippumattomuustestissa

Tarkastellaan tutkimusasetelmaa, jossa perusioukon Salkioita kuvataan kahdella faktorilla eli
tekijalla A ja B, jotka saavat olla laatuero-, jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisia muuttujia.

Tehd&an oletus, ettatekijat A jaB ovat riippumattomia. Haluamme testata tehtya riippumattomuus-
oletusta: Ovatko havainnot sopusoinnussa tehdyn riippumattomuusol etuksen kanssa?

Jos tehty oletus patee jatekijat A jaB ovat siisriippumattomia, tekij6itd A ja B voidaan tarkastella
erillisina. Jos tehty oletus el pade jatekijat A jaB elvat siisoleriippumattomia, tekijat A ja B ovat
assosioituneita.

Riippumattomuusoletuksen testaamiseen tarkoitettuja testeja kutsutaan riippumattomuustesteiksi.

cz-riippumattomuustestin suorittaminen

c?-riippumattomuustestissa havaintojen ja tehdyn riippumattomuusol etuksen yhteensopivuutta
mitataan seuraavallatavalla:

(1) Valitaan havainnoille sopivat luokitukset tekijoiden A ja B suhteen.
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(2) Luokitellaan havainnot tekijoiden A ja B suhteen ristiin ja maarétéan havaitut luokka-
frekvenssit.

(3 Maaréaén tehdyn riippumattomuusoletuksen mukaiset odotetut |uokkafrekvenssit.

(4) Verrataan havaittuja ja odotettuja luokkafrekvenssgja toisiinsa ¢*-testisuureella.

Hypoteesit ¢*-riippumattomuustestissa
Yleinen hypotees H :

Perugioukosta on poimittu satunnaisotos ja havaintoykskot on luokiteltu ristiin kahden
tekijan A ja B suhteen.

Nollahypoteesi Hy :

Tekijét A jaB ovat riippumattomia.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :

Tekijét A jaB elvat ole riippumattomia.

Havaitut frekvenssit
Poimitaan tutkimuksen kohteena olevasta perugoukosta S satunnaisotos, jonka koko on n.

Luokitellaan havaintoyksikot tekijan A suhteen toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumé&dra on
r. M&arétaan tekijan A luokkaan i kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi i lukumd&ra R, , kunii
=1,2,...,r1.

Luokitellaan havaintoyksikot tekijan B suhteen toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden lukumé&dra on
c. Maaréataan tekijan B luokkaan j kuuluvien havaintojen havaittu frekvenssi eli lukuméara G , kunj
=12 ..,cC

Luokitellaan havaintoyksikot tekijoiden A ja B suhteen ristiin toisensa poissulkeviin luokkiin, joiden
lukuméaraonr’ c. Maardtdan tekijan A luokkaan i ja tekijan B luokkaan j kuuluvien havaintojen
havaittu frekvenss dli lukumdara O;; , kuni=1,2, ... ,rjaj=1,2, ..., c.

Muodostetaan havaituista frekvensseistd O;; (r © c)-frekvenssitaulukko [Oy] :

B-luokat
1 2 (o Summa
E 1 Oll 012 Olc Rl
(@]
;_.S 2 O21 O2 Oy R»
<
r O O Orc R,
Summal| C; C, C. n
Taulukossa:
r = A-luokkien lukuméara
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c = B-luokkien lukum&ara

O = havaittu frekvenssi luokassa, jonka méaréa A-luokkai ja B-luokkaj,
i=1,2,...,r,j=12,...,C

R = havaittu frekvenssi A-luokassa i

C = havaittu frekvenssi B-luokassa |

n = havaintojen kokonaislukuméaara

Frekvenssia O;; kutsutaan tavallisesti havaituks solufrekvenssiks frekvenssitaulun solussa (i, j).
Havaittujen frekvenssien O;; taulukossa pétee:
() Rivisummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin A-luokituksessa:

S

a0 =R,i=12K,r

(i) Sarakesummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin B-luokituksessa:
a0,=C,j=12Kc
i=1
(i) Havaintojen kokonaislukuméara:
[o]
a

i=1 j=1

Qoo

S S
qj:aﬂR:aCj:n

j=1

Nollahypoteesin tulkinta ¢*riippumattomuustestissa

Jos nollahypoteesi Hy pétee, havaintojen jakautuminen A-luokkiin e saa riippua sitd, mihin
B-luokkaan havainnot kuuluvat, toisin sanoen, jos nollahypotees Hy patee, todennékadisyys, etta
havainto kuuluu A-luokkaani =1, 2, ..., r e saariippua sita mihin B-luokkaanj =1, 2, ... ,cse
kuuluu.

Jos nollahypoteesi Hy pétee, havaintojen jakautuminen B-luokkiin e saa riippua sitd, mihin
A-luokkaan havainnot kuuluvat, toisin sanoen, jos nollahypotees H, patee, todennakoisyys, etta
havainto kuuluu B-luokkaanj =1, 2, ..., c e saariippua sitd mihin A-luokkaani =1, 2, ... ,r se
kuuluu.
Odotettujen frekvenssien maardaminen
Olkoon x on tarkastelun kohteena olevan perugoukon Salkio.
M &éritell&8n seuraavat todenndkdisyydet:

p; = Pr(x kuuluu A-luokkaan i ja B-luokkaan j)

p. = Pr(x kuuluu A-luokkaan i)

P ; = Pr(x kuuluu B-luokkaan )

i=1L2,K,r,j=12K,c

Jos nollahypotees H, pétee, tapahtumat

{x1 S| xkuuluu A-luokkaa i}
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{x1 S| xkuuluu B-luokkaa j}

ovat riippumattomia kaikillei =1, 2, ... ,r,j=1,2, ..., C.

Siten nollahypoteesi H, tekijoiden A ja B riippumattomuudesta voidaan ilmaista muodossa
Hoipy=p p;,i=12K,r,j=12K,c

Todenngkdisyydet p;, p, , p; voidaan estimoida havaituista frekvensseista O;; kaavoilla

. O . . C.
pij:_J P :5 i = ]

n n n

Jos nollahypotees H, patee, solutodennakdisyydet p;; voidaan estimoida kaavoilla

M&éarétaan nollahypoteesin Hy pétiessi odotetut solufrekvenssit E;; yhtalGilla

C.
Eij :nF?J :—J,I ::LZ,K,I' ] J :1121ch
n

Muodostetaan odotetuista frekvensseista E;; (r © c)-frekvenssitaulukko [E;j] :

B-luokat
1 2 (o Summa
§ 1 =T E1 Eic Ry
(@]
i.5 2 E21 E22 E2c R2
<
r Erl Er2 e EI’C R,
Summal| C; C, e C. n
Taulukossa
r = A-luokkien lukuméara
¢ = B-luokkien lukumaara

E; = odotettu frekvenssi luokassa, jonka maérad A-luokkai ja B-luokkaj,
i=1,2,...,r,j=12,...,C

R = havaittu frekvenss A-luokassa i

Ci = havaittu frekvenssi B-luokassa ]

n = havaintojen kokonaislukuméaara
Frekvenssia E;; kutsutaan tavallisesti odotetuks solufrekvenssiks frekvenssitaulun solussa (i, j).
Odotettujen frekvenssien E;; taulukossa pétee:
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() Rivisummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin A-luokituksessa:

écEij=R,i=],2,K,r

j=1

(i) Sarakesummat yhtyvét havaittuihin frekvensseihin B-luokituksessa:

aE =C.i=12Kc
i=1

(i) Havaintojen kokonaislukuméara:
§ §_ & & .
aafg=aR=ac=n
i=1 j=1 i=1 i=1

Testisuure ja sen jakauma c*riippumattomuustestissa

M &aritelladn ¢*-testisuure

,_% $ (O -F)
“Ta% g
jossa
O = havaittu frekvenss solussa (i, j)
E; = odotettu frekvenss solussa (i, j)
r = A-luokkienlukumaara
c = B-luokkien lukuméara

Testisuure ¢? mittaa havaittujen ja odotettujen frekvenssien jakaumien yhteensopivuutta tai

etaisyytta jasiks sitd kutsutaan usein c*-etéisyydeksi.

c*-testisuure voidaan kirjoittaa myés muotoon

g ¢ (Pp-R)
szna a (plj IJ)
i=1 j=1 RJ
jossa
N =_1
By n
_E _R.C_. .
|J_?J_F ?J_pipj
p=r
n
. _C
pj =—
n

=1L2,Kr,j=1,2K,c

Jos nollahypoteesi H, pétee, testisuure ¢® noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivi sesti

¢*-jakaumaa vapausastein f = (r - 1)(c- 1):
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c? , c(f)

jossa

r A-luokkien lukuméaara

c B-luokkien lukuméaara

Approksimaatio on tavallisesti riittavan hyva, jos odotetut frekvenssit E;; ja keskimaaraiset odotetut
frekvenssit R/c ja Ci/r toteuttavat ehdot

E, >1,i=12K,r,j=12K,c
R/c>5,i=12,K,r
C//r>5,j=12K,c
Ehdot saadaan toteutumaan valitsemalla havainnoille sopiva luokitus.
Testisuureen ¢® normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessi on
E(c®’)=f
jossa
f=(-1(c-1

Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c>-testisuureen arvot viittaavat siihen, etta nolla-
hypotees H, e pade.

c?-riippumattomuustesti on jakaumista riippumaton, ei-parametrinen testi:
(i) Testinyleinen hypotees ei kiinnita havaintojen jakaumaa.

(i) Testissa el testata todennakoisyys akauman parametreja koskevaa hypoteesia, vaan oletusta
havaintojen jakaumasta.

12.5. c¢*homogeenisuustesti ja ¢*-riippumattomuustesti

c*-homogeenisuustesti ja c*-riippumattomuustesti tehdaén teknisesti tdsmélleen samalla tavalla ja
niinpa frekvenssitaulukosta el voi sellaisenaan ndhda kummeasta testausasetelmasta on kyse:

Odotetut frekvenssit méaratéan samalla kaavalla.

Testisuureet lasketaan samalla kaavalla.

Testisuureet noudattavat nollahypoteesin patiessd approksmatiivisesti samaa jakaumaa.
Testien testausasetelmat ovat kuitenkin taysin erilaiset.
Homogeenisuustestin testausasetelma:

(i) Perugoukko koostuu r ryhmasta jatestissa tarkastellaan perusjoukon alkioiden jakautumista
luokkiin eri ryhmissd, kun alkiot on luokittelu yhden tekijan A suhteen k&yttéaen kaikissa
ryhmissa samaa luokitusta.

(i) Havaintoaineisto muodostuu toisistaan riippumattomista ryhmakohtaisi sta satunnais-
otoksista.
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(i) Sekaryhmakohtaiset otoskoot n; ettd havaintojen kokonaislukumaéra n ovat kiinteita eli
ei-satunnaisia (eli valittuja) lukuja, kun taas sattuma maaraa miten havainnot jakautuvat
[uokkiin ryhmien sisélla

Riippumattomuustestin testausasetelma:

(i) Testissatarkastellaan kahden tekijan A ja B assosaatiota €li riippuvuutta, kun havainnot on
luokiteltu ristiin tekijoiden A ja B suhteen.

(i) Havaintoaineisto muodostuu yhdesta satunnaisotoksesta.

(i)  Vain havaintojen kokonaidukumaaré n on kiintea eli el-satunnainen (eli valittu) luku, kun
taas sattuma maaraa miten havainnot jakautuvat luokkiin tekijoiden A ja B ristiluokituksen
suhteen.

12.6. Normaalisuuden testaaminen

Normaalijakaumalla on keskeinen asema tilastotieteessi. Esimerkiks tavanomaisen t-testin
yleisessa hypoteesissa oletetaan, etté havainnot noudattavat normaalijakaumaa. Siks tilastotieteessa
on kehitetty useita erilaisia menetelmia havaintojen normaalisuuden tutkimiseen.

Normaalisuutta voidaan testata edellé esitetylla ¢*-testilld, joka on yleinen yhteensopivuustesti.
Seuraavassa tarkastellaan kuitenkin seuraavia, erityisesti normaalisuuden tutkimiseen tarkoitettuja
menetelmi&

Bowmanin ja Shentonin testi
Rankit Plot -kuvio jaWilkin ja Shapiron testi

Bowmanin ja Shentonin testi normaalisuudelle

Olkoot g ja g tavanomaiset keskusmomentteihin perustuvat tunnusluvut todennakdisyysjakaumien
vinoudelle ja huipukkuudelle. Normaalijakaumalle

3=¢=0
Bowmanin ja Shentonin testissa havaintojen normaalisuuden testaaminen perustuu testisuureeseen,
joka on vastaavien otossuureiden funktio. Testisuure saa suuria arvoja, jos havaintojen vinous jaltai

huipukkuus poikkeavat paljon normaalijakautuneen satunnaismuuttujan vinoudesta jaltai
huipukkuudesta.

Todennakoisyysjakauman vinous ja huipukkuus
Satunnaismuuttujan X k. origomomentti on

a, =E(X"),k=123K
Satunnaismuuttujan X k. keskusmomentti on

m=EgX-a)g.k=123K
Erityisesti

a, =E(X)=m,

on satunnaismuuttujan X odotusarvo ja
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m=EQX- m)° =5y
on satunnaismuuttujan X varianssi.

Todennakadi syys akauman vinouden mittana kaytetédan tunnuslukua

g]_ = gz

jatodennékai syysakauman huipukkuuden mittana. k&ytetdan tunnuslukua
gz = % -3

Normaalijakaumalle
a=2¢=0

Havaintojen jakauman vinous ja huipukkuus
Olkoot
X, Xoy ooy X
valimatka- tai suhdeasteikollisen satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja.
Havaintojen X; , Xz, ... , Xy K. origomomentti on

a, :lé XK k=12,K
Nizg
Havaintojen X; , Xz, ..., X, k. keskusmomentti on
1 n
m, :Eé (X,- &) k=12K
i=1
Erityisesti
g =X
on havaintojen X; , Xz, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja
14 S A
m ==a (X - X)* =5}
nix
on havaintojen X; , Xz, ..., X, otosvarianss.
Havaintojen jakauman vinouden mittana kaytetdan tunnuslukua

m,
rng;/z
ja havaintojen jakauman huipukkuuden mittana k&ytetdan tunnuslukua

Cl:
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Hypoteesit
Yleinen hypotees H :
Havainnot X; , Xz, ... , X, on poimittu yksinkertaisella satunnaisotannalla perusoukosta S,
Nollahypoteesi Hy :
Havainnot X; , Xz, ... , X, noudattavat normaalijakaumaa.
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; :
Havainnot X; , Xz, ... , X, eivat noudata normaali-jakaumaa.

Bowmanin ja Shentonin testi

M &&ritellaan ¢*-testisuure
n n
c2="e2, 2
6Cl 24C2

Jos nollahypoteesi H, pétee, testisuure ¢® noudattaa suurissa otoksissa approks matiivisesti ¢*-
jakaumaa 2:1la vapausastedl la:

¢ ,c’
Testisuureen ¢® normaaliarvo eli odotusarvo nollahypoteesin H, pétiessa on

E(c?) =2
Normaaliarvoaan merkitsevasti suuremmat c*-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté nollahypoteesi
Ho ei pade. Normaaliarvoaan merkitsevasti pienemmét ¢*-testisuureen arvot viittaavat siihen, etté
nollahypoteesi H, pétee liian hyvin, jolloin havainnot saattavat olla vaarennettyja.
Rankit Plot -kuvio sekd Wilkin ja Shapiron testi normaalisuudelle

Tietokonegrafiikka mahdollistaa havaintoaineiston normaalisuuden tutkimisen graafisin keinoin.
Normaalisuuden tutkimiseen tarkoitetut graafiset menetelmét perustuvat kuvioihin, joiden ideanaon
se, etté normaalijakautuneet havainnot asettuvat (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) suoralle
viivalle ja havaintojen epanormaalisuus tulee kuviossa esille poikkeamina tasta suorasta. Talainen
kuvio voidaan muodostaa usedlla eri periaattedlla; téssa tarkastellaan ns. Rankit Plot -kuviota.

Olkoot
2y, Ly, ..., 2y

havainnot X; , Xz, ... , X, suuruugarjestyksessa pienimméasta suurimpaan. Olkoon
E(Y),i=1,2,...,n

i. havainnon YY; odotusarvo, jossa Y; on suuruugarjestyksessa i. havainto standardoidusta normaali-
jakaumasta N(0,1) poimitusta satunnaisotoksesta.

Piirretdan pistediagrammi

(E(Y), Z),i=1,2 ...,n
Jos havainnot X, , X, , ... , X, ovat normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X havaittuja arvoja,
pisteet

(E(Y), Z),i=1,2,...,n
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asettuvat (satunnaisvaihtelua lukuun ottamatta) suoralle viivalle. Poikkeamat suorasta viittaavat
epanormaalisuuteen.

Kuviosta voidaan tunnistaa:

Havaintoarvojen jakauman vinous

Havaintoarvojen jakauman huipukkuus

Poikkeavat havainnot (engl. outliers)
Wilkin ja Shapiron testisuure on Rankit Plot -kuvion pisteista

(E(Y),Z),i=1,2,...,n

lasketun otoskorrelaatiokertoimen nelid. Pienet testisuureen arvot viittaavat siihen, etta
normaalisuusoletus e pade. Suuret testisuureen arvot ovat sopusoinnussa normaalisuusol etuksen
kanssa. Testisuureen jakauma on epastandardi, mutta monet tilasto-ohjelmistot osaavat laskea
Wilkin ja Shapiron testisuureen arvoa vastaavia p-arvoja.
Rankit Plot -kuvio ja Wilkin ja Shapiron testi: Sovellus
Kappaleessa Y hteensopivuuden testaaminen tarkasteltiin seuraavaa esimerkkia:
()  Konetekee ruuvea, joiden tavoitepituutena on 10 cm.
(i)  Ruuvien pituus vai htel ee satunnaisesti jonkin verran.
(i)  Ruuvien pituuksien oletetaan kuitenkin noudattavan normaalijakaumaa.

TA&I6in todettiin, ettd havainnot ovat yleisen ¢*-yhteensopivuustestin perusteella sopusoinnussa
normaalisuusol etuksen kanssa.

Tarkastellaan normaalisuusoletusta viela Rankit Plot -kuvion ja Shapiron ja Wilkin testin valossa
Alla on otokseen poimittujen ruuvien pituuksista piirretty Rankit Plot -kuvio.

Wilk-Shapiro / Rankit Plot of PITUUS

10.311 o>
<o
10.221 <><><><>
g <><S>
8 10.13 L
2 ®»
S 10.04] al
o <><><)(3€)&>
9.951 00
<o
9.861
3 2 1 0 1 2 3
Rankits
Havaintoja vas Wilk-Shapiro 0.9779 (p=0.7674) 30 cases

normaalisuusoletusta ei ole mitdén syyta asettaa kyseenalaiseks. Rankit Plot -kuvioon liittyva
Wilkin ja Shapiron testisuureen arvo on esimerkkiaineiston tapauksessa
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0.9779
jatestisuureen arvoa vastaava p-arvo on
0.7674

Siten normaalisuusol etusta e ol e syyta asettaa kyseenalaiseks myoskaan Wilkin ja Shapiron
testin perusteella.
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