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Lagrangen kertojat 1/3

Usein optimointitehtdvissid halutaan asettaa rajoitusehtoja optimoitaville
muuttujille.

@ Tyypillinen esimerkki tallaisesta tehtdvasta on peltipurkin muodon
optimointi: Halutaan minimoida purkin pinta-ala (eli kiytetty
materiaali) A(h, r) = 27rh + 27r? niin, etta tilavuus V/(r, h) = 7rh
on vakio.

@ Duaalitehtdva: Halutaan maksimoida purkin tilavuus V(r, h) siten,
ettd pinta-ala A(h, r) on vakio.

@ Primaali- ja duaalitehtavilld on sama ratkaisu. Taméan sanoo
maalaisjarkikin, mutta itse asiassa ratkaisuun johtavat yhtalotkin ovat
(olennaisesti) samoja.
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Lagrangen kertojat 2/3

“Minimoi f(x,y) ehdolla g(x,y) =0."

@ Havaitaan, ettd mikali ongelmalla on ratkaisu, niin ratkaisupisteessa
(a, b) vektorien Vf ja Vg on oltava joko yhdensuuntaisia tai
vastakkaissuuntaisia (mikali Vg(a, b) # 0).

@ Miksi? Koska muussa tapauksessa funktiolla f olisi nollasta poikkeva
suunnattu derivaatta kdyran g(x,y) = 0 tangentin suuntaan pisteessa
(a, b), ja siis minimi ei voi olla pisteessa (a, b).

e Entd jos tehtdvana olisi maksimoida f(x, y) ehdolla g(x,y) = 07?

e Entd jos tehtdvana olisi maksimoida g(x, y) ehdolla f(x,y) = ¢?
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Lagrangen kertojat 3/3

e Mikali optimipiste on olemassa, se on Lagrangen funktion

L(x,y, M) = f(x,¥) + Ag(x,y)

kriittinen piste (eli gradientin nollakohta).

@ Menetelma yleistyy myos useammalle muuttujalle. Esimerkiksi kolmen
muuttujan tapauksessa Lagrangen funktio on

L(x,y,z,\, p) = f(x,y,z) + Ag(x,y,z) + ph(x, y, z),

missa f on minimoitava funktio ja rajoite-ehdot ovat g(x,y,z) =0
sekd h(x,y,z) = 0.

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevit 2022 4/19



Esimerkki 1 1/2
Minimoidaan funktio f(x,y) = x> + y? ehdolla g(x,y) = x?y — 16 = 0.
@ Muodostetaan Lagrangen funktio
L(x,y,\) = x* + y? + A\(x%y — 16).

@ Yhtalot kriittisille pisteille ovat

oL
= — =2x(1+ X

0 o~ XL+ 2y),
L

0 = a—:2y—|—)\x2,
dy
oL 5

0 = ﬁ—xy—16,

joista viimeinen on aina itse rajoitusehto.
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Esimerkki 1 2/2

o Ensimmaisesta yhtalosta saadaan x = 0 tai Ay = —1, mutta x =0 on
ristiriidassa kolmannen yhtalon kanssa.

@ Siten toisesta yhtalosta
0 =2y + Ayx? = 2y% — x°.

o Tastd saadaan edelleen x = +v/2y, ja 2y3 =16 eli y = 2.
o Airiarvoja (mahdollisia minimej3) on siis kaksi (x,y) = (£2v/2,2).
Pitaa selvittad muilla keinoin, ovatko minimeja vai maksimeja.
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Esimerkki 2

Yritetaan etsid Lagrangen kertojien menetelmélld funktion f(x,y) =y
minimi ehdolla g(x,y) = y3 —x? = 0.

@ Selvisti ndhddan, ettd minimi f(x, y) = 0 saavutetaan pisteessa (0, 0).

@ Muodostetaan Lagrangen funktio
L(x,y,A) = y + Ay = XP).
@ Saadaan yhtélot
—2Xx =0, 14+3)\%=0,jay>—x*>=0.

o Nama yhtalot ovat keskendan ristiriidassa, joten ratkaisua niille ei ole.
@ Huomaa, ettd Vg(0,0) = 0 minimipisteessa.

@ Tastd nahddan, Lagrangen kertojat ndkevat dariarvoja vain pisteissa,
joissa Vg(0,0) # 0.
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Esimerkki 3 1/4

Etsitaan dariarvot funktiolle f(x,y,z) = xy + 2z ehdoilla x+ y +z =0 ja
x? 4+ y? + 2% =24,

@ Koska f on jatkuva ja annettujen leikkausjoukkojen leikkaus on
ympyraviiva (eli rajoitettu ja suljettu joukko), niin dariarvot ovat
olemassa.

@ Muodostetaan Lagrangen funktio

L(x,y,2, A ) = xy 422 + Mx +y + 2) + p(x® + y* + 2° - 24).
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Esimerkki 3 2/4

@ Lagrangen funktion osittaisderivaatoista saadaan yhtalot

Y+ A4+ 2ux =0,
X+ A+2uy =0,
24+ A+2uz=0,
x+y+z=0, ja
X2+ y?+22—-24=0.
@ Kahden ensimmaisen yhtdlon erotus johtaa yhtaloon

(x —y)(1 —2u) =0, joten joko = 1/2 tai x = y. Tutkitaan
molemmat tapaukset.
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Esimerkki 3 3/4

e Tapaus | (= 1/2): Toisen ja kolmannen yhtilon perusteella
X+A+y=0ja2+A+z=0, sisx+y=2+ 2z

@ Neljannestd yhtdlosta saadaan z = —1 ja x + y = 1. Viimeisen
yhtalon perusteella x2 + y2 =24 — 72 =23,

o Koska x? +y? +2xy = (x +y)? =1, saadaan 2xy =1 —23 = —22 ja
xy = —11.

o Nyt (x — y)? = x?> 4+ y? — 2xy = 23 + 22 = 45, joten x — y = £3/5.

@ Yhdessd yhtdlon x 4+ y = 1 t3std saadaan kaksi kriittistd pistetta

P = ((143V5)/2,(1-3V5)/2, 1) ja P, = ((1-3v5)/2, (143V/5)/2, -1).

e Kummassakin pisteesséd f(x,y,z) = —11 — 2 = —13.
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Esimerkki 3 4/4

e Tapaus Il (x = y): Neljannesta yhtélostd nahdaan, ettd z = —2x, ja
viimeisen yhtilon perusteella 6x? = 24 eli x = 2.

@ Nain ollen, kriittiset pisteet ovat
P3 =(2,2,—4) ja Py = (—2,-2,4).
@ Saadaan
f(2,2,-4)=4—-8=—4jaf(-2,-2,4)=4+8=12.

@ Siten funktion f maksimi on 12 ja minimi —13.
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Regressio-ongelma

@ Regressioanalyysissa pyritdan valitsemaan parametrin § arvo siten,
ettd kayra

y = f(x; B)

kulkisi mahdollisimman ldhelta jokaista havaintopistetta
(x5, ¥)) eR% j=1,2,...,n

o Tiallaista optimaalisesti valittua kadyraa kutsutaan regressiomalliksi
y = f(x; ), jossa funktion f muoto on valittu tilanteen ja harkinnan
mukaan.

@ Kunhan f valittu, niin erds ratkaisu kdyrdnsovitusongelmaan on
pienimman nelibsumman menetelma.
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Pienimman neliosumman menetelma

@ Pienimmain neliGsumman menetelmassa pyritdan minimoimaan
regressiomallin virhetermien ¢;

gi=yi—f(x;8), j=1,2,....n

neliosummaa eli funktiota

FO) =3 =3 (5= 0s:)"
=1 =1
muuttamalla parametrivektorin 5 = (5, 51, - -, Sm) arvoa.

@ Optimaalinen 5:n arvo on parametrin 8 pienimman nelibsumman
estimaatti eli PNS-estimaatti.

o Kysymys: Miksi ei minimoitaisi lauseketta Y 7, |y; — (x;; B)]
nelidsumman sijasta?
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PNS-sovitus

i€
|

: (X;,5)

Kuvassa vihredlla parametreista 5 = (81, B2, - .., Bm) riippuva sovitettava
funktio f(x; ) eraalla kiintedlld parametrin arvolla.

Datapisteet (x;,y;j) ja vastaavat virhetermit ¢;, kun j =1,...,n.
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Lineaarinen regressio 1/2

Lineaarisessa regressiossa f(x; ) = o — [f1x jossa 8 = (B0, /1) ja
nelidGsumma on

F(Bo, B1) =Y _(vi — Bo — B1xi)>.
Etsitaan piste (So, £1) siten, ettd VF(5p, 51) =0
@ Lasketaan osittaisderivaatta

5 F(Bo, p1) = ﬁlle nﬂo—zy,

@ Ratkaistaan nollakohta

/BO:iZYi_ﬁanXi:y_ﬁli

missd X on datavektorin x = (x1, x2,

.., Xn) komponenttien
aritmeettinen keskiarvo.
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Lineaarinen regressio 2/2

@ Lasketaan seuraavaksi osittaisderivaatta

86 (50761 /BOZXI‘{'ﬂlZX —ZX,_)/, .

@ Sijoittamalla Sy:n lauseke, saadaan
nxy — nB1x? + B Zx? - ZX,-y,- =0.
i i

@ Ratkaistaan nollakohta

nxy — Z lel Zi(Xf - )_()(yl — y)
nx? — . x Yoilxi—x%)2

Tarkista jalkimmainen yhtalo!

B =
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Esimerkki 4

Sovita PNS-suora dataan

xi[00 1.0 20 30 40
yi| 210 192 184 171 164

Estimoi (ekstrapoloi) y kun x = 5.

@ Saadaan X = 2.0, y = 1.842, ja

~1.13
= 2 _0.113.
A1="T00 0-113

@ Siten o = 1.842 + 0.113 - 2.0 = 2.068.

@ Nain ollen y = —0.113x 4 2.068, ja haluttu estimaatti pisteessd x = 5
ony=—0.113-5+2.068 = 1.503.
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Esimerkki 5: Toisen asteen sovitus 1/2

Tutkitaan lisdaineen maaran x vaikutusta kuivumisaikaan y. Eri lisdaineen
maarilld x; (grammaa) saatiin kuivumisajat y; (tuntia), i=1,...,9:

xi[00 1.0 20 30 40 50 6.0 7.0 80
yi | 110 94 91 70 62 71 66 75 82

@ Huomataan, ettd kuivumisajan riippuvuus lisdaineen maarasta on
epalineaarista. Minimikohdan estimoimiseksi sovitetaan havaintoihin
paraabeli y = Bg + B1x + fox?.

@ Pienimman neliGsumman yhtaléryhma mallille on

0
Tﬁkz()/i—ﬂo—ﬁlxi—ﬁzX,?VZO, k=0,1,2.
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Esimerkki 5: Toisen asteen sovitus 2/2

o Naiistd saadaan yhtaloryhma

nBo+B1Y X+ x? = Sy,
BoXoxi+ B x2+ B x = S xyi
BodXxP+ 51+ 68X = Xty

o Laskemalla yhtdloryhman kertoimet havainnoista saadaan

96y + 3651 + 2045, = 72.1
3600 + 20431 4+ 12968, = 266.6
2045y + 129631 + 87725, = 1515.4

o Ratkaisuna ovat 8y = 11.15, #; = —1.806 ja 5>, = 0.1803. Pienimman
neliGsumman mielessd parhaiten havaintoihin liittyvd paraabeli on siis

y = 11.15 — 1.806x + 0.1803x°.
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