MS-A0201
Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (TFM)
Luento 8: Newtonin iteraatio.

Harri Hakula

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos!
Aalto-yliopisto

Kevat 2022

Perustuu Antti Rasilan luentomonisteeseen vuodelta 2015 seki Jarmo Malisen
versioon vuodelta 2017.

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2022

1/6



Newtonin menetelma

Newtonin menetelmilld voidaan I6ytda (vahintddnkin derivoituvan)
funktion f: R — R nollakohta eli yht&lon f(x) = 0 ratkaisu. Silloin kun
menetelm3 toimii, se suppenee hyvin nopeasti. Silloin kun ei, niin...

@ Lahdetdan liikkeelle jostakin pisteestd xg, joka on alkuarvaus yhtalon
ratkaisulle.

@ Arvioidaan funktiota f sen tangenttisuoralla pisteessd, eli funktiolla
I(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0).

o Ratkaistaan yhtalo /(x1) = 0. Toistetaan edellinen kayttden
alkuarvauksena lukua x;3 luvun x : 0 sijasta j.n.e.

@ Tama menettely johtaa algoritmiin, jossa iteraatioaskeleet saadaan
kaavasta
f(xn)

Xn+1 = Xn — f’(X )
n

n=0,1,2,....

@ Suppeneminen ja léytyva nollakohta riippuvat alkuarvauksesta xg.

Piirra kuva iteraation etenemisestal
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Esimerkki 1

Etsitan likiarvo luvulle v/5.

o Koska 2 = V4 < /5 < /9 = 3, niin valitaan xp = 2 |3helt3 ratkaisua.
o Tissd f(x) = x2 — 5, joten f'(x) = 2x. Saadaan

£(2) 4-5 9

X1 = Xo —

f/(2) 2.2 4

£(9/4) 9 27/16—5 161
= — — = — =& 2.23061.
Foja) — 4 2-0/4 12 %0

X = X1 —

e Huomaa, etti /5 ~ 2.236068, eli jo kahdella iteraatiolla saatiin varsin
hyva likiarvo.
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Esimerkki 2
Etsitadn funktion f(x) = x> — x + 1 nollakohdat.

o Piirtamalld kuvaaja ndhdaan, ettd funktiolla on vain yksi nollakohta
jossain pisteiden —2 ja —1 valissa. Asetetaan xp = —1.

o Koska f’(x) = 3x? — 1 iteratioksi saadaan

Xp4+1 = Xp — 3x2 1
n

@ Saadaan

x0=-1, x31=-15 x =—1.347826, x3= —1.325200.

xs = —1.324718, x5 = —1.324717,
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Newtonin menetelmd monen muuttujan tapauksessa

Newtonin menetelma toimii myods funktion f: R” — R" tapauksessa.
Talloin iteraatiokaavassa oleva derivaatta pitdd korvata Jacobin matriisilla

on  oh . Ofi
0. 12) 12)
Df() = |70 7
Oy Ofn .. Ofn
8X1 an aXn

Iteraatioaskeleeksi saadaan
Xn+1 = Xp — Df(xn)_lf(xn)’ n=0,1,2,...,

missd Df(x,)~! on Df(x,):n kiinteismatriisi.
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Esimerkki 3
Etsitdadn f(x) = 0, kun xo = (1,0,1) ja

f(x,y,2) = (C+y* + 22 =3)i+ (< +y* =z =i+ (x +y + z - 3)k.

Hahmottele kuvaal

@ Saadaan
2x 2y 2z
Df(x,y,z) = |2x 2y -1
1 1 1

@ Voidaan laskea
X1 = (3/27 1/27 1)7 X2 = (5/45 3/4’ 1) ja X2 = (9/85 7/87 1)

mika on terveellisintd tehd3 tietokoneella.

e Nihdaan, ettd iteraatiot konvergoivat kohti pistettd (1,1,1), joka on
tehtdvan tarkka (ja kaikesta pdatellen ainoa) ratkaisu.
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