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Motivaatio

@ Tutustutaan taso- ja avaruuskayriin sekd lasketaan kaarenpituuksia.

@ Tyypillinen kayra voi olla esimerkiksi kappaleen liikerata tasossa tai
avaruudessa. Kayra ei tee hyppyja, mutta se voi villiintyd muutoin!

o Kayra esitetdan usein parametrisoidussa muodossa: kappaleen liikerata
ajan funktiona.

o Kayra voi olla differentiaaliyhtalén ratkaisu: planeettojen radat,
Keplerin lait Newtonin mekaniikasta.
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Esimerkki modernista sovellutuksesta

3D printterin (Ultimaker Original) printtauspaa kulkee Newtonin
mekaniikan mukaisesti erdsta kayraa pitkin.

Tehtdvana estimoida tdma kayra mahdollisimman tarkasti perustuen
kiihtyvyysanturidataan (srate = 3 kHz) sekd LEDien paikan sisaltavaan
synkronoituun kameradataan (srate = 400 Hz).
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Peruskasitteita: kayran parametrisointi

@ Muodollisesti kayralla tarkoitetaan (parametrisoitua) joukkoa C C R”,
n > 2, joka voidaan esittdd muodossa

C ={r(t): t €I} =r(l) = rin arvojoukko,

missa | C R on vili, ja funktio r: | — R" on jatkuva.

@ Vektoriarvoisen funktion r: | — R" jatkuvuudella tarkoitetaan sen
koordinaattifunktioiden jatkuvuutta (missa tahansa kantaesityksessa).

@ Tassd r = r(t) on kdyran C erds parametrisointi ja | on
parametrisointia vastaava parametrivali.

e Parametrivili / voi olla avoin (a, b), suljettu [a, b], tai jopa puoliavoin
(a, b], [a, b).

o Fysikaalisesti mielenkiintoisimpia ovat tapaukset n = 2 (tasoliike),
n = 3 (Newtonin mekaniikka) ja n = 4 (suhteellisuusteoria), mutta
yleiset periaatteet ovat pitkalti samoja kun n > 5.
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Koordinaattifunktiot 1/2
@ Avaruuskayran (eli n = 3) parametrisointi voidaan antaa muodossa
r(t) = (x(t),y(t),z(t)) € R® kun t € | = [a, b].

@ Parametrisointi voidaan kirjoittaa myos koordinaattimuodossa

@ Vaihtoehtoisesti voidaan kadyttda jopa vektorimuotoa
r(t) = x(t)i +y(t)j + z(t)k kun t € I,

jossa i = (1,0,0), j= (0,1,0), ja k = (0,0, 1) ovat R3:n Juonnolliset
kantavektorit.
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Koordinaattifunktiot 2/2

e Edelld x, y, z ovat koordinaattifunktioita, ja jatkuvuus tarkoittaa
yksinkertaisesti sitd, ettd nama ovat jatkuvia funktioita valilld /.

@ Tapauksessa n = 2 kyseessa on tasokayra, joten z-koordinaatti jaa
pois:
x = x(t),
y =y(t),

@ Huom. Samalla kdyralld on useita eri parametrisointeja. Miksi?
Kuinka padset yhdestd parametrisoinnista toiseen?

kun t € .
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Esimerkki 1 (suora tasossa)

@ Olkoot Py = (x0,y0) ja P1 = (x1,y1) kaksi annettua pistettd
xy-tasossa R2.

o Pisteiden Py ja P; kautta kulkeva suora voidaan parametrisoida

() = {x(t) = (1= t)xo + txi,

y(t) = (1= t)yo + tn,

kun t € | = (—00, 00).

o Hetkelld t = 0 saadaan r(t) = r(0) = (xo, yo) ja vastaavasti
r(1) = (x1, »1).

@ Asettamalla parametrisointivaliksi | = [0, 1], saadaan pisteitd Py ja P;
yhdistava jana.
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Esimerkki 2 (reaalifunktion kuvaaja)

@ Funktion f: [a, b] — R kuvaajaa y = f(x) voidaan ajatella xy-tason
kayrana.
@ Tama kayra voidaan parametrisoida

missa t € [a, b).
@ Vektorimuodossa voidaan kirjoittaa

r(t) = ti+ f(t)j.
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Esimerkki 3 (Helix-kayra eli kierrejousi)

o Helix-kayra eli kierrejousi voidaan parametrisoida

x(t) = acos(t),
r(t) = < y(t) = asin(t), tel
z(t) = bt,

missd a, b > 0 ovat parametreja.

o Vaihtoehtoisesti voidaan jilleen kayttda vektorimuotoa
r(t) = x(t)i+ y(t)j + z(t)k = acos(t)i + asin(t)j + btk.

@ Parametri a on jousen sidde. Voidaan ajatella, ettd parametri b kertoo
kuinka paljon jousta on venytetty.
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Peruskasitteita: suunnistus

@ Usein parametrivili on suljettu vali / = [a, b]. On mahdollista, ettd
a<btaib<a

e Parametrisointi maaraa kayralle positiivisen suunnan, jolloin r(a) on
kdyran alkupiste ja r(b) sen paitepiste. Kéyraa, jonka alku- ja
paatepiste ovat samoja, kutsutaan suljetuksi.

@ Voidaan muodostaa myds vastakkainen parametrisointi, jossa kadyra
pysyy samana, mutta sen kulkusuunta vaihtuu.

o Talldin my6s parametrisointiin liittyvat alku- ja paatepiste vaihtuvat
toisikseen.

@ Tapauksessa r: [0,1] — C vastakkainen parametrisointi r_ saadaan
helposti kaavalla r_(t) = r(1 —t), t € [0,1].
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Esimerkki 4 (ympyran keha tasossa)

@ Olkoon Py = (xo, ¥0) ja ro > 0. Parametrisoidaan Py-keskisen ja
ro-sateisen ympyran keha.

@ Saadaan

(1) = {x(t) =x0+ o c-os(t),

y(t) = yo + rosin(t).

e Parametrisointivaliksi voidaan valita esim. [0, 27] tai [—7, 7], jos
halutaan parametrisoida koko keha.

e Kayra on suljettu, koska r(0) = r(27) = (x0 + r0,0) ja
r(—m) =r(m) = (xo — ro,0).

@ Ympyran kaari voidaan parametrisoida valitsemalla parametrivali
sopivasti.

@ Suunnistus voidaan vaihtaa pdinvastaiseksi korvaamalla t — —t
parametrisoinnissa.
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Peruskasitteita: implisiittinen muoto

@ Tasokayran yhtalo voidaan usein ilmaista myos implisiittisessa
muodossa F(x,y) =0, missd F on jokin kahden muuttujan lauseke.

o Konkreettisia esimerkkejd ovat funktion kuvaaja y = f(x), joka
voidaan miaritelld muodossa F(x,y) =y — f(x) = 0, ja R-siteinen
ympyri x> + y2 — R? = 0.

e Huomaa, ettd yhtdlon F(x,y) = 0 maarddma tasojoukko ole
laheskdan aina tasokayra.

o Esimerkki: Jos A C R? on mika tahansa suljettu tasojoukko
(reunapisteet kuuluvat joukkoon), niin funktio

F(x,y) = pisteen (x,y) pienin etiisyys joukosta A
on jatkuva, mutta yhtdlé F(x,y) = 0 esittda koko alkuperaista

joukkoa A.
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K&yran tangentti 1/3

o Tarkastellaan 3-ulotteista parametrisointia r, joka on jatkuvasti
derivoituva.

@ Tama3 tarkoittaa sitd, ettd jokaisen koordinaattifunktion taytyy olla
derivoituva ja derivaatan vield lisdksi jatkuva.

o Parametrivilia [t, t + At] vastaava kdyran sekantti on vektori
Ar =r(t + At) —r(t).

o Kun At — 0, niin Ar kdantyy yhd enemman kayran tangentin
suuntaiseksi, mutta samalla sen pituus pienenee kohti nollaa. Piirra
kuval
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K&yran tangentti 2/3
@ Skaalaamalla kertoimella At saadaan kuitenkin erotusosamaaraa
vastaava lauseke, josta ndhdaan, ettad raja-arvo

Ar
"(t) = lim —
r(t) Atso At

on olemassa.

@ Se voidaan kadytdnndssa laskea kaavalla
r(t) = X' ()i +y/'(t)j + Z/(t)k.
e Perustelu: Vektorin Ar/At ensimmainen koordinaatti

x(t + At) — x(t)
At

— X/(t),
kun At — 0, ja samoin kdy muissa koordinaateissa.
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K&yran tangentti 3/3

Maaritelma

Jos kayrilla C € R3? on jatkuvasti derivoituva parametrisointi r, niin
pisteessa r(t),
v(t) =X (t)i+y'(t)i+ 2 (t)k

on kayran tangenttivektori ja funktiot x, y, z ovat parametrisoinnin
koordinaattifunktiot. Tason tapauksessa z-koordinaatti jad pois. Voidaan
ajatella, ettd v(t) = r'(t) on kdyrdd C pitkin liilkkuvan kappaleen nopeus ja
|lv(t)|| vauhti (hetkelld t).

4

Huomautus: Tangenttivektorin maaritelmasta saadaan hyddyllinen
approksimaatio: Koska r'(t) ~ Ar/At, niin Ar =~ r'(t)At kun
At =~ 0.
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Esimerkki 5

@ Sykloidin parametrisointi (kulman t avulla) on muotoa
x = a(t —sint),
y = a(l — cos t).
Piirra tai katso wikipediasta animaatio!
@ Lasketaan tangenttivektori
r'(t) = a(l — cos t)i + asin tj,

ja kiihtyvyys a(t) = r”(t) = asin ti + acos tj.
e Saadaan ||a(t)|| = |a|] = tasaisen py&rimisliikkeen kiihtyvyys.

e Huomaa, ettd ¥'(2rn) = 0 eli hetkellinen nopeus on nolla. Tillgin
kayran suunta voi muuttua jyrkasti, vaikka kdyran parametrisointi
onkin jatkuvasti derivoituva.
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Kaarenpituus

@ Olkoon r: [a, b] — R" kdyrdn C jatkuvasti derivoituva parametrisointi.

@ Jos kayraa approksimoidaan sekanteista muodostetulla murtoviivalla
ja annetaan approksimaation tihentya, voidaan ajatella murtoviivan
pituuden suppenevan kohti kaaren pituutta ¢(C).

@ Kaarenpituus voidaan laskea integraalina

b
(e = / V()] dt.

@ Jos kdyran parametrisointi on ainostaan paloittain jatkuvasti
derivoituva, saadaan koko kadyran kaarenpituus laskemalla osien
kaarenpituudet yhteen.

@ Vaikka kayralla on aina darettdoman monta eri parametrisointia,
voidaan kuitenkin osoittaa, ettei kaarenpituus riipu parametrisoinnin
valinnasta eikd suunnasta.
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Esimerkki 6

o Lasketaan Helix-kdyran r(t) = (cos t,sin t, t) kaarenpituus
parametrivalilla t € [0, 27].

e Koska r'(t) = —sin ti + cos tj + k, niin

¥ (t)]] = \/(—sin )2 +cos2t+1 =2

o Kaarenpituudeksi saadaan

27
z:/ ¥ ()] dt = 2v/2r.
0
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Esimerkki 7

e Funktion kuvaajan y = f(x) kaarenpituudelle on vililld [a, b] olemassa
jo ennestdan tuttu kaava. Tama voidaan johtaa my0s asettamalla
r(t) = ti+ f(t)j, kun t € [a, b].

e Talldin ¥(t) =i+ f'(t)jja [[F'(t)] = /1 + F/(t)?, joten

kaarenpituudeksi saadaan

= /b V14 f/(t)?dt.

@ Huom. Kaarenpituutta voidaan tutkia myos sellaisille kayrille, joiden
parametrisointi on muodostettu rajoittamattomalla valilla tai kdyrd on
“rajoittamaton” tai “itsensa paalle laskostuva” avoimen
parametrivilinsad paatepisteen laheisyydessa. Anna esimerkkeja!

Kaarenpituusintegraalista tulee talloin epdoleellinen. Jos tama
integraali on suppeneva, niin kdyrad sanotaan suoristuvaksi.
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