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Usean muuttujan funktiot

@ Usean muuttujan (reaaliarvoisella) funktiolla tarkoitetaan funktiota
f: D— R, misss D CR" n>2on funktion maarittelyjoukko.

@ Tillainen funktio siis liittda reaalisiin parametreihin xq, ..., X,
reaaliluvun y = f(xi,...,x,). Joskus (vars. fysiikassa) tallaista
funktiota sanotaan skalaarikentdksi.

o Esim. Kaava f(r, h) = mr?h miirittelee kahden muuttujan r, h
funktion. Taman funktion arvo on sylinterin tilavuus, kun r on sen
sade ja h korkeus.

Tahan sovellukseen liittyva funktion maarittelyjoukko on tason |
neljannes, D = {(r,h) € R2: r >0, h > 0}.

Funktion maarddva matemaattinen kaava on kuitenkin maaritelty ja
mielekis kaikilla (r, h) € R?, siis myds negatiivisilla luvuilla.
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Esimerkki 1

Funktion kuvaaja z = f(x, y), kun

f(x,y) :3(1—;—(—%).
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Esimerkki 2 (paikallinen maksimi)

Funktion kuvaaja z = f(x, y), kun

f(x,y) =v9—x2—y2
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Esimerkki 3 (maksimi ja minimi)

Funktion kuvaaja z = f(x, y), kun

—b6x

f(X’_y) = —2+X2+y2.
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Esimerkki 4 (satulapinta)

= f(x,y), kun

Funktion kuvaaja z
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Tasa-arvokayrat

@ Olkoon ¢ € R vakio, D € R? ja f: D — R funktio.
e Tallgin joukko C = {(x,y) : f(x,y) = c} on usein tasokayra.

e Kyseinen pistejoukko voi olla my6s tyhja (jos f ei saa arvoa c) tai
vaikkapa koko taso (jos f on vakio).

o Mikali joukko C on tasokdyrd, sitd sanotaan funktion f arvoon ¢
liittyvaksi tasa-arvokayraksi.

o Esim. Korkeuskayrat kartalla ovat tasa-arvokayria funkiolle, joka
liittaa kartalla olevaan pisteeseen (x, y) korkeuden meren pinnasta ko.
pisteessa.

@ Kolmiulotteisessa tapauksessa pistejoukot
S ={(x,y,z) : f(x,y,z) = c} ovat yleensa pintoja (eivat siis
avaruuskayrid).

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2021 7/18



Esimerkki 5 (vrt. Esim. 3)
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Funktion z = f(x, y) tasa-arvokayrat, kun

—6x

o) =sa
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Esimerkki 6 (vrt. Esim. 4)
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Funktion z = f(x, y) tasa-arvokayrat, kun
flx,y) =x* - y2.
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Raja-arvo monen muuttujan tapauksessa

@ Olkoon D C R", n>2ja f: D — R funktio.

@ Oletetaan lisdksi, ettd piste yg € R” on joukon D kasaantumispiste eli
kaikilla r > 0 joukko DN {x € R": 0 < ||x — yo|| < r} on epétyhja.

@ Talloin sanotaan, ettd funktiolla £ on raja-arvo L pisteessa yq ja
merkitdan

lim f(x) =L, missdx=(xq,...,%xy) €D,
X—Yo

jos kaikilla € > 0 on olemassa luku 6 = §(¢) siten, ettd |f(x) — L| <e¢
aina, kun 0 < ||[x — yo|| <0 jax € D.
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Laskusaantoja

Olkoot D C R", n > 2, yo joukon D kasaantumispiste ja f,g: D — R
sellaisia funktiota, ettd limy_,y, f(x) = L ja limy_y, g(x) = M. Tall6in:

o
)(Ii_)rr;O (f(x) £ g(x)) =L+ M.
2]
lerr;o f(x)g(x) = LM.
o

. f(x) L
lim —5 = — M .
X0 glx) M’ Jos M 70

Q Jos L € (a,b) ja F: (a,b) — R on jatkuva pisteessa L, niin

lim F(f(x)) = F(L).

X—Yo

Harri Hakula (Aalto-yliopisto) MS-A0201 Kevat 2021 11/18



Esimerkki 7

°
lim - v2)—4_0Q— _5
(X,y)ﬁ(2,3)( y7)
°
lim x2 — azb.
(x,y)—(a,b) y
]

<x,y)i'8r/3,2)ysin (j‘,) = 2sin (%) =1.
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Raja-arvon tutkiminen kayrien avulla

@ Yhden muuttujan tapauksessa raja-arvoa tutkitaan yleensa oikean- ja
vasemmanpuoleisen raja-arvon avulla.

@ Tama ajatus ei kuitenkaan toimi usean muuttujan tapauksessa, koska
yleenséd on olemassa darettéman monta suuntaa (eli ko. pisteen
kautta kulkevaa kidyrdi), joista pistettd yp voidaan ldhestya joukossa
DCR" n>2.

e Mikali kuitenkin on olemassa kaksi kdyraa ri,rp: [a,b] — D U {yo},
siten ettd ri(b) = rp(b) = yo mutta

lim f(ri(t lim f(ro(t
lim f(r(2)) # lim £(r2(1)),
tai jompaa kumpaa kyseisista raja-arvoista ei ole maaritelty, niin

talldin funktiolla f: D — R ei voi olla raja-arvoa pisteessa yy.
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Esimerkki 8 1/2

Tutkitaan funktion f(x, y) raja-arvoa pisteen (0,0) ympéristdssa, kun

2xy

fx,y) = m
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Esimerkki 8 2/2

@ Jos pistettd (0,0) ldhestytdan x-akselin suunnasta eli pitkin kayraa
ri(t) = ti, saadaan

2t-0
lim f(t,0 lim ———= =0
A 0= 0 vt

e Toisaalta suoralla x = y, joka voidaan parametrisoida ra(t) = ti + tj,
saadaan

2t -t 2t2
I|mftt lim —— = lim — = 1.
t—0 (t.1) = t—0+ t2 + 2 0+ 2t2

@ Nain ollen, funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessa (0, 0).
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Esimerkki 9

@ Tutkitaan funktion )

2x°y

flx,y) = —4——

(o) = a2

raja-arvoa pisteessa (0, 0).

o Koska funktion arvo on 0 koordinaattiakseleille, raja-arvon on oltava 0
(jos se on olemassa). ltse asiassa kaikilla origon kautta kulkevilla
suorilla r(t) = ti + ktj saadaan

2kt3 2kt

f(t, kt) = TR re R S — 0, kun t — 0.

o Kuitenkin valinnalla ry(t) = ti + t?j saadaan

2t
lim f =lim —— =1
m (tt) —>0t4—i—t4

o Siten talld funktiolla ei ole raja-arvoa origossa.
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Esimerkki 10

o Osoitetaan, etta
X2y

im XY
() (0,0) X2 + 2

o Kayttamilld epayhtilosd x? < x? 4 y? saadaan

Xy

x2 +y2

2
F(x,y) — 0] = \

<ly| £ Vx2+y? =0, kun (x,y) — (0,0).

o Formaalisti: Raja-arvon maéaritelman ehto toteutuu, jos valitaan 6 = ¢.
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Jatkuvuus

@ Olkoon D C R", n > 2 ja xg € D. Funktio f: D — R on jatkuva
pisteessd Xg, jos
lim f(x) = f(xo)-

X—X0

@ Funktio on jatkuva joukossa D, jos se on jatkuva jokaisessa joukon D
pisteessa.
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