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Osittaisderivaatat

@ Olkoon D C R", n> 2 ja f: D — R funktio.

e Talloin kaikille j = 1,..., n funktion f osittaisderivaatta muuttujan x;
suhteen on f hey) — F(x)
X+ he;j) — f(x
fi(x) = i )
i(x) Pt h '

jos kyseinen raja-arvo on maaritelty. Tdssa e; on j:s
yksikkdkantavektori.
o Kaytannossa osittaisderivointi jonkin muuttujan suhteen tapahtuu

samaan tapaan kuin yhden muuttujan tapauksessa, muistetaan vain
pitdd muita muuttujia ikddn kuin ne olisivat vakioita.
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Esimerkki 1

@ Olkoon funktio f: R> - R

f(x,y) = x*siny.
@ Sen osittaisderivaatat ovat:

fi(x,y) = 2xsiny

ja
fo(x,y) = x*cosy.
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Merkintatavat osittaisderivaatoille

e Funktion f: D C R" — R osittaisderivaattaa muuttujan x; suhteen
merkitddn mm. seuraavilla tavoilla

of _ 9
aXJ'_an

(X1y .-y Xn)

= fi(x1,...,xn) = Djf(x1,...,%n).
o Tapauksessa n = 2 usein kirjoitetaan z = f(x, y), jolloin voidaan
myos kayttada merkintoja

0z 0z

fl(va):av fé(xvy):@

o Osittaisderivaatalle kdytetdan erillista symbolia, jotta se ei sekoittuisi
tavalliseen (n.k. kokonais)derivaattaan. Palaamme tihan
ketjusddanndn yhteydessa.
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Osittaisderivaatan arvo

@ Funktion f: D C R" — R osittaisderivaatan f; arvoa pisteessa xg € D

merkitaan
oz| <8f>
ax./ X0 aXJ X0
= fj(x0) = Djf(xo)
jossa muuttuja z maaritelldan z = f(x1, x2, ..., Xp).

e Esim. Jos f(u,v) = t?v ja w = x%i + xyj, niin

Aw) = %) = (5w

(x*xy)

= 2uv =2(x?)(xy) = 2x3y.

u=x2, v=xy
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Esimerkki 2

o Etsitdan
0z . 0z
—_— a _,
ax ? dy
kun z = x3y? + x*y + y*.
@ Saadaan 3
z
Ix = 3x2y2 —|—4x3y
ja
0z

= =23y +x* +4y3
dy
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Esimerkki 3

o Etsitdan f1(0,7), kun f(x,y) = ¥ cos(x + y).
@ Saadaan
Alx,y) = ye cos(x + y) — ¥ sin(x + y).

@ Siten

0

f(0,7) = e cos(m) — % sin(7) = —.
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Ketjusdaannon soveltaminen

@ Tavallisiin derivaattoihin liittyva ketjusdaanto

(fog)(x)=f(g(x)g'(x)
on voimassa my0s osittaisderivaattojen tapauksessa.
o Esimerkiksi jos f: R — R ja g: R = R, niin
9 /
&f(g(xay)) =f (g(xay))gl(xvy)
ja
0
g, (80xy)) = f'(g(xy))galx.).

@ Mydhemmin esitetdan myos ketjusdanté monen muuttujan funktioille.
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Esimerkki 4

@ Osoitetaan, ettd derivoituva funktio f: R — R toteuttaa seuraavan
osittaisdifferentiaaliyhtdlén, kun z = f(x/y):

x%—i- %—O
ox y@y_

@ Ketjusdaannon perusteella

505 -C)G)

@ Siten
0z N 0z (X P
JR— —_— = — X+ — R —
ox oy y y 0y
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Pinnan tangentit ja normaali

@ Yhden muuttujan tapauksessa derivaatan avulla voidaan |6ytaa
lauseke derivoituvan funktion tangentille annetussa pisteessa.
Normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan.

e Pinnalle z = f(x, y) saadaan kaksi tangenttivektoria pisteessa (a, b):
Ty =i+ fi(a,b)k ja To =j+ f(a, b)k.

Piirra kuva, josta selvidd miksi ndin on!

e Pinnan normaalivektori n = n(a, b) on kohtisuorassa nditd molempia
tangentteja vastaan. Siksi se saadaan ristitulona

i k
n:T2><T1: 01 fg(a,b)
1 0 fi(a,b)

= fi(a, b)i+ f2(a, b)j — k.

Mika on yksikkdnormaali?
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Tangenttitaso

e Olkoon D CR? f: D — R ja(a,b) €D.

e Pinnan z = f(x, y) tangenttitaso pisteessa (a, b) on aina
(i) kohtisuorassa normaalia n = n(a, b) vastaan, ja se (ii) kulkee
pisteen P = (a, b, f(a, b)) kautta.

o Tillaisen tason vektorit r = (x,y, z) € R3 toteuttavat yhtilon
(r — P) - n = 0. Piirr3d kuva, jotta selvidd miksi!

@ Tangenttitasolle saadaan siis yhtalo

z = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fr(a, b)(y — b).
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Normaalisuoran yhtalot

e Normaalisuora pinnalle z = f(x, y) pisteessa P = (a, b, f(a, b)) on
normaalivektorin n(a, b) = fi(a, b)i + f2(a, b)j — k suuntainen.

@ Suoran pisteet ovat siis pistejoukko
{P+tn(a,b) : t € R}.

Piirra kuva, jotta selviad miksi!

o Jos sekd fi(a, b) # 0 ja f2(a, b) # 0, niin voidaan eliminoida parametri
t ja saadaan yhtalot

x—a y—b z—f(ab)
fi(a,b)  fa(a,b) -1
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Esimerkki 5 1/2

e Etsitddn tangentti ja normaali pinnalle z = sin(xy), kun x = 7/3 ja
y=-1
o Tangentti ja normaali kulkevat pisteen (7/3, —1, —v/3/2) kautta.

@ Lasketaan osittaisderivaatat:

%2 yeos(y) Ja 22 = xcos()
oy — Y cosly) ja ay—xcos xy).

o Pisteessd (7/3, —1) saadaan

%__l.aﬁz_w
ax 279y " 6
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Esimerkki 5 2/2

@ Siten kyseiselld pinnalla on normaalivektori
n=—(1/2)i+ (7/6)j — k.
@ Tangenttitaso on

-3 1 T 7r
2= —5(-3)+5
@ Normaalisuoran yhtaloiksi saadaan

6x —2m 6y +6  6z+3V3
-3 T -6
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Korkeammat osittaisderivaatat

@ Funktiolle f: R” — R voidaan maaritelld myos korkeampia
osittaisderivaattoja.
e Jos z = f(x,y), niin saadaan esimerkiksi

0%z 0 0z

2 = Ix Ox = fll(Xy)/)
ja

0%z 0 0z

m = &a_y = fu1(x,y).

@ Vastaavasti, jos w = f(x, y, z), saadaan esimerkiksi

9° 0 0 0 900
v 227 W=f3,2212(X,y7Z)-
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Esimerkki 6

o Etsitadn funktion f(x,y) = x3y* toiset osittaisderivaatat.

@ Saadaan aluksi
Alxy) =3x%%  hx,y) =43y
@ Siten

0 0
flx,y) = 5 3%  =6x/% falxy) = o4y’ =124,

0 0
fa(x,y) = @3x2y4 =125 o(x,y) = a—y4x3y3 = 12x3y°.
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