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Motivaatio

@ Yleistetaan derivoinnin ketjusdanto

2 F(g(x) = ' (g(x))g' ()

usean muuttujan funktioille f.

@ Voidaan ajatella fysikaalista suuretta kuten lampdtilaa, mekaanisen
systeemin kokonaisenergiaa, jotka riippuvat useista eri toissijaisista
muuttujista (kuten ajasta, paikasta, tai nopeudesta).

@ Nama muuttujat voivat riippua edelleen kolmansista muuttujista
(paikka ja nopeus esimerkiksi ajasta).

@ Halutaan tarkastella kiinnostavan fysikaalisen suureen
muutosnopeutta mainittujen kolmansien muuttujien suhteen.
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Esimerkki 1 1/2

@ Retkeilija liikkuu karttaa kdyttden méakisessa maastossa. Olkoon (x, y)
retkeilijan paikka kartalla ja z = f(x, y) kulloinenkin korkeus meren
pinnasta.

@ Olkoon
r(t) = (u(t), v(t))

retkeilijan paikka kartalla hetkella t.

@ Retkeilijan paikan korkeus eli etdisuus meren pinnan tasosta hetkelld t
on siis yhdistetty funktio

z = f(u(t), v(t)) = g(t).

@ Kuinka nopeasti retkelijan paikan korkeus muuttuu ajan kuluessa?
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Esimerkki 1 2/2

o lImeisestikin vastaus kysymykseen on funktion g(t) derivaatta.
Lasketaan:

i EEEh) —g(t) L F(u(t+h),v(E+ b)) — Fu(), v(2)
h—0 h h—0 h

i f(u(t+ h),v(t+ h)) — f(u(t), v(t+ h))
hlno h

R CORY(E2) B CORZG)
h—0 h

@ Yhden muuttujan ketjusddnnon perusteella

g'(t) = A (u(t), v(t))u'(t) + R (u(t), v()) V/(t).
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Ketjusaannot 1/3

Olkoon z muuttujien x, y jatkuvasti derivoituva funktio (eli funktio, jolla
on jatkuvat 1. kertaluvun osittaisderivaatat).
@ Jos x, y ovat muuttujan t jatkuvasti derivoituvia funktioita, niin
dz 8zdx+ 0z dy
dt  Oxdt Oydt’

@ Jos x, y ovat kahden muuttujan s, t jatkuvasti derivoituvia funktioita,

i 0z 0z0x 0z0y
9s  0x0s oy os

ja
0z _0zox 020y

ot Oxot Oy ot
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Ketjusaannot 2/3

Keskeisia kysymyksia:
@ Mika on yleinen idea néissd kaavoissa?

@ Kuinka voidaan muodostaa yleisessa tapauksessa laskentakaava
yhdistetyn funktion (osittais)derivaatoille?
Ajatellaanpa, ettd z = f(u, v, t), jossa u = u(x,y) ja v = v(y,t).
Tarkastellaan graafina “infinitesimaalisen muutoksen etenemistd”
muuttujasta t muuttujaan z kaikkien etenemisreittien kautta.

@ Piirrd muuttujien viliset riippuvuudet graafiksi, ja kirjoita sen
perusteella kaava osittaisderivaatalle 82'

e Kuinka tilanne muuttuu, jos lisdksi x = x(t) ja y = y(t) jolloin
z = z(t) ja kysytaan kaavaa derivaatalle dz?
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Ketjusaannot 3/3

Saadaan
dz Ofov Of

9t vt ot
ja
dz O (Ouds  oudy\  OF (0v  ovdy)  of
dt  Ou \Oxdt Oy dt ov \ Ot Oy dt ot’

jossa on yhteensa viisi termia.

Huomaa, ettd on kdytetty sekd notaatiota E ettd Bt’ jotka tarkoittavat
eri asiaal
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Esimerkki 2 1/2

o Olkoon f: R2 - R jatkuvasti derivoituva. Etsitaan
(%f(xzyyx +2y) ja (%f(xzy,x +2y).

@ Saadaan

9 2 _ 0
o Xyx+2y) = f(Xy,X+2y)8( x%y)

+hH(Cy, x + 2}/)a(x +2y)

= 2xyf(x2y, x + 2y) + fr(xPy, x + 2y).
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Esimerkki 2 2/2

@ Vastaavasti voidaan laskea

a 2 o 2 8 2
@f(x y,x+2y) = fi(x y,X+2y)ay(X y)

h(Ry X+ zy>%<x+ 2)

= Xfi(xPy, x +2y) + 2H(xPy, x + 2y).
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Esimerkki 3 1/3

e Lampdtila ilmakeh&ssa (° C) riippuu paikasta (x, y, z) sekd ajasta t.
Ajatellaan lampdtilaa ndistd parametreista riippuvana funktiona
T(x,y,z,t).

(a) Jos funktio T esittda sddpalloon liitetyn lampomittarin mittaamaa
[ampotilaa, maaritetddn T:n muutos ajan suhteen.

(b) Maaritetdaan lampétilan muutos hetkelld t = 1, kun

Xy
1+2z

T(X7y?z’ t) = (1+t)7

ja sadpallo etenee reittid r(t) = (t,2t,t — t2).
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Esimerkki 3 2/3

(a) Koska lampomittarin lukeman muutos riippuu kaikista neljasta
parametrista, mitdan niista ei voida jattaa huomiotta.

Lampotilan muutoksen kaavaksi saadaan siten

dT _0Tdx 0Tdy 0Tdz 0T
dt  Oxdt Oydt Ozdt Ot

(b) Koordinaattifunktioiden arvot hetkelld t = 1 ovat
x=1, y=2jaz=0.
Koordinaattifunktioiden derivaattojen arvot hetkelld t = 1 ovat

dx 1 Q_ . dz

— = =2ja — =—1.
dt Tt 2
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Esimerkki 3 3/3

Siten hetkelld t = 1 saadaan

oT y oT X
—=—A1 =4, — = 1 =2
Ox 1+z( i) =4 Ay 1—|—z( =2
oT —Xxy oT Xy
0z (1+z)2( +1) ot 14z
Nain ollen,
ar =4.14+2-24(-4) - (-1)+2=14.

dt |
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Lineaariset approksimaatiot

@ Yksiulotteisessa tapauksessa muotoa y = f(x) olevan funktion
kuvaajan tangenttisuora L(x) pisteessa a saadaan kaavasta

L(x) = f(a) + f'(a)(x — a).

@ Tangenttisuoran lauseke antaa myds tavan approksimoida funktiota f
pisteen a lahelld: f(x) ~ L(x).
Miksi approksimaatiota tarvitaan, jos kerran tietokone voi laskea nopeasti
ja tarkasti?

@ Kun halutaan I0ytda “peukalosddntd” paassalaskun helpottamiseksi ja
ymmarryksen lisdamiseksi.

@ Kun funktio f on olemassa ainoastaan taulukoituna, esimerkiksi
mittaustuloksista.
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Lineaariset approksimaatiot usean muuttujan funktioille

Tapauksessa n = 2 saadaan funktiota f(x,y) approksimoiva tangenttitaso
L(x,y), joka voidaan laskea osoittaisderivaattojen avulla kaavasta

f(x,y) = L(x,y) = f(a, b) + fi(a, b)(x — a) + f2(a, b)(y — b).

Vielakin useamman muuttujan tapauksessa saadaan ihan samannakdinen
kaava, joskin enemman osittaisderivaattatermeja.
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Esimerkki 6 1/2

o Etsitddn lineaarinen approksimaatio funktiolle

f(x,y) =V2x2+ e

pisteessa (2,0), ja arvioidaan funktion arvoa pisteessa (2.2, —0.2).
e Saadaan f(2,0) = 3.

@ Funktion osittaisderivaatat ovat

2x

filx,y) = Noramwon f1(2,0) = 3
2y 1
h(x,y) = N (2,0) = 3
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Esimerkki 6 2/2

@ Siten

L(x,y) :3+%(X—2)+%(y—0).

@ Haluttu approksimaatio siis on

4 1
f(22,-02) = L(22,-0.2) =3+ (22 -2) + £ (-02-0) =32

e Vertailun vuoksi funktion f(x, y) todellinen arvo pisteessa (2.2, —0.2)
on noin 3.2172.
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Huomautuksia

@ Toisin kuin yksiulotteisessa tapauksessa pelkka osittaisderivaattojen
olemassaolo ei riitd takaamaan edes funktion f(x,y) jatkuvuutta.

o Esim.

0, kun x=0taiy =0,

1, muuten.

f(x,y)z{

o Esim.

Flx,y) = %};2, kun x? +y2 >0,
’ 0, kun (x,y)=(0,0).

@ Siksi tilannetta on tarpeen analysoida tarkemmin. Halutaan ehto, joka
kertoo milloin tangenttitaso L(x,y) on mielekds approksimaatio
funktiolle f(x, y) pisteen (a, b) ldhella.
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Differentioituvuus

e Funktiota f(x,y) sanotaan differentioituvaksi pisteessé (a, b), jos

lim f(a+ h,b+ k) —f(a,b) — hfi(a, b) — k f(a, b)
(h#)=(00) VR K2

@ Saadaan seuraava tulos:

=0.

Jos f1, f, ovat jatkuvia jossakin pisteen (a, b) ymparistossa, niin f on
differentioituva pisteessa (a, b).
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Esimerkki 7

o Lasketaan virhetermi f(x+ h,y + k) — f(x,y) — hfi(x,y) — k f2(x, y),
kun f(x,y) = x> + xy2.
e Osittaisderivaatoiksi saadaan fi(x, y) = 3x? + y? ja f(x,y) = 2xy.

@ Saadaan
f(x+h,y + k) — f(x,y) — hi(x,y) — kha(x,y)
= (x+ h)3 + (x+ h)(y + k)? = x3 — xy®> — (3x*> + y?)h — 2xyk

= 3xh® + h® + 2yhk + hk?® + xk?.

o Lausekeen h- ja k-termit ldhestyvat nollaa samalla nopeudella kuin
h? + k2, kun (h, k) — 0, joten differentioituvuuden maaritelma
selvasti toteutuu.
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