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Muuttujanvaihto taso- ja avaruusintegraaleissa 1/5

Tutkitaan funktiota F: G — D, missd D ja G ovat R?:n osajoukkoja.
Oletetaan, ettd funktion F kaikki osittaisderivaatat ovat olemassa ja
jatkuvia.

Liséksi oletetaan, ettd F on bijektio: Jokaista pistetta (x,y) € D
vastaa yksikasitteinen piste (u, v) € G, jolle F(u,v) = (x,y). Talléin
erityisesti D = F(G).

v y

(x(u,v), y(u,v)) = F(u,v).
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Muuttujanvaihto taso- ja avaruusintegraaleissa 2/5

Tutkitaan aluksi muuttujanvaihtoa tasointegraalin tapauksessa:

//Df(x,y)dxdy://c???dudv.

Tarvitaan tieto siitd, miten pinta-ala skaalautuu funktiossa
(x,y) = F(u,v).

v+dv

u u+du

Kuvassa a (vast. b) sijaitsee kayrall, jolla v (vast. u) on vakio.
Koska funktiolla F on jatkuvat osittaisderivaatat, kayrat ovat sileita.
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Muuttujanvaihto taso- ja avaruusintegraaleissa 3/5
Ketjusaannolla

Oy Oy
adu + 5dv

dx=8—Xdu+%

gy T g, dviady=

Edettdessd vektorin a suuntaan (x, y)-koordinaateissa, koordinaatti v
on vakio ja siten dv = 0. Saadaan
Ox Ay

a~ —dui+ —duj.
du ou .
Samaan tapaan voidaan paatell3, ettd

b%%dvi-l-a—y

Ov 6vdvj'

Tassd i ja j ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset yksikkovektorit.
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Muuttujanvaihto taso- ja avaruusintegraaleissa 4/5

Approksimaatiokaava pinta-alaelementin dA muutokselle siis on
i ] k
dA = dxdy ~|ax b| = || Zdu %du 0
d
gxdv Zrdv 0

Kaytetaan merkintdd (huom. nelidmatriiseille det A = det AT)

Determinantti det DF(u, v) on funktion F: R? — R2 Jacobin
determinantti. Sille kdytetddn myds merkintas

SSSN
SN

dudv := | det DF(u, v)| dudv.

det DF(u,v) = ‘ggz:i;’ kun (x,y) = F(u, v).
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Muuttujanvaihto taso- ja avaruusintegraaleissa 5/5

Jacobin determinantin itseisarvo | det DF(u, v)| kertoo paikallisen
pinta-alan muutoksen kuvattaessa (u, v)-koordinaattien infinitesimaalinen
pinta-ala dudv vastaavalle (x, y)-koordinaateissa lausutulle pinta-alalle
dxdy funktion (x,y) = F(u, v) vilityksella.

Tasointegraalin muuttujanvaihtokaavaksi siis saadaan

//Df(X,y)dxdyZ//Gg(u, v)‘detDF(u7 V)‘dudv

missa g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) ja D = F(G).
@ Tassa F on integroimisalueiden D ja G vilinen bijektio.

@ Jacobin determinantin etumerkki kertoo, onko F suunnistuksen
sdilyttava vai kdantava. Itseisarvo tarvitaan, jotta positiivisen funktion
integraali ei muuttuisi negatiiviseksi erdilla F.
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Esimerkki 2 1/3
Lasketaan neljan paraabelin y = x?, y = 2x?, x = y? ja x = 3y?
rajoittamaan alueen D pinta-ala.
Huomataan, ettd integroimisalue kuvautuu suorakulmioksi

G =[1/2,1] x [1/3,1] muunnoksella

X2 y2
G(X,y):Ui—i-Vj, U(Xay):77 V(X7y):?'

1/3

X 12 1 u
Suorakulmion yli on paljon helpompi integroida.
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Esimerkki 2 2/3

Halutaan kuitenkin kiinteiskuvaus F = G™1: G — D, joka vie
koordinaatit (u, v) kayraviivaisille (x, y)-koordinaateille.

Lineaarialgebran perusteella

1

det DF(U, V) = W(Xy)

Lasketaan
ou 2x ou x2

x y dy ¥
Saadaan myds
ov y2  Ov 2y

ax X2y x
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Esimerkki 2 3/3

Lasketaan edelleen

Qu  du 2x X

_| 0 17] _ 2

det DG(x,y) = v | = yy2 2;’
ox Oy X2 x

=4—1=3, eli |det DF(u,v)| = %

Tulokseksi siis saadaan

1 121 1
Ldxdy = [ Laway=1.2.1 _1
//ny //(;3”‘/3329

Yleensa ei kdy niin onnellisesti, ettd sama koordinaatistomuunnos vie
integroitavan alueen suorakulmiolle samalla kun integroitava funktio
menee vakioksi.
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Napakoordinaatit 1/2

Piste (x,y) € R? voidaan kirjoittaa muodossa (r,#), missi r > 0 ja
0 < 6 < 27. Napakulma 6 on yksikasitteinen jos r > 0.

y

(xy)

Alkeisgeometriasta saadaan kaavat

X = rcosf, r2 = x%+4y?
y =rsinf, tanf = y/x.

Vrt. kompleksiluvun polaarimuoto x + iy = re’?
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Napakoordinaatit 2/2

Koordinaatistomuunnoksen (r, ) — (x, y) Jacobin determinantille
saadaan kaava

ax,y) % % _ cos —rsinf _,
a(r,0) & sinf  rcosé ’
Siten muuttujanvaihtokaavaa varten saadaan pinta-alan venytys
_|9(x,y) _
dXdy_‘@(r,Q) drdf = rdrdb.

Piirra kuva!
Tasointegraali napakoordinaateissa

//Df(x’y)dXdy://Gg(fﬁ)rdrde,

missa g(r,0) = f(rcosd, rsinb).
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Esimerkki 1

Olkoon D = {(x,y) € R? : 1 < x? + y2 < 4}.

Lasketaan napakoordinaateissa integraali

1
_//DX2+y2 dx dy.
27 27 2
I—/ /—rdrd@-/ do - —

=2min2.

r=1

Saadaan

=27T|nr
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Esimerkki 2 1/2

o Integraali

o0 2
/ e X dx
— o0

on erittdin tarked mm. todenndkdisyyslaskennassa ja tilastotieteessa.

@ Tamai integraali on vaikea, koska integraalifunktiota ei ole mahdollista
kirjoittaa alkeisfunktioiden avulla.

@ Integraali on kuitenkin mahdollista laskea seuraavan tempun avulla:
Huomataan aluksi, ett3

[e%¢) 00 00 2
| = / / e dxdy = ( / e dx) .
—oo J —o0o —00
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Esimerkki 2 2/2

Laskemalla epaoleellinen tasointegraali napakoordinaateissa

27 fe') ) 27 00 )
I:/ / e_rrdrdﬁz/ d9'/ re”" dr
o Jo 0 0

R
= 27r/ re”"” dr = —m lim / (=2r)e " dr
0 0

R—o0
jossa viimeinen askel on ovela.
Nyt %e"Q = —2re~", joten integraali saadaan analyysin
peruslauseella antiderivaatan hypysta integroimisvalilla:

R
/ (—2r)e_r2 dr=e R —1
0

Viemilld R — oo tulee | = 7 ja siitd alkuperdisen integraalin arvo

/00 e*X2dx:\/I=\/77r.

—00

Miksi temppu toimi?
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Muuttujanvaihto avaruusintegraalissa (kertaus)

@ Muunnoskaavat (u, v, w) — (x,y, z)

x =x(u,v,w),

y =y(u,v,w),
z=2z(u,v,w).

e Talloin

dxdy dz = M dudv dw,
d(u, v, w)
missa
Ix  Ox  Ox
Oy.2) |8y % B
MNu,v,w) | 24 v G
ou v Ow

u
e Jos siis g(u, v, w) = f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u, v,w)), niin

///Df(x,y,z)dxdydz=///Gg(u,v,w)‘%
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Sylinterikoordinaatit 1/2

Koordinaatit (r,6,z), missd r > 0,0 <60 <27, z€ R. Suoralla r =0
(eli z-akselilla) napakulma @ ei ole yksikasitteinen.

z Al

(X,y,2)

U
X

Sylinterikoordinaateissa on helppo esittdd pyorahdyskappaleita
z-akselin ympari muodossa

r=1f(z), jossa z¢€[a, b]jabe]l0,2r),
missa f on ei-negatiivinen funktio.

Sylinterisymmetriset tehtdvat!
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Sylinterikoordinaatit 2/2

Muunnoskaavat (r,0, z) — (x,y, z):

X = rcosf,
y =rsind,
z =z

Muunnoksen Jacobin determinantiksi saadaan

dxdy dz = ’M

a(r.0.2) drdfdz = rdrd0d:z.
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Esimerkki 3

Lasketaan funktion f mairaaman pyorahdyskappaleen Q tilavuus

b 27 ,f(z2)
///dxdydz:/ / / rdrdfdz
Q a JO 0
b 1 b
= / (27'(‘ . Ef(z)2> dz = 71'/ f(z)? dz,

mik3 lienee tuttu kaava.
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Pallokoordinaatit 1/2

Koordinaatit (r, 6, ¢), missa r >0,0<60 <27, 0< ¢ <.

z Al

(X,y,2)

Kulmaa 7/2 — ¢ kutsutaan korotus- eli napakulmaksi, ja sitd
kdytetddn usein ¢:n sijasta.

Atsimuuttikulma 6 ja korotuskulma ovat yksik3sitteisid jos pisteen
etdisyys z-akselista > 0.

Pallosymmetriset ja erdat sylinterisymmetriset tehtavat!
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Pallokoordinaatit 2/2

Muunnoskaavat:
X = rsin¢gcosb,
y = rsingsinf,
Z = rcoso.

Muunnoksen Jacobin determinantiksi saadaan

A(x,y,z)

_ 2
a(r.0,9) drdfd¢ = resin¢gdrdfdo.

dx dy dz = ‘
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Esimerkki 4

Lasketaan R-siteisen pallon B3(R) tilavuus:

R 27 T
/// 1dxdydz:/ / / r’sin ¢ do do dr
B3(R) o Jo Jo
27 27
// d9dr // 2r2 df dr

3
:/ 4rr? dr_47rr 47TR
0 3 I’IO 3
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Kaksiulotteinen pinta-ala avaruudessa 1/3

vl

Y

o Tutkitaan kaksiulotteista kaareutuvaa pintaa S, joka on (piirtamisen
helpottamiseksi) xy-tason yldpuolella avaruudessa R3.
o Tarkastellaan aluksi xy-tason nelion ylapuolelle jadvan osan

pinta-alaa. Se on ilmeisesti suurempi tai yhtdsuuri kuin vastaavan
nelion pinta-ala.
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Kaksiulotteinen pinta-ala avaruudessa 2/3

o Tastd johtuen pinta-aladifferentiaali dS on suurempi tai yhtasuuri kuin
kuin dx dy. Itseasiassa dx dy saadaan, jos dS projisoidaan xy-tasoon.

@ Projektio voidaan kirjoittaa kaavana
dx dy = cosy dS,

missd v on pinnan S normaalivektorin n ja z-akselin suuntaisen
yksikkovektorin k valinen kulma.

o Toisaalta pistetulon maaritelmastad saadaan
n-k = |In[|k|| cos~,
ja siis
1

k
05 = L ey IPUIKI
cos 7y n-
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Kaksiulotteinen pinta-ala avaruudessa 3/3

@ Aikaisemmin on johdettu pinnan (yléspéin suunnatulle)
normaalivektorille esitys

@ Saadaan

Inl :\/1+ (%2°

o Lisdksi ||k|| =1 jan-k =1, joten
0z\2 0z\2
ds = \/1+ (&) + (@) dx dy.

Kaarevuuden huomioiva korjaustekija yleistda tasointegraalin
pintaintegraaliksi.
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Esimerkki 5 1/3

@ Tarkastellaan sylinterin x? 4+ y? = a?, a > 0 leikkaamaa palasta
hyperbolisesta paraboloidista z = x?> — y2. Mik3 on palasen pinta-ala?
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Esimerkki 5 2/3

@ Lasketaan

—Z=2X, —Z=—2y

ox Oy

@ Siten pinta-aladifferentiaaliksi saadaan
0z\2 0z\2
ds — \/1+ (5) + (a_y) dx dy
=1/1+4(x%+ y?)dx dy

=1+ 4r2rdrdb,

napakoordinaateissa ilmaistuna.
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Esimerkki 5 3/3

o Lasketaan nyt integraali napakoordinaateissa:

27
Ala(S) = / / rv'1+4r?drdf

a
:%/ 8rv/1+4r2dr
0

a

%(1 +4r2)3/2 = %[(1 +4a%)%2 —1].

r=0
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