Lagrangen kertoimista

Miko Karjalainen

LAGRANGE

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) esitti nyky#édn nimeééin kantavan Lagrangen
menetelmén ensimmaéisen kerran teoksessa Lecons sur le calcul des fonctions
vuonna 1804.

KERTOIMIEN FYSIKAALISESTA MERKITYKSESTA
TEHTAVA

(i) Maksimoi ilmanvastuksettoman heittokappaleen kantama R(v) kiyttéden
Lagrangen menetelméi, kun kappaleen kineettinen energia heittohetkells
on K = m|v||?/2 = E. Téssd v = (v, v,) tarkoittaa kappaleen alkuno-
peutta.

(ii) Osoita, etta tdlloin Lagrangen kertoimelle pitee A = dR(v*)/dE, missa v*
on optimointitehtdvén ratkaisu. Mikd on kertoimen A fysikaalinen merki-
tys?

RATKAISU

(i) Tehtédvind on 16ytdd maksimi kantamalle R(v) sidosehdolla K(v) = E.
Ensiksi tiytyy tietysti médritelld funktio R. Oletetaan, etta heittokappale
lahtee korkeudelta yo ja v, v, > 0. Télloin sen korkeus ajan funktiona on

1 5
y:yo—i—vyt—igt.

Matka-aika At saadaan téstd asettamalla y = yg, jolloin
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ja siten kantama voidaan esittdi ldhtonopeuden avulla muodossa
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R(vg,vy) = v At =
(va, vy) ;

Té&ssd kohtaa voidaan itseasiassa havaita, etté
R(vg, vy) = R(vy,vs) ja K (v, vy) = K(vy, vz),

mikd jo implikoi, ettd optimointitehtévin ratkaisussa |vy| = vy.

Lagrangen funktioksi saadaan nyt
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ja tistd edelleen gradientti
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Oletuksesta v, > 0 seuraa, ettd gradientin ainoaksi nollakohdaksi saadaan

| E . 2
Vg =Vy =4/ — ja d = —.
m mg

Koska gradientin VK (v) = 0 nollakohta v = (0,0) ei toteuta ehtoja
Vg, Uy > 0, saavutetaan kantaman maksimi alkunopeudella

v = (v, vy) = (VE/m,/E/m),

jolloin
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Téassé tapauksessa Lagrangen kerroin A kuvaa kantaman maksimin muu-
tosnopeutta liike-energian suhteen. Kyseessd on niin kutsuttu herkkyys-
tulkinta, jonka voidaan osoittaa patevin myos yleisemmassd tapauksessa.
Yksikkotarkastelulla voidaan vield havaita, etta

A7 = [mg] = kg - m/s* = N.
Niin téytyy tietysti olla, jotta Lagrangen funktion termeille pétee

MK — E)] = [NIK — E] = 1/N-Nm = m = [R].
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