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Huomautus merkinnéista. Eri satunnaismuuttujien tiheysfunktiot erotetaan usein toisistaan
alaindeksilld, esim. fx ja fy. Alaindeksilld merkitdén myos ehdollista tiheysfunktiota, esim. fxy.

Bayes-padttelyssa kiytetddn usein lyhennysmerkintaé, jossa kaikkia er: tiheysfunktioita merkitadn
vain f:114 ilman alaindeksia. T&lloin sulkujen sisélla olevasta argumentista on padteltavé, mistd funk-
tiosta on kysymys: esim. f(z) tarkoittaa samaa kuin fx(x). Lyhennysmerkintéé ei pidd kiyttaa jos se
aiheuttaa sekaannusta, esim. f(5) ei kerro onko kyse X:n vai ©:n tiheysfunktiosta. Vrt. luento 5A.

(Luentomonisteessa kiytetddn f:44 datan tiheysfunktioille ja p:td parametrin tiheysfunktioille,
mutta tdma merkinté ei ole kovin yleisesti kiytossa. )

5B Bayeslainen paattely

Tuntitehtavat

5B1 (Kadonnut lentokone) Seuraavantyyppisté tilastollista hakumenetelméé on kiytetty mm.
yritettdessd paikantaa 8.3.2014 kadonnutta Malaysia Airlinesin lentoa MH370. Etsintdjen koh-
teena oleva alue on jaettu neljadédn suureen ruutuun. Lennon taustatietojen pohjalta arvellaan
lentokoneen sijaitsevan ruudussa 1 tn:lla 50%, ruudussa 2 tn:ll4 30%, ruudussa 3 tn:114 10%
ja ruudussa 4 tn:lla 10%. Olosuhteista johtuen arvellaan, ettd yksittdiseen ruutuun kohdis-
tettu etsintayritys epaonnistuu loytaméaan ruudussa sijaitsevan koneen tn:lla 70%, aiemmista
etsintayrityksista riippumatta.

a) Tulkitaan lentokoneen sijainti satunnaismuuttujaksi (tuntemattomaksi parametriksi) © €
{1, 2, 3, 4} Esita SlJ ainnin pI'iOI'ij akauma.

(b) Etsintdryhmé tutkii ensiksi ruudun 1. Merkitaan X = 1 jos kone 16ytyy ja X = 0 muuten.
Maarita ©:n uskottavuusfunktio havainnolle X = 0.

(c) Konetta ei 16ydetd ensimmaéiselld hakuyritykselld. Maéritd koneen sijainnin posteriorija-
kauma tdmaéan havainnon suhteen. Kannattaako ruudusta 1 etsia uudelleen?

(d) Etsintdryhmé paattaa tutkia ruudun 1 uudelleen. Merkitdén tdmén toisen haun tulosta
satunnaismuuttujalla Y. Téménkin haun tulos on, ettéd konetta ei 16ytynyt. Maérita lento-
koneen sijainnin posteriorijakauma tdmén datan valossa. Mista etsintdryhmén kannattaa
seuraavaksi etsia?

5B2 (Metron vuorovili.) Metro kulkee sddnnollisesti # minuutin vélein. Tuomas saapuu met-
rolaiturille joka paivd satunnaiseen aikaan, joten i:ntenéd paivand metron odotusajalla X; on
tasajakauma valilla [0, 6], tiheydella

(r:16) = { A,

0, muuten.

Koska Tuomas ei tunne #:n arvoa, hian késittelee sitd satunnaismuuttujana ©. Yleistietonsa
nojalla han olettaa, ettd vuorovéli on ainakin 1 minuutti. Han valitsee prioritiheydeksi

020712, > 1,
fo(0) = {

0, muuten.
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Viitend paivand Tuomas havaitsee odotusajat 7 = (7,3,2,9,6).

e Piirréd Tuomaksen prioritiheys vélilld [0, 20] késin tai tietokoneella. Tarkista ettd kyseessa
on todella tiheysfunktio, laskemalla sen integraali koko mahdollisella vélilld [1, co). Vihje:
Vaikka eksponentti ei ole kokonaisluku, voit integroida funktion kuten polynomifunktion.
Piirtdmiseen riittda luultavasti funktion arvon laskeminen muutamassa pisteessd, jonka
jalkeen néet funktion muodon suunnilleen.

e Laske posteriorijakauman tiheysfunktio (johda sen lauseke) ja piirrd se valilla [0, 20].
(Muista: priori kertaa uskottavuus, ja lopuksi normalisointi. Viiden havainnon uskotta-
vuus on yksittdisten havaintojen uskottavuuksien tulo.)

e Tuomas péaittad kiyttada ©:n posteriorijakauman odotusarvoa (huom. ei moodia) vuorové-
lin © piste-estimaattina. Laske kyseinen odotusarvo. (Tunnet posteriorijakauman edellisen
kohdan perusteella, laske odotusarvo normaaliin tapaan.)

e Kiyttden posteriorijakaumaa, laske todennékoisyys (havaintojen perusteella) ettd © < 15.
Ilmaise sanallisesti, mitd tamé tarkoittaa.
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Kotitehtavat

5B3 (Lehtien pituudet) Botanisti arvelee, etté tietyn kasvilajin lehtien pituus (cm) noudattaa
normaalijakaumaa odotusarvona © (tuntematon) ja keskihajontana o = 2. Hén olettaa liséksi,
ettd tuntematon odotusarvo © noudattaa normaalijakaumaa odotusarvona iy = 10 ja keskiha-
jontana oy = 1. Botanisti mittasi viiden kyseisen lajin kasvin lehtien pituudet ja sai tulokseksi
7 = (10,14,11,17,8) (lehtien pituudet voidaan olettaa toisistaan riippumattomiksi). M&arita
tehtyjen havaintojen valossa:

(a) Satunnaismuuttujan © posteriorijakauman odotusarvo.

(b) Vili, joka siséltéé tuntemattoman odotusarvon todellisen arvon 90% todennédkdisyydellé.

Vihje. Ylldolevin oletuksin tuntemattoman odotusarvon posteriorijakauma on normaalijakauma,
jonka odotusarvo ja keskihajonta 16ytyvait luentomonisteen luvusta 9 / luennosta 5A. Normaalijakau-
man kertyméfunktioon voi kiayttasd taulukoita tai esim. R:n funktioita pnorm ja qnorm.

5B4 (Vaarallinen tie) Juuri avatulla tielld kuukauden aikana sattuvien kolarien mééréan olete-
taan noudattavan Poisson-jakaumaa,

6:1)
flz|0) = 6_0—', x=0,1,2,...,
x!

tuntemattomalla odotusarvoparametrilla § > 0. Aiemman kokemuksensa perusteella bayeslai-
nen insin6ori arvelee, ettd tuntemattoman parametrin © arvo on 1 todennédkoisyydella 0.20, 2
todennakoisyydellda 0.60, ja 3 todenndkoisyydelld 0.20. Koska parametrilla © on téssd vain kolme
mahdollista arvoa, se on diskreetti satunnaismuuttuja.

(a) Ensimmaéiseni kuukautena tiella sattuu kaksi kolaria. M&aaritd odotusarvon © € {1,2,3}
posteriorijakauma tdmén havainnon valossa. Havaintona on siis yksi luku, nimittain 2, joka
on peréisin Poisson-jakaumasta. Aloita selvittdmalla uskottavuusfunktio.

(b) Toisena kuukautena tielld ei satu yhtdén kolaria. Maarita odotusarvon © € {1,2,3} pos-
teriorijakauma molempien kuukausien havaintojen valossa (oletetaan, etta eri kuukausien
kolarien lukumé&érét ovat toisistaan riippumattomia). Havaintona on siis kaksi lukua, 2 ja
0, kumpikin periisin samasta Poisson-jakaumasta.
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