MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 6A

6A Bayes-paattely II

Tehtéviin kannattaa valmistautua tutustumalla luentoihin 5A ja 5B.

Tuntitehtavat

6A1 (Ennustejakauma) Erés kolikko tuottaa kruunia (merkitaén 1:114) tuntemattomalla tn:114 O,

ja klaavoja (0) tn:lla 1 — ©, joka heitolla riippumattomasti. ©:n priori on tasajakauma valilla
[0,1].

(a) Jos parametrilla on tietty arvo © = 6, miké on silloin todenndkdisyys, ettd 10:11a perdk-
kéiselld heitolla kaikki tulokset ovat kruunia?

(b) Priorijakauman perusteella (ts. ennen yhtéén havaintoa), miké on todenndkdisyys etta
ensimmaéiset 10 heittotulosta ovat kruunia? Ohje: Jos tulosjonoa merkitdan vektorilla %,
niin osituskaavan perusteella

1@ = [ Feo(@16) fal6) do

Toinen integraalin sisalla olevista suureista on jo laskettu a-kohdassa ja toinen on priori.
Integraali pitda viela laskea.

(c) Kolikkoa on heitetty 20 kertaa ja kaikki tulokset olivat kruunia. Miké on nyt parametrin
© posteriorijakauma? (Voit joko laskea posterioritiheyden, tai paételld jakauman nimen
ja parametrit luentojen perusteella.)

(d) C-kohdan havaintojen perusteella, mikéd on todenndkéisyys sille, ettd seuraavat 10 heit-
totulosta ovat kaikki kruunia? Ohje: Kéytéa jélleen osituskaavaa, mutta télla kertaa kiyta
©:n posteriorijakaumaa priorin sijasta (ks. luento 5B).

(e) Vertaa b- ja d-kohtien numeerisia tuloksia seuraavaan asetelmaan: reiluksi tiedettyd kolik-
koa (0 = 0.5) heitetddn 10 kertaa ja kysytdan todennakoisyytta saada 10 kruunaa. Koeta
selittdd naiden kolmen luvun suuruusjarjestys arkijarjella.
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6A2 (Eksponenttijakauman Bayes-péaattely) Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla A on tiheys

c A e kun A >0,
|

0 muuten,

sanomme ettd A:lla on gammajakauma parametrein a > 0 ja § > 0. Tatd merkitdan
A ~ Gam(a, B). (Jos a = 1, saadaan ennestéddn tuttu eksponenttijakauma.) Tiheydessi c
on normalisointivakio, joka saa aikaan ettd fooo f(A) = 1. Normalisointivakion arvo voidaan
(jos a on kokonaisluku) laskea kaavalla ¢ = 5%/(a — 1)!, missi ! tarkoittaa kertomaa. Lisdksi
tiedetédén, ettd jos A ~ Gam(c, §), niin E(A) = o/f.

(a) Erditd alkeishiukkasia hajoaa satunnaisin vélein riippumattomasti tuntemattomalla taa-
juusparametrilla A (hajoamista sekunnissa). Parametrille oletetaan priorijakauma A ~
Gam(2, 10). Kirjoita priorin tiheysfunktio. Laske A odotusarvo. (Y14 annetuilla kaa-
voilla selviét ilman integroimista.)

(b) Olkoon X; (i = 1,2,...) viliaika imnen ja (i + 1):nnen hajoamisen vélilla. Jos taajuus-
parametrilla on arvo A = A, niin X;:ll& on eksponenttijakauma taajuusparametrilla A,
tiheydella

in|A(xi | )‘) = )‘G_Awi7

kun x; > 0. Laske A-parametrin normalisoimaton posterioritiheys
Sa(A) Fria(Z[A),

kun on havaittu kolme hajoamisten véliaikaa (sekunteina) ¥ = (21, x2, x3) = (3.0,12.2,16.1).
Ohje: Koska kolme viliaikaa ovat riippumattomat, f(Z|\) = f(z1|A) f(za|A) f(xs]| ).
Sievenna lauseke mahdollisimman yksinkertaiseksi.

(c) Tarkastele edellé laskettua normalisoimatonta posterioria. Etsi posteriorimoodi eli poste-
rioritiheyden maksimikohta. (Vihje: Logaritmista ja derivoimisesta voi olla apua. Norma-
lisointivakion arvoa ei tarvitse ratkaista.)

(d) Ratkaisemasi posterioritiheyden pitéisi itse asiassa olla erdén gammajakauman tiheys-
funktio (&la valité tdssé normalisointivakiosta). Mikd gammajakauma on kyseessa? Vihje:
Katso A:n ja e:n eksponentteja.

(e) Nyt kun tunnet A:n posteriorijakauman nimen ja parametrit, laske sen odotusarvo (taas-
kin helposti edelld annetulla kaavalla).

(f) (Vapaaehtoinen lisétehtévi, edellyttéad tietokonetta.) Gam(a, 3)-jakauman ¢-kvantiilin voi
laskea R-komennolla qgamma(q, alpha, beta). Etsi A-parametrille posteriorijakauman
mukainen 95% uskottavuusvali.
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6A3 (DNA-malli) Thmisen DNA:ta voidaan pit#i merkkijonona, jossa on 3-10? kirjainta, kukin
aakkostosta A, C, G, T. Merkkijonon pituudesta vain noin 1.5% on eksoneja (proteiinia koodaa-
via alueita eli suoria rakennusohjeita proteiinien rakentamiseen aminohappoja ketjuttamalla).
Eksonien ulkopuolisilla DNA:n osilla on muita tehtavia.

Erdén tutkimuksen mukaan eksoneissa kirjaimia esiintyy osuuksin (0.16,0.30,0.32,0.22), ja
muualla DNA:ssa osuuksin (0.25,0.25,0.25,0.25). Kdytdmme yksinkertaista stokastista mallia,
jonka mukaan kukin kirjain on satunnainen em. todennédkéisyyksin, riippuen vain siitd kum-
manlaisessa alueessa merkkijonoa ollaan.

Tutkimme merkkijonossa erdstéd satunnaisesti valittua paikkaa ¢. Sitd, kuuluuko kyseinen
paikka eksoniin vai ei, merkitsemme tuntemattomalla parametrilla © (© = 1 jos eksonissa,
© = 0 jos ei). Tutkimme paikan ¢ ympériltd 100 perdkkaistd kirjainta, ja havaitsemme siind
eraén jonon AACTG. .. TGA, jossa kirjaimia ACGT on lukuméérat 14, 30, 36 ja 20. Oletamme
yksinkertaisuuden vuoksi, etta koko tutkimamme 100-merkkinen jono on joko kokonaan eksonia
tai kokonaan eksonien ulkopuolella.

(a) Miké on parametrin © priorijakauma, kun kdytetaéan vain tietoa, ettd paikka DNA-jonossa
valittiin satunnaisesti, mutta ei katsota jonon sisaltoa?

(b) Jos © = 0, miké on todennékdisyys havaita juuri se 100 kirjaimen jono, jonka havaitsim-
me? Vihje. Ajattele luennon 5B jéirjestettyja jonoja, niin et tarvitse multinomikertoimia. Laske
jonon todennikdisyys ainakin kolmella merkitsevilld numerolla. Ald himmenny siité, ettd jonon
tn on aika pieni.

(c¢) Jos © = 1, mikéd on todennékoisyys havaita juuri se 100 kirjaimen jono, jonka havaitsim-
me?

(d) Laske ©:n posteriorijakauma ja selitd sanallisesti, mité se tarkoittaa. (Huomaa, ettéd © on
diskreetti parametri, sen mahdolliset arvot ovat 0 ja 1.)

Taméa on erittdin yksinkertaistettu malli DNA:n rakenteesta, ja luvut ovat osittain keksittyjé.
Taméntapaisilla malleilla on kuitenkin todella etsitty DNA:sta eksonikohtia.
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6A4 (Kolikon ravistelu) Professori Abel on rakentanut kolikonheittokoneen. Aluksi kolikko
asetetaan juomalasin pohjalle klaavapuoli ylospéin (0). Kone ravistaa lasia vahén aikaa, minka
jalkeen tutkitaan onko kolikossa klaava (0) vai kruuna (1) ylospéin. Ravistelua toistetaan ja
nédin saadaan jono satunnaislukuja Xi, Xs, X3,..., missd X; € {0,1} on kolikon asento i:n
ravistelun jalkeen. Alkutila Xy = 0 on tunnettu.

Ravistelu tehtiin 50 kertaa ja néin saatiin jono

T = (x1,29,...,25) = (01111110000000011111110011111001111100000000000000)

(Merkinté tarkoittaa 50:n numeron jonoa, vaikka siiné ei ole pilkkuja vélissé.)

Fysikaalisen ymmarryksemme mukaan arvioimme, ettd jokaisessa ravistelussa kolikko kddn-
tyy eradlla tn:lla 0 ja ei kadnny tn:lla 1—0, riippumatta asennosta ennen ravistelua ja aiemmista
tapahtumista. Merkitsemme K; = 1 jos kolikko kdantyy i:nnessa ravistelussa ja K; = 0 jos ei
kaanny.

(a) Katso havaittua jonoa Z. Vaikuttaako se mielestési reilun kolikon heittotulosten jonolta
(jossa kukin heittotulos on aiemmista riippumaton)?

(b) Huomaamme, ettd kokeen aikana kolikko kééntyi 8 kertaa. Pidetddn kddntymistodenné-
koisyyttd tuntemattomana parametrina ©, jolla on tasapriori valilla [0, 1]. Maaritd ©:n
posteriorijakauma ja jokin haluamasi piste-estimaatti sille (esimerkiksi moodi tai odo-
tusarvo).

Vihje. Ajattele kidntymistd kuvaavien indikaattorien K; jonoa. Mika jakauma niilld on? Millainen
havainto saatiin? Muista, ettd binaarimallin parametrin posteriori on erés beetajakauma. Voit
liséksi kiyttad tietoa, ettd jakauman Beta(a, b) odotusarvo on a/(a + b) (vrt. luento 5B).

(c) Méérita O:1le 95% uskottavuusvili, ts. sellainen vili, ettd © on kyseiselld vélilla 95% to-
denn#koisyydelld (havainnoista lasketun posteriorijakauman perusteella). Vihje: Kannat-
taa kiyttaa tietokonetta. Esim. R-komento gbeta(q, a, b) antaa Beta(a,b)-jakauman
g-kvantiilin.

(d) Professori Abel huomaa, ettd kone tuotti 23 kertaa kruunan ja 27 kertaa klaavan. T&-
mén perusteella hén pitdd konettaan menestyksend ja vaittdd kokeen osoittavan, etté
kone tuottaa kruunia ja klaavoja yhté todennékoisesti, tdysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta. Pohdi mitd mielté olet Abelin jéarkeilysté.

(e) Oletetaan, ettd hyvin pitkdn koesarjan jélkeen olemme péétyneet siihen, ettd 6 = 0.17
hyvin suurella tarkkuudella. Laske todennékoisyys sille, ettd kun kolikkoa ravistetaan
kymmenen kertaa, niin se padtyy samaan asentoon kuin ennen ravisteluja. Ilmoita tu-
los neljalld desimaalilla. Vihje: Mieti kdantymisten lukumédrida ravistelusarjassa. Mita
tapahtuu, jos lukumééra on parillinen?
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