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1A Todennakoisyyden laskusaannot

Tésséa harjoituksessa on muista poiketen 4 tuntitehtdvad. Kotitehtédvia seuraavaa kertaa varten on 2
kpl, kuten yleensdkin. Tehtavissa vihreélla merkityt osat ovat lisavihjeité.

Ratkaisuissa vihredlld merkityt osat lisdinformaatiota. Ne eivit ole osa vaadittua ratkaisua, mutta
niiden sisélté kuuluu kurssin oppisisdltoon eli ne kannattaa lukea.

Kun sanomme, etté alkio valitaan tai poimitaan n-alkioisesta joukosta umpimdhkddn, tarkoitamme,
ettd jokaisella joukon alkiolla on sama todennékoisyys 1/n tulla valituksi.

Tuntitehtavat

1A1 (Kaksi nopanheittoa) Kun tavallista noppaa heitetddn kaksi kertaa, voidaan satunnaisil-
mioon liittyva perusjoukko méaritelld kaavalla

S=A{(z,y):x=1,2,3,4,5,6 ja y=1,2,3,4,56}
= {<1a 1)? (172)’ (1a3)a cee (6a6)}’

missé x = ensimmaéisen heiton tulos ja y = toisen heiton tulos. Véarita perusjoukkoa kuvaavaan
6 x 6 -ruudukkoon seuraavat tapahtumat ja maarita niiden todennékoisyydet:

(a) A={(z,y) € S:x=1}, (d) AuUC = joukkojen A ja C yhdiste,
(b) B={(z,y) € S:y >4}, (e) BNC = joukkojen B ja C' leikkaus,
(c) C={(z,y) e S:x+y="T}, (f) C'\ A = joukkojen C ja A erotus.

Téssa tilanteessa kaikki 36 toteumaa ovat yhtd todenndkdiset, joten tapahtuman todennékoéisyys
voidaan maarittaa helposti, kun tiedetddn montako toteumaa (taulukon ruutua) siihen sisaltyy.

Ratkaisu.

(a) Tapahtuman A kuva on pystypalkki, joka siséltdd sarakkeen z = 1. Sarakkeessa on 6
ruutua, joten P(A) =6 x 5= = 1/6.

(b) Tapahtuman B kuva on vaakapalkki, jota vastaa rivit y = 4, y = 5 jay = 6. Vaakapalkissa
on 18 ruutua, joten P(B) =18 x 5= = 1/2.

(¢) Tapahtuman C kuva késittédéd ruudut (1,6),(2,5),...,(6,1). N&itd on 6 kpl, joten P(C) =
6% 5z = 1/6.
Huomautus. Téassé kannattaa miettid, miten halutut ruudut voi 16ytaé helposti, systemaattisesti
ja luotettavasti. Tietysti voisi kdyda lapi kaikki 36 ruutua ja jokaisessa kokeilla erikseen, toteu-
tuuko ehto eli onko x + y = 7. Helpompi tapa: Jos kokeillaan x:lle jotakin arvoa, niin voidaan
paatella, mikd arvo y:1ld4 on talloin pakko olla jotta ehto toteutuisi. Nimittéin, jotta toteutuu
x4y =717, on tietysti oltava y =7 — x.

(d) Tapahtuman AUC kuva saadaan varittaméalla tapahtuman A pystypalkki ja tapahtuman
C' vaakapalkki samalla véarilla. Tamé tapahtuma késittdda 11 ruutua, joten P(AU C) =
11 x 4= = 11/36.
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(e) Tapahtuman B N C kuva saadaan vérittdmélld samaan kuvaan haalealla joukot B ja C|
ja sitten vérittamalld tummalla ne ruudut, jotka kuuluvat molempiin joukkoihin. Tama
leikkausjoukko késittda ruudut (3,4), (2,5) ja (1,6), joten P(BNC) = 3 x % =1/12.

(f) Tapahtuman C'\ A kuva saadaan vérittdmalld ensin joukko C' ja sitten kumittamalla siitd
pois joukon A alkiot. TAméa kuva sisdltaa ruudut (2,5),(3,4), (4,3),(5,2),(6,1), joten

P(C\A) =5x 55 = 5.

1A2 (Maanéytteet) Kaatopaikan ldheisestd maaperista satunnaisesti keréityista naytteista 16y-
detddn todennakdisyydelld 0.30 haitallinen méaéra lyijya, ja todennédkoisyydelld 0.40 haitallinen
madra arseeniyhdisteitd. Todenndkoisyydelld 0.10 loydetdan molempia.

Huom: “Loydetaén lyijyd” on eri asia kuin “ldydetddn vain lyijyd”. Jos loydetddn lyijya,
saatetaan 16ytaa myos arseeniyhdisteita, tai sitten ei.

Laske seuraavien tapahtumien todennékoisyydet.

(a) Loydetddn lyijyd mutta ei arseeniyhdisteita.

(b) Loydetaan arseeniyhdisteitda mutta ei lyijya.

(c) Loydetaan ainakin jompaakumpaa ainetta.
)

(d) Eiloydetd kumpaakaan.

Ratkaisu. Merkitdan
L = “loydetaan lyijya”,

A = “loydetdéan arseeniyhdisteita’.

Huomataan, ettd on neljid mahdollisuutta sen suhteen, mitd aineita 16ytyy. Voidaan loytaa
molempia (L N A), vain lyijyad (L N A€), vain arseeniyhdisteitd (LN A), tai el kumpaakaan
(L°NA°). Nam4 voi piirtdé esim. 2 x 2 taulukoksi, niin ettd tapahtumat L ja L¢ ovat vaakariveja,
ja A ja A° pystysarakkeita. Tehtdvanannosta tiedimme, ettd P(L) = 0.30, P(A) = 0.40 ja
P(LN A) = 0.10.

(a) Tapahtuma L on kahden toisensa poissulkevan tapahtuman yhdiste, nimittdin L = (L N
A)U(LNA®). Toisin sanoen, tapahtuma L voi tapahtua joko niin, etti 16ydetaén molempia
aineita, tai niin, ettd loydetdan vain lyijyéd. Poissulkevien tapahtumien summasaidnnon
mukaan

P(L)=P(LNA)+P(LN A

eli
0.30 = 0.10+ P(L N A°),

josta voidaan ratkaista
P(LNA°) =P(L)—P(LNA)=0.30—0.10 = 0.20.

Huom. Tapahtuman L N A€ eli “vain lyijyd” voi kirjoittaa myos joukkoerotuksena L \ A.
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(b) Kuten edellisessi kohdassa,
P(A)=P(ANL)+P(ANLS),
josta voidaan ratkaista
P(ANLY) =P(A)—P(ANL)=0.40 — 0.10 = 0.30.
Huom. Tapahtuma AN L on sama tapahtuma kuin L N A, eli “Igydetiin molempia”. Joukkojen

leikkaus on symmetrinen operaatio.

(c) Kyseessd on tapahtumien yhdiste L U A. Sen todenn#koisyys voidaan laskea monella
tavalla. Yksi tapa on yleinen summasaanto
P(LUA)=P(L)+P(A)—P(LNA)=0.30+ 0.40 — 0.10 = 0.60.

AL IN14

Toinen vaihtoehto olisi laskea yhteen kolmen poissulkevan tapahtuman “vain lyijya”, “vain
arseeniyhdisteitd” ja “molempia” todennéakoéisyydet 0.20 + 0.30 + 0.10 = 0.60.

(d) Kyseessé on edellisen kohdan tapahtuman vastakohta (komplementti), joten todennékoi-
syys on 1 — 0.60 = 0.40.

1A3 (Sininen taksi) Kaupungissa liikennoi sata taksia, joista yksi on sininen ja loput vihreita.
Erdand yona yksi takseista ajaa polkupyoriilijan péélle ja pakenee paikalta. Silminnékijan
lausunnon mukaan yliajanut taksi oli sininen, minka johdosta poliisi vangitsee sinisen taksin
kuljettajan epailtyna torkedsté liikenneturvallisuuden vaarantamisesta. Aiempien tutkimusten
perusteella tiedetaén, ettd vastaavissa olosuhteissa silminnékijat nakevét sinisen auton sinisené
90% todennikoisyydellad ja vihredn auton sinisend 8% todennakoisyydella.

Mikéa on todennékoisyys, ettd yliajoon syyllistynyt taksi oli sininen? Tulisiko sinisen taksin
kuljettaja tuomita tdmén ndyton perusteella?

Ratkaisu. Merkitdan

o Ty = “yliajanut taksi oli vihred”,
e 717 = “yliajanut taksi oli sininen”,
e Hy = “silminnékija kertoi ndhneensa vihredn taksin”,

e [, = “silminnékija kertoi ndhneensa sinisen taksin”.

Tapahtumien Ty ja 77 prioritodennékoisyydet (ennen silminnékijén lausuntoja) ovat P(7p) =
0.99 ja P(71) = 0.01. Lisédksi tiedetddn, ettd P(H, |Ty) = 0.08 ja P(Hy |T1) = 0.90. Osituskaa-
van perusteella
P(H,) = P(H,|Ty) P(To) + P(H, | Ty) P(T1)
= 0.08 x 0.99 +0.90 x 0.01
= 0.0882.
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Niin ollen Bayesin kaavan mukaan tapahtuman 7 posterioritodennékoisyys (silminnékijan
lausunnon jélkeen) on

P(H,|Ty)P(Ty)  0.90 x 0.01

P(Ty|Hy) = _
(T [ H) P(H,) 0.0882

~ 0.102.

Ylldolevien tietojen valossa on todenndkoisempéd, etté yliajanut taksi oli vihred (=~ 89.8%) kuin
sininen (~ 10.2%). Tamén todistusaineiston pohjalta ei ole perusteita tuomita sinisen taksin
kuljettajaa.

1A4 (Otanta kahdella tavalla) Pienessé kyldssd on 120 asukasta, joista 20 on maanomista-
jia. Numeroimme asukkaat kokonaisluvuin 1,2, ..., 120 siten, ettd maanomistajilla on numerot
1,2,...,20.

(a) Valitaan satunnainen kyldn asukas umpiméahkién. Mikd on todenndkoisyys, ettéd valittu
asukas on maanomistaja? Merkitdan tatd lukua jatkossa p:lla.

(b) Otanta takaisinpanolla. Toistamme prosessin “valitse kylan asukas umpiméhkaéan” kol-
me kertaa. Joka kerta valitaan kaikista asukkaista, joten sama asukas saatetaan valita
uudestaankin. Olkoon valittujen asukkaiden jono valintajarjestyksessa (i, j, k). Montako
erilaista jonoa on olemassa? Merkitadn tata lukua jatkossa N:llA.

(c) Edellisen kohdan tapauksessa, montako erilaista jonoa on, joissa kaikki kolme asukasta
ovat maanomistajia? Merkitadn tata lukua A:lla.

(d) Laske A/N viidelld desimaalilla. T&mé on tn sille, ettd tulimme valinneeksi kolme maa-
nomistajaa. Vertaa titd lukua lukuun p? ja selitd havaintosi. Vihje: Vertaa tilannetta no-
panheittoon.

(e) Otanta ilman takaisinpanoa. Valitaan kolme asukasta seuraavasti: Ensimmaéinen va-
litaan umpiméhkédan kaikista asukkaista. Toinen valitaan jéljelld olevista umpiméahkaén,
ja kolmas taas jaljelld olevista umpiméahkdén. Montako erilaista jonoa voidaan valita?
Merkitaan tata lukua M:lla.

(f) Edellisen kohdan tapauksessa, montako erilaista jonoa on, joissa kaikki kolme asukasta
ovat maanomistajia? Merkitdan tata lukua B:lla.

(g) Laske B/M viidella desimaalilla. TAmé on tn sille, ettd tulimme valinneeksi kolme maa-
nomistajaa. Vertaa aiempiin tuloksiin ja selita.

Vihje: Jarjestetyt jonot (luento 1A, Leskeld §1.8).

Ratkaisu.

(a) Kullakin asukkaalla on tn 1/120 tulla valituksi, joten additiivisuuden nojalla tn valita
joku maanomistajista on 20 - (1/120) = 20/120 = 1/6.
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(b)

Valinnalle ¢ on 120 vaihtoehtoa. Valinnalle j on taas 120 ja valinnalle £ 120, joten N =
120% = 1728000.

Valinnalle ¢ on 20 vaihtoehtoa (kyldn maanomistajat). Valinnalle j taas 20 ja valinnalle
k 20, joten A = 203 = 8000.

A/N = 8000/1728000 =~ 0.00463. Témé on sama kuin p*, koska jokainen valinta vastaa
matemaattisesti nopanheittoa, jossa tn osua maanomistajaan on 1/6.

Valinnalle 2 on 120 vaihtoehtoa, sen jdalkeen valinnalle j 119 vaihtoehtoa, ja sitten va-
linnalle & 118 vaihtoehtoa. Vaikka j:n valintamahdollisuudet (ketkd 119 asukasta ovat
jaljelld) riippuvat siité kenet valittiin ensimméisend, niita on jokaisessa tapauksessa yhtd
monta eli 119. Siten M = 120 - 119 - 118 = 1685040.

Valinnalle i on 20 vaihtoehtoa. Sen jélkeen j:lle on 19 vaihtoehtoa (jiljelld olevat maano-
mistajat), ja sitten k:lle 18 vaihtoehtoa. Siten B = 20 - 19 - 18 = 6840.

B/M = 6840/1685040 ~ 0.00406 = 0.406%. Tami on pienempi kuin p3, koska jos on jo
poimittu 1 tai 2 maanomistajaa, niin jéaljelld olevassa kyléldisten joukossa on suhteelli-
sesti vihemmdn maaomistajia kuin alun perin (vihemmén kuin 1/6). Itse asiassa B/M
voitaisiin laskea my0s todennékoisyyden tulosadannolla

120 119 118

Otanta takaisinpanolla ja ilman takaisinpanoa on tilastotieteellistd terminologiaa, kun poimitaan
satunnainen otos jostakin populaatiosta. Populaatiota voidaan ajatella laatikkona, jossa on palloja.

Kun laatikosta on poimittu yksi pallo, se joko pannaan takaisin laatikkoon niin ettad seuraava poiminta

tapahtuu jélleen samasta populaatiosta; tai palloa ei panna takaisin eli seuraava poiminta tapahtuu
jaljella olevasta pienemmastd populaatiosta.

Kotitehtavat

1A5

(Peliautomaatit) Kasinolla on kahdenlaisia peliautomaatteja, jotka nayttaviat ulospéin

tdysin samalta. Tyypin A peliautomaateissa voittotodennékoisyys on 5% ja tyypin B peliauto-
maateissa 10%. Tiedetddn, ettd 80% kasinon peliautomaateista on tyyppia A ja 20% tyyppia B.
Peluri valitsee kasinolta satunnaisen peliautomaatin ja pelaa sitd yhden pelin verran.

(a)
(b)

Mik& on todennékoisyys, ettd hin saa voiton?

Jos peluri saa voiton, mikd on todennikoisyys, ettd automaatti on tyyppid A? Enta
tyyppid B? Selitad luvut arkijarjella.
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(c) Jos peluri ei saa voittoa, mikd on todenndkoisyys, ettd automaatti on tyyppia A? Enta
tyyppid B? Selita luvut arkijérjella.

Ratkaisu.
(a) Merkitaan
A = “valittu automaatti on tyyppia A”,
B = “valittu automaatti on tyyppia B”,

V' = “peluri saa voiton”,

V¢ = “peluri ei saa voittoa”.

Tehtavan asettelun mukaan

P(V|A) = 0.05,
P(V | B) = 0.10,
P(A) = 0.80,
P(B) = 0.20

Koska tapahtumat A ja B muodostavat osituksen, saadaan kysytty todennékoisyys osi-
tuskaavasta
P(V)=P(V|A)P(A)+P(V|B)P(B)
= 0.05 x 0.80 + 0.10 x 0.20
= 0.04 4+ 0.02 = 0.06 = 6%.

(b) Bayesin kaavan ja (a)-kohdan avulla on
P(A)P(V|A)  0.80-0.05
P(V) - 0.06

Samaan tapaan laskemalla P(B | V) &~ 0.333. Tamén voi paatelld myos siité, ettd tapah-
tumista A ja B tapahtuu varmasti jompikumpi, joten P(B|V)=1—-P(A|V).

P(A|V) = ~ 0.667 = 66.7%.

Selitys arkijarjelld: Satunnaisesti valittu automaatti on B-tyyppid todennikoisyydella
20%, mutta voiton saaminen suurentaa todennékoisyytta sille, etta kyseessa on B-tyyppi,
silla B-tyypissé voitot ovat todennakoisempia.

(c) Koska P(V)) =0.06, on P(V¢) = 0.94. Liséksi P(V¢| A) = 0.95, koska tyypin A automaa-
teissa tulee voitto todennédkoisyydelld 0.05, ja siis ei voittoa todennakéisyydella 0.95.
Lasketaan kuten edellisessa kohdassa.

P(A)P(Ve|A) 0.80-0.95
P(Ve)  0.94

Vastaavasti P(B|V¢) ~ 1 —0.809 = 0.191 = 19.1%.

Selitys arkijarjelld: Kun ei saatu voittoa, niin B-tyypin (jossa voitot ovat todenndkoisem-
pid) todennékoisyys laski hiukan alkuperiisestd 20%:sta.

P(A|V®) = ~ 0.809 = 80.9%.
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1A6 (Tunnisteet) Erailla planeetalla on 5'° asukasta, joista jokainen on identifioitu 10-merkkisen
tunnisteen avulla. Tunnisteiden jokainen merkki on joko A, B, C, D tai E (jolloin erilaisia tun-

nisteita on olemassa yhteensi 5'°) ja joka asukkalla on eri tunniste (jolloin kaikki tunnisteet ovat
siis talla hetkella kiytossa). Kaksi esimerkkié tunnisteista: CEAADEEBBB, AABABCAADE.

(a) Kuinka monen asukkaan tunniste on palindromi? (eli sama luettuna etu- ja takaperin,
esim. AABCAACBAA)

(b) Kuinka monen asukkaan tunnisteessa mitkéaén kaksi perdkkaistd merkkié eivit ole samoja?

(esim. ABADABACAD on téllainen, kun taas AACBDBABCB ei ole)

Valitaan satunnainen planeetan asukas (valittu asukas on siis yhtd suurella todennékoisyydella
miké tahansa planeetan asukkaista). Milld todennékoisyydell,

(¢) hénen tunnisteensa on palindromi?

(d) hénen tunnisteensa mitkddn kaksi perdkkiistd merkkié eivit ole samoja?

Ratkaisu.

(a) Tarkastelemalla vain tunnisteiden ensimmaéista viitta merkkid huomataan, ettd 10-merkkisia
palindromeja on tésmaélleen yhtd monta kuin kirjaimista A—FE muodostettavia erilaisia
5-merkkisid jonoja.

Toisin sanoen, 10-merkkisen palindromin 5 viimeista merkkid maaraytyvat taysin sen 5 en-
simmé&isen merkin perusteella (jotta lopputulos tosiaan olisi palindromi), jolloin kaikki 10-
merkkiset palindromit saadaan rakennettua niin, ettd valitaan mika tahansa 5-merkkinen
jono ja kirjoitetaan se ja sen kdédnteinen versio perdkkiin (esim. AABAC -> AABACCA-
BAA).

(Huomaa, ettéd kaksi erilaista 5-merkkistd jonoa eivit myoskddn ikind tuota samaa 10-
merkkista palindromia, jolloin olemme siis muodostaneet bijektion naiden kahden joukon
valille.)

Koska kirjaimista A-E muodostettavia 5-merkkisi jonoja on olemassa yhteensi 5° =
3125, (ensimméinen merkki voidaan valita 5 tavalla, toinen merkki voidaan valita 5 tavalla,
kolmas merkKki...) on my6s tunnisteita jotka ovat palindromeja yhteensd 3125 erilaista.

(b) Kaikki ehdon téyttavét tunnisteet voidaan rakentaa seuraavasti:

e Valitaan tunnisteen ensimmaéinen merkki. Talle on 5 eri vaihtoehtoa.

e Valitaan tunnisteen toinen merkki. Se ei saa olla sama kuin ensimméinen, eli vaih-
toehtoja on 4.

e Valitaan tunnisteen kolmas merkki. Se ei saa olla sama kuin toinen, eli vaihtoehtoja
on 4.
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e Valitaan tunnisteen kymmenes merkki. Se ei saa olla sama kuin yhdeksas, eli vaih-
toehtoja on 4.

Edelliselld prosessilla on yhteensi 5-4-4-...-4 = 5-49 = 1 310 720 erilaista lopputulosta.
Siis ndin monta on tunnuksia, joissa ei ole kahta samaa merkkia perdakkain.

(c) Kaikkiaan tunnisteita on 5% = 9 765 625. Kysytty todennikéisyys on palindromien (ks.
a-kohta) osuus kaikista tunnisteista

3125

———— =~ 0.032%.
9 765 625 0.082%

(d) Kysytty todennikdisyys on ehdon tayttavien tunnusten (ks. b-kohta) osuus kaikista tun-

nisteista
1 310 720

——— ~ 13.4%.
9 765 625 4%
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