MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 2A

2A  Jatkuvat satunnaismuuttujat

Tuntitehtavat

2A1 (Palkkajakauman malli.) Satunnaisesti valitun palkansaajan kuukausiansiota (eur) mal-
linnetaan satunnaismuuttujalla X, jolla on tiheysfunktio

—a—1

fla) = {acax ) T > c,

0, muuten,

missa o = 1.6 ja ¢ = 1500.
(a) Laske X:n kertyméfunktio ja piirré siitd kuva.
(b) Mééaritd X:n arvojoukko, eli miten pienié ja miten suuria arvoja X voi saada?

)
)

(c) Laske todennékoisyys, ettd satunnaisesti valittu palkansaaja ansaitsee yli 15 000 eur/kk.
)

(d) Maérita sellainen ansiotaso z, ettd tasan 90% palkansaajista ansaitsee alle z euroa kuu-
kaudessa.

Ratkaisu.

(a) Kertyméafunktion arvo pisteessé x > ¢ saadaan integraalina

F(x) = /_x f)dt = /z fydt = ac® /xt_o‘_ldt = ac”| (a7 = 1-c"z7“

Pisteissd x < ¢ kertyméfunktion arvo on F'(z) = 0. Néin ollen

1 —c*x™, T > c,
0, muuten.

(b) Koska f(z) > 0 kaikilla 2 > ¢ ja koska f on jatkuva vélilld (¢, 00), todetaan ettd X saa
mielivaltaisia arvoja valilla (1500, co).

(c) Kysytty todennikéisyys on 1 — F(15000) = ¢®z~® = 15001¢ x 1500076 ~ 2.51%.
(d) Merkitédén u = 0.90 ja ratkaistaan yhtdlo F'(z) = u eli ¢c®z~* = 1 — u, josta saadaan

c 1500

Mallin mukaan siis 90% palkansaajista ansaitsee alle 6325.45 euroa ja 10% palkansaa-

jista yli kyseisen tason. Lukua z = 6325.45 kutsutaan X:n jakauman 90% kvantiiliksi (tai
fraktiiliksi).
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Téssa tehtéavissé tarkasteltu jakauma on nimeltdan Pareto-jakauma muotoparametrina o = 1.6 ja
skaalaparametrina ¢ = 1500.

2A2 (Molemmat myo6héssi.) Téssé tehtavissd tutkimme yksinkertaista kahden muuttujan jat-
kuvaa yhteisjakaumaa. Monen muuttujan integraalilaskennasta tarvitsemme vain seuraavan yk-
sinkertaisen huomion: Jos kahden muuttujan funktion arvo on jossain alueessa vakio, niin funk-
tion integraali kyseisessd alueessa on alueen pinta-ala kertaa kyseinen vakio.

Ulla saapuu U minuuttia ja Venla V' minuuttia myohéssé sopimastaan lounastapaamisesta,
jonka piti alkaa klo 12:00. Kumpikin my6héstymisaika noudattaa jatkuvan vélin [0, 60] tasaja-
kaumaa ja ne ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Selvitd U:n jakauman tiheysfunktio fi;, V:n jakauman tiheysfunktio fy sekd U:n ja V:n
yhteisjakauman tiheysfunktio fyy.
Opastus: Lue luentomonisteen luvut 2.3-2.6. U ja V ovat jatkuvasti tasajakautuneita. Yhteis-
jakauman tiheyteen kiyta lausetta 2.10. Ilmoita seké funktion lauseke, ettd se millda muuttujien
arvoilla se piatee. Muualla se on varmaan nolla?

(b) Laske todennékoisyys, ettéd Ulla saapuu ennen klo 12:20.
Opastus: Kayta pelkistadn U:n jakaumaa.

(c) Laske geometrian avulla todennékoisyys, ettd Ulla saapuu ennen klo 12:15 ja Venla saapuu
klo 12.30 ja 12:45 valilla.
Opastus: Varita [0, 60] x [0, 60] -nelion ylldmainittua tapahtumaa vastaava suorakulmio ja selvité
sen pinta-ala. Kayta sitten tehtdvinannossa annettua vihjettd kahden muuttujan integraalista.

(d) Laske (c)-kohdan todennédkéisyys ilman geometriaa, hyddyntdmélla U:n ja V:n riippu-
mattomuutta.
Opastus: Osaat laskea U:ta koskevien tapahtumien todennékoisyyksia, ja V:td koskevien tapah-
tumien todenndkoisyyksia. Kayta kaavaa (2.17).

(e) Laske todennékoisyys, ettd Ulla saapuu yli 30 minuuttia Venlan jilkeen. Kéytd samaa
piirtamistekniikkaa kuin (c¢)-kohdassa.
Opastus: Alueen péaédttely vaatii hiukan miettimisté. Kokeile kiinnittad V:lle jokin arvo ja tutki,
millainen U on silloin oltava. Kun alue on selvilla ja piirretty, selvitd sen pinta-ala. Muistele,
miten kolmion pinta-ala lasketaan.

Ratkaisu.
(a) U ja V noudattavat molemmat vélin [0, 60] tasajakaumaa, jolla on tiheysfunktio
1

fu(r) = fv(x) = {%7 0 <z <60,

0, muuten.
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Koska U ja V' ovat riippumattomat, voidaan yhteisjakauman tiheysfunktio kirjoittaa tu-
lomuodossa fyv(z,y) = fu(z)fy(y). Ndin ollen yhteisjakaumalla on tiheysfunktio

A 0<2 <60, 0<y <60,
vt - {3

0, muuten.

Téama yhteisjakauma on nelion [0, 60] x [0, 60] tasajakauma. Kannattaa huomata, etti tiheys
on nelion sisélld kaikkialla sama vakio, eli tasainen (josta jakauma saa nimensé).

Kysytty todennakoixsyys on
20 1
dr = 20x — = —.

| Jul@)dz 60 3
Edella laskettiin, etté yhteisjakauman tiheys on kaikkialla neliossd [0, 60] x [0, 60] sama
vakio 1/3600. Nyt tarkasteltavaa tapahtumaa vastaa nelic A = [0, 15] x [30, 45], silld jos
lukupari (U, V') on téssé neliossd, niin Ulla on saapunut viimeistddn 15 min myohéssé ja
Venla 30-45 min myohéssi. Nelion A pinta-ala on 225. Todennékoisyys, etta (U, V') osuu
tahdn nelioon, on tiheysfunktion 1/3600 integraali nelion yli, eli (vihjeen mukaisesti)

225 x (1/3600) = 225/3600 = 1/16 = 6.25%.

Todenn#koisyys on itse asiassa nelion A pinta-alan osuus koko nelion [0, 60] x [0, 60] pinta-alasta.
Mieti miksi. (Vihje: Tiheysfunktio on vakio.)

Riipumattomuuden perusteella

P(U <15, 30 <V <45) = P(U < 15) P(30 <V < 45) =

Téama tulos on sama kuin (c¢)-kohdassa, niin kuin pitadkin.
Tarkasteltava tapahtuma voidaan kirjoittaa muodossa {(U,V) € A}, missa
A={(z,y):x >y+30}.

Aluetta voi paitellda esim. seuraavasti. Korkeudella y = 0 alueeseen kuuluvat pisteet,
joissa x > 30. Korkeudella y = 10 ne pisteet, joissa x > 40, ja niin edelleen. Itse asiassa
aluetta A rajoittaa suora x = y + 30 (ja liséksi (U, V):n arvojoukkoa kuvaavan nelion
rajat) ja alue on suorasta oikealle. Kuvasta ndhdéén, ettd alue on muodoltaan kolmio.

60
45
30

15
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Kolmion A pinta-ala on % x 30% = 450. Niin ollen kysytty todennikoisyys on

450

Kotitehtavat

2A3 (Satelliitin toiminta) Maata kiertévissa satelliitissa on anturi, jonka toiminta-aika X (yk-
sikkoné vuosi) noudattaa eksponenttijakaumaa taajuusparametrilla A = 0.5 (yksikkoné 1/vuo-
si).

a) Etsi eksponenttijakauman tiheys- ja kertyméfunktio luentomonisteesta tai luentokalvoilta
Etsi ck ttijak tiheys- ja kertymifunktio luentomonisteesta tai luentokalvoilt
(1B). Tarkista kertyméfunktiota derivoimalla, etté siten saadaan tiheysfunktio.

(b) Kéyttéden kertyméfunktiota, laske todenndkdisyydet tapahtumille A = {X < 1}, B =
{X >4}, ja C = {4 < X < 5}. Tlmoita tulokset ainakin kuudella desimaalilla. Selitd
sanoin, mitd nama kolme tapahtumaa tarkoittavat.

(c) Kéyttéden b-kohdan tuloksia ja ehdollisen todennékéisyyden médritelméé, laske todenné-
koisyys P(C'| B). Selitd sanoin mité téssé laskettiin. Vertaa tapahtuman A todenndkoi-
syyteen.

(d) Tarkastellaan hyvin lyhytta aikavilid h = 0.01 (vuotta). Jos anturi on kestényt johonkin
ajanhetkeen asti, miké on todennékdoisyys, etté se hajoaa seuraavan h vuoden aikana? Ver-
taa tatd todennakoisyytta lukuun Ah ja selitd, miksi A:aa kutsutaan eksponenttijakauman
taajuusparametriksi (engl. rate parameter).

Arviointiohje. 0.5 pistettd per kohta. Tehtdvan kokonaispisteméaéra pyoristetadn ylospéin 1a-
himpéaéan kokonaislukuun.

Ratkaisu.

(a) Kertyméfunktio on pisteissa ¢ > 0
Ft)y=1—e™
ja nolla muualla (eli pisteissd ¢t < 0). Derivoimalla tétéd t:n suhteen saadaan funktio
F'(t) = Xe ™,

kun t > 0, ja nolla muualla, eli se tiheysfunktio joka pitikin saada.
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P(A)=P(X<1)=F(1)=1-¢%"1 ~ 0.393470
P(B)=P(X >4)=1—-F(4) = %" ~ 0.135335
P(C)=PA<X<5)=F05)—F4)=(1-e%% —(1-e"" = 0.053250

Selitys:

e A = anturi hajoaa ensimméisen vuoden aikana
e B = anturi toimii ainakin nelja vuotta

e C = anturi toimii jonkin ajan valilla 4-5 vuotta; toisin sanoen, kun alkuhetkesté
on kulunut nelja vuotta, anturi toimii vield, mutta hajoaa sitten seuraavan vuoden
aikana.

Huomataan, ettda C' C B, joten P(C'N B) = P(C). Ehdollisen todennékoisyyden mééri-

telméasta
P(C'NB) . 0.053250

P(B)  0.135335

Riippuen vilitulosten tarkkuudesta viimeiset desimaalisi voivat viahan poiketa. Tulos 0.393470
laskettiin taydella konetarkkuudella.

~ (.393470.

P(C'| B) =

Téassé laskettiin todennékoisyys, ettd anturi hajoaa viidennen vuoden aikana, jos se on
toiminnassa vield neljan vuoden jélkeen eli viidennen vuoden alkaessa.

Havaitaan (numeerisesti), ettd P(C|B) = P(A). Toisin sanoen, anturilla oli noin 40%
todennéakoisyys hajota ensimmdisen vuoden aikana; mutta jos se on kestanyt nelja vuot-
ta, silla on siind tapauksessa tdma sama 40% todennakoisyys hajota seuraavan vuoden
aikana.

Tétd ominaisuutta kutsutaan eksponenttijakauman muistittomuudeksi. Toisin sanoen, riippu-
matta siitd, kuinka kauan anturi on kestényt, silld aina sama todennékoisyys hajota seuraavan
vuoden (tms. ajanjakson) aikana. TAméa on eksponenttijakauman erikoisominaisuus.

Voidaan hyvin kuvitella tilanteita, joissa jonkin laitteen eliniké ei noudata eksponenttijakaumaa,

jos esimerkiksi vanhalla laitteella onkin suurempi (tai pienempi) todenndkéisyys hajota kuin

uudella.

Muistittomuusominaisuuden perusteella silld ei ole merkitysté, kauanko anturi on kesté-
nyt. Sen todennédkoisyys hajota seuraavan h vuoden aikana on sama kuin oli sen toden-
nakoisyys ensimmaéisten h = 0.01 vuoden aikana, eli

P(X <h)=1—-e*=1-¢e"% x0.004988.

Taméa on numeerisesti lahelld lukua Ah = 0.5-0.01 = 0.005.

Selitys: Kullakin lyhyelld aikavélilla (jos anturi vield toimii aikavélin alkaessa) hajoamis-
tapahtumia on odotettavissa taajuudella 0.5 hajoamista vuodessa.
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2A4 (Sumea logiikka.) Sumeassa logiikassa lauseilla on 0-1 totuusarvon sijasta reaaliarvoinen
totuusarvo valilla [0, 1]. Tutkijat mallintavat erdén lauseen totuusarvoa satunnaismuuttujalla
X, jolla on tiheysfunktio

cx(l —x), 0<z<1,
flz) =
0, muuten.
Etsi vakion ¢ arvo.

(a
(

)

b) Laske X:n kertyméfunktio ja piirrd siitd kuva.

(c) Laske todennékoisyys, etté totuusarvo on vahintadn 0.75.
)

(d) Maarita jakauman moodi eli piste, jossa tiheysfunktio f(x) saavuttaa suurimman arvonsa.

Arviointiohje. 0.5 pistettd per kohta. Jos ei ole osannut ratkaista vakion ¢ arvoa, mutta
kohdat (b)-(d) ovat kuitenkin oikein (vakion arvoa vaille), saa kustakin silti 0.5 pistettd. (b)-
kohdassa ei tarvitse erikseen merkata, milla arvoilla kertyméafunktio saa arvon 0 tai 1. Tehtavan
kokonaispisteméara pyoristetadn ylospéin lahimpéadan kokonaislukuun.

Ratkaisu.

(a) Tiheysfunktion tulee integroitua ykkoseksi yli méérittelyalueensa, eli nyt tulee siis olla,

1:/Zf(x)dx:/olcx(1—x)dx.

1 1 1
/:U(l—x)dx—/x—dex—
0 0

tulee siis olla ¢ = 6.

Koska,

(b) Koska kaikki jakauman todennékoisyysmassa on valilla [0, 1], tulee olla F(x) = 0, kun
r < 0,ja F(x) = 1, kun x > 1. Kertyméfunktion arvo pisteessd 0 < = < 1 saadaan
integraalina

z ] 1

Fla) = /_ F)de = /Oxf(t)dt _ 6/Omt(1—t)dt = o (5~ 3% = (3 20)

Néin ollen kertymafunktio ja sen kuvaaja ovat

0, x <0,
F(z) = < 2%(3 —2x), 0<z<1,
1, x> 1.
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(c) Kysytty todenniikdisyys on P(X > 0.75) = 1— P(X < 0.75) = 1— F(0.75) = 1 —(0.75)%-
(3-2-0.75) ~ 15.6%.

(d) Valin [0, 1] ulkopuolella tiheysfunktio on nolla, joten maksimikohdan tulee 16ytyd tdmén
vilin siséltda. Vililla [0, 1] tiheysfunktio on alaspidin aukeava paraabeli f(z) = —6z? +
6x, joka saa valin paatepisteissd arvon nolla, joten maksimikohta loytyy siis paraabelin
derivaatan nollakohdasta.

Valilla [0, 1],
f(z) = =122 4 6,
joka menee nollaan kun = = 1/2, joten maksimi saavutetaan téssd pisteessd. Loydetty

piste on satunnaismuuttujan X moods, eli tietyssd mielessa kaikkein todennékoisin satun-
naismuutujan arvo (kaikista pisteistd sen ympéristossé on eniten todennékoisyysmassaa).
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