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3A Keskihajonta ja korrelaatio

Tuntitehtavat

3A1 (Korrelaatio ja riippuvuus) Diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma on
esitetty allaolevana taulukkona:

Y
X -1 0 1
1 1
10§ &
1
0 1 0 0
1 1

(a) Madaritd X jakauma, odotusarvo ja keskihajonta.
(b) Maéritd Y:n jakauma, odotusarvo ja keskihajonta.
(c¢) Laske X' ja Y:n korrelaatio.

)

(d) Selvitéd, ovatko X ja Y riippuvat vai riippumattomat.

Ratkaisu.

(a) Yhteisjakauman taulukon rivisummat laskemalla saadaan X:n jakaumaksi

k -1 0 1
P(X=Fk) 5 3 3

Naéin ollen X:n odotusarvoksi saadaan

1 1 1
E(X) = > kP(X =k) = (D x3+0xg+1xg =0
k

Keskihajonta saadaan varianssin neliGjuurena, ja varianssi puolestaan on ehké kitevinta

laskea kaavalla Var(X) = E(X?) — E(X)?. Koska

1 1 1 2
E(X?) = FPP(X =k = (-1)P?x-4+0x-+12x- = =
(X7) Ek ( ) = ( )><3+ xg+lixg =3,
havaitaan, ettd X:n keskihajonta on
2 2
SD(X) = 5—02 = VE(X?2)-E(X)? = 3 ~ 082
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(b) Yhteisjakauman taulukon sarakesummat laskemalla saadaan Y:n jakaumaksi

k -1 0 1

11
3 3

Wl

Tastd ndhdadn, ettd X ja Y ovat samoin jakautuneita. Ndin ollen Y:n odotusarvo ja
keskihajonta ovat samat mitd X:lldkin, eli E(Y) =0 ja SD(Y) = \/2/3 ~ 0.82.

(c) Korrelaatio saadaan normittamalla kovarianssi, ja kovarianssi yleensé saadaan helpoiten
laskukaavasta Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y). Yhteisjakauman taulukon avulla tulee

laskea
E(XY) = E E iy P(X =14,Y =j).
i J

Ylldolevasta summasta voidaan jattaéd pois kaikki termit, joissa ¢ = 0 tai j = 0 (koska
niiden kontribuutio summaan on nolla), joten

BE(XY) = > Y ijP(X =i,Y =)
i#0 j#0
= (-1)x(-1)x0 + (—1)><1><% + 1x(=1)x0 + 1><1><é
= 0.
Néin ollen X' ja Y:n korrelaatio on

Cov(X,Y)  E(XY)-E(X)E(Y)
SD(X)SD(Y) ~ SD(X)SD(Y)

Cor(X,Y) =

(d) X ja Y ovat stokastisesti riippuvat, silld esimerkiksi
P(Y = -1|X=0) = 1,

kun taas

P(Y = 1) = 1/3

Taméan tehtavan viesti on, ettd korreloimattomuus ei takaa riippumattomuutta. Stokastinen riippu-
mattomuus on vahva ominaisuus (kertolaskukaavan pitiisi pated joka kohdassa yhteisjakaumaa; tai
toisin sanottuna, Y:n ehdollisten jakaumien pitéisi olla samat jokaisella arvolla X = x). Stokastisesta
riippumattomuudesta seuraa kylla korreloitumattomuus.

Korrelaatio puolestaan mittaa vain tietyntyyppistd, luonteeltaan lineaarista, stokastista riippu-
vuutta. Muuttujilla voi olla epélineaarinen stokastinen riippuvuus, kuten tésséd tehtévéissi, ja niiden
korrelaatio voi silti olla nolla.

3A2 (Nopanheittojen keskiarvo) Tavallista noppaa heitetddn monta kertaa perdkkdin. Heit-
tojen tuloksia merkitdan Xi, Xs,... ja ne ovat keskend#n riippumattomat. Ensimmaisten n:n
tuloksen keskiarvoa merkitdan A, = %(Xl +...+ X,).

2 /10



MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 3A

(a) Laske satunnaismuuttujan X; odotusarvo ja keskihajonta.

(b) Maérita satunnaismuuttujan Ay = %(Xl + X3) jakauma.
Vihje: Selvitd ensin As:n arvojoukko. Tutki sitten, aluksi pienilld arvoilla a, milloin eli milla
parin (X7, X2) arvoilla toteutuu As = a. Koeta yleistad paattelysi.

(c) Laske satunnaismuuttujan A, odotusarvo ja keskihajonta. Vertaa muuttujien Ay ja X
keskihajontoja laskemalla niiden suhde.

(d) Laske odotusarvo ja keskihajonta satunnaismuuttujalle

1
Ao = m()ﬁ + Xo+ -+ + Xiyoo)-

Vertaa muuttujien A ja X; keskihajontoja laskemalla niiden suhde.

Opastus. C-kohdan voit laskea joko b-kohdassa lasketusta jakaumasta, tai voit hyodyntda odotusar-
von ja varianssin yhteenlaskuominaisuuksia. D-kohdassa tarkan jakauman selvittdminen olisi hyvin
tyoldsta, joten on parempi kiayttda yhteenlaskuominaisuuksia.

Lauseesta 4.9 seuraa, ettd Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y). Riippumattomilla
satunnaismuuttujilla em. kaavasta jaa kovarianssitermi nollaksi, ja usealle riippumattomalle muut-
tujalle kaava yleistyy muotoon Var(X; +...+ X,) = Var(X;)+ ...+ Var(X,,). Summien variansseihin
tutustutaan tarkemmin luentomonisteen luvussa 5.

Huomaa, ettd yhteenlaskukaava patee nimenomaan variansseille, ei keskihajonnoille.

Ratkaisu.

(a) X noudattaa joukon {1,2,...,6} tasajakaumaa, joten sen odotusarvo saadaan kaavasta

7
= - = 3.5.
2

| =

E(X1) = ) kP(Xi=k) = il{:x

k

Keskihajonnan laskemiseksi lasketaan ensin X;:n nelién odotusarvo

6
1 91
E(X?) = > KFP(X;=k) = ZkQXE =
k k=1

Taman jalkeen keskihajonta saadaan kaavasta

SD(X,) = \/E(X%)—E(Xl)z = “9?61_ <;>2 = \/% ~ 1.7078.

(b) Tarkastelemalla mité arvoja X ja X5 voivat saada, havaitaan ettéd As:n mahdollisten arvo-
jen joukko on {1.0,1.5,2.0,2.5,...,5.5,6.0}. Kyseisten arvojen todennékoisyydet voidaan
méaarittda kohta kohdalta:

e Tapahtuma {A; = 1} sattuu tdsmilleen silloin, kun X; = 1 ja X, = 1. Néin ollen
P(Ae = 1) = (1) = &
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e Tapahtuma {A; = 1.5} sattuu, jos (X1, Xo) = (1,2) tai (X3, X) = (2,1). Néin ollen
P(A; =15)=2x(3)*= 2.

Néin etenemalld saadaan Ag:n jakauma maaritettyéd taulukkoon:

k 1.0 1.5 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0

P(Ay = k) l 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

Tapa 1. Satunnaismuuttujan A, odotusarvo ja keskihajonta voidaan mééarittaa b)-kohdan
taulukosta kaavoilla:

1 2
E(A2> - % xP(Azzx) = 1.0X%+1,5x%+... = 35
ja
1 2
B(A3) = Y a?P(Ay=12) = 1.0 x — + 15" x — 4+ ~ 1371
(43) xf (A = x) 0><36+ 5><36_|_ 3.71,
josta

SD(Ay) = \/E(43) — (B(42))? ~ VIZTI - 35 ~ 12.

Lukuarvot voi laskea taskulaskimella tai esim. R-komennoilla

x <- seq(1.0,6.0,by=0.5)
p <- c(1:6,5:1)/36

ml <- sum(x*p)

m2 <- sum(x~2%p)

mu <- ml

sigma <- sqrt(m2-m1~2)

Tapa 2. Koska Xs:1l4 on sama jakauma kuin X;:ll4, silld on my6s sama odotusarvo ja
varianssi, jotka laskettiin a-kohdassa. Odotusarvon laskusaéannéilla

F(Ay) = B (%(Xl + XQ)) - %(E(X) LE(Y)) = %(3.5 +35) =35,

Varianssin laskusdannoilla (vrt. opastus)
Var(X, 4+ X») = Var(X;) + Var(Xsy) +2- Cov(Xy, Xs) = (35/12) 4+ (35/12) +2-0 = 35/6,

missa kovarianssi oli nolla, koska X; ja X, ovat riippumattomat. Lasketaan viela keski-
hajonta ja lopuksi skaalataan kertoimella puoli.

SD(X; 4+ X5) = /35/6
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SD(A4,) = SD (% (X + X2)) ~Lopixi+x,) = \/35 _ /35/24 ~ 1.2076.

Lasketaan vield kysytty suhde.

24
SD(A) /3524 1 0.7071.

SD(X\) /3512 V2

Satunnaismuuttujan Ajgg arvojoukko on {1.00,1.01,1.02,...,5.99,6.00}. Taméa 501 rationaa-
liluvun arvojoukko voitaisiin periaatteessa listata taulukkoon ja laskea jokaisen lukuarvon to-
dennékoisyys. Ei ole kuitenkaan aivan yksinkertaista laskea esim. tapahtuman {4199 = 3.97}
todennékoisyytta kaymaélla lapi kaikkia 100 nopan kombinaatioita, jotka tuottavat keskiarvok-
si 3.97, silli sadan nopan tuloskombinaatioita on téhtitieteellisen suuri mésra: 6'9° ~ 6 - 1077
kappaletta.

Satunnaismuuttujan Ay odotusarvo voidaan helposti laskea lineaarisuutta kiyttamalla:

1 100 1 100 100
B(Awo) = E| =) Xi| = — > E(X;) = = 35.
(Ah100) (100 Z_; ) 100 & 100 Z 0=

(Summan termit olivat samat, koska kaikki noppatulokset X, X5, ... noudattavat samaa
lukujoukon {1,...,6} tasajakaumaa.)

Satunnaismuuttujan A;gy varianssi voidaan laskea yleisten varianssin laskusdantojen avul-
la tuntematta Ajgp:n jakaumaa, silla tulokset X, X5, ... ovat toisistaan stokastisesti riip-
pumattomat. Lisdksi tiedetaén ettd jokaisella heittotuloksella X; on sama jakauma ja siis
sama varianssi kuin tuloksella X;. Néin ollen

100 2 100
1 1 Var(Xl)
Var(dion) = Var (m 2 Xi) - () 2 Nar(X) = =55

ja Ajpon keskihajonnaksi saadaan (a)-kohdan avulla

Var(Xl) SD(Xl) \/35/12
SD(A = = = ~ 0.1708.
(A100) 100 10 10
Nahdaén, etta kysytty suhde on
SD(A100)
———==0.10
SD(X7)

eli sadan heittotuloksen keskiarvon keskihajonta on kymmenesosa yhden heittotuloksen
keskihajonnasta.

Tehtéava osoittaa, ettd riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien keskiarvois-
taminen sdilyttdc odotusarvon ennallaan mutta pienentdd keskihajontaa. Tamé tarked havainto selit-
tad, miten riskejd voi pienentdd hajauttamalla. Tdéhéan myos pohjautuu suurten finanssi- ja vakuu-
tusyhtioiden seké kasinojen toiminta. Toisaalta tdhan perustuu myos tilastotieteellinen estimoiminen,
koska otoksen suurentaminen saa otoksen keskiarvon osumaan lahemmaés jakauman odotusarvoa, eli
tieto odotusarvosta tarkentuu.
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Kotitehtavat

3A3 (Lampotilamalli) Meteorologi mallintaa tdmén ja huomisen péivan lampétilojen Ty ja Ty
valista yhteyttéd kaavalla
T, = To+ AT

jossa AT kuvaa ldmpdétilojen muutosta. Satunnaismuuttujat Ty ja AT oletetaan toisistaan
riippumattomiksi. Lisdksi tiedetdén, ettd E(Ty) = p ja Var(Tp) = o? sekid E(AT) = 0 ja
Var(AT) = 6?. Mallin parametrit u, o ja 6 oletetaan ennalta tunnetuiksi, ja lisiksi ¢ > 0 ja
0>0.

(a) Maaritd E(T}).
(

b) Maaritd SD(T7). Vrt. tehtéviin 3A2. Miten lasketaan summan varianssi?
(c) Maaritad Cov(Th,Tp). Kiyti kovarianssin bilineaarisuutta.

(d) Maaritd Cor(77,Ty). Ennen kuin lasket korrelaation tarkan arvon, yritd intuitiivisesti
paatella korrelaation tulkinnan kautta miten se kiyttaytyy tapauksissa 6 = 0 ja 6 > o
(eli € paljon suurempi kuin o).

Tulokset tulee ilmoittaa mahdollisimman yksinkertaisina lausekkeina mallin parametreista u,
ojaéf.

Ratkaisu.

(a) Odotusarvon lineaarisuuden perusteella
E(T)) = E(Ty + AT) = E(To) + E(AT) = p+ 0 = p.
Siis huomisen lampdotilan odotusarvo on sama kuin tdméan paivan lampotilan odotusarvo.
(b) Satunnaismuuttujien summan varianssin kaavan perusteella

Var(Ty) = Var(T, + AT)
= Var(Ty) + 2 Cov(Tp, AT) + Var(AT)
= o’ +0+6
= o+ 6%

missé Cov (7, AT) = 0 koska Tj ja AT ovat riippumattomia. Siis SD(77) = v o? + 62.
(c) Kéyttden kovarianssin laskusdéntoja havaitaan, etta
Cov(Ty,Ty) = Cov(To+ AT, Tp)

COV(T(), T()) + COV(AT7 T())

VaI'(To) +0

= 0'2.
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(d) Korrelaatio mittaa sitd, kuinka hyvin satunnaismuuttujalla voi (lineaarisesti) ennustaa
toisen satunnaismuuttujan arvoja. Muutoksen keskihajonnan 6 ollessa lahelld nollaa, pi-
taisi huomisen lampotilan olla paremmin ennustettavissa taman péaivan lampotilasta.
Muutoksen keskihajonnan 6 kasvattaminen suureksi puolestaan tarkoittaa, ettd huomi-
sen lampdotila on keskiméérin kauempana taman paivian lampotilasta, ja tdten heikommin
ennustettava. Nain ollen on oletettavaa, ettd korrelaatio lahestyy kohti nollaa muutoksen
keskihajonnan 6 kasvaessa suureksi. Varmistetaan tdma laskemalla, kovarianssin biline-
aarisuuden avulla:

Cov(T1,Ty) o? o

Cor(Ti,T0) = SpT)SDTy) — Vo2 1 6)-0 Vi

Viimeinen lauseke on tosiaan #:n suhteen viheneva funktio, vahvistaen aiemman intuition.
Pisteessd 0 = 0 lauseke antaa korrelaation arvoksi tdsmélleen +1, miké vastaa tarkkaa
lineaarista riippuvuutta. Jos taas 6 on hyvin suuri, niin lausekkeen arvo on ldhelld nollaa.

3A4 (Kustannusfunktion minimointi) Abel ja Bertta ovat toissé eri sddennusteyrityksissa. He
ovat kumpikin simuloineet tietokoneella mahdollisia séétiloja ja laskeneet ennusteen huomisen
keskipdivan lampotilalle X celsiusasteina. Kumpikin on paatynyt samaan tulokseen, etta lam-
potila on satunnaismuuttuja, jolla on kolmion muotoinen tiheysfunktio f(z) = x/18 vilill4 [0, 6]
(ja nolla muualla).

Kummankaan tyonantaja ja sddennusteita odottavat asiakkaat eivit kuitenkaan halua kuul-
la mistaén “jakaumista’, vaan he haluavat yksinkertaisesti piste-ennusteen eli yhden lampotila-
luvun. Abelin on siis valittava ennusteekseen jokin luku a € [0, 6], samoin Bertan on valittava
jokin luku b € [0, 6]. He voivat valita eri luvut, jos haluavat.

(a) Tarkista integroimalla, ettd f tosiaan on kelvollinen jatkuvan jakauman tiheysfunktio.

(b) Laske Xm odotusarvo pn = E(X) seké mediaani eli sellainen luku m, ettéd P(X < m) = 1.

(c) Abelin tyonantaja kannustaa hdntd osumaan lahelle oikeaa siten, ettd hinen palkastaan
vihennetéin nelidllinen sakko (X — a)?, jossain sopivissa rahayksikdissd, kun X on huo-
menna havaittu lampdétila ja a on Abelin ennustama lampotila. Koska X :n arvo ei ole viela
tiedossa, Abel pyrkii valitsemaan a:n siten, ettd hinen sakkonsa odotusarvo olisi mahdol-
lisimman pieni, ts. héin haluaa minimoida funktion ¢(a) = E ((X —a)?). Sievenné funktio
q sellaiseen muotoon, ettd se on yksinkertainen a:n polynomi, jossa ei ole E-merkkeja.

Vihje: Voit esim. aloittaa kertomalla binomin nelion auki. Vaihtoehtoisesti voit aloittaa huomaa-
malla, ettd (X — a)2 on erds X:n muunnos, ja esittda sen odotusarvon integraalina muunnoksen
odotusarvon kaavalla (luento 2A).

Piirrd ¢(a) vélilld a € [0,6] sen muodon hahmottamiseksi. Abel valitsee ennusteensa a
siten, ettd ¢(a) on mahdollisimman pieni. Etsi tdmé& luku. Onko se jompikumpi luvuista
w tai m?
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(d) Myos Bertan tyonantaja kannustaa osumaan lahelle oikeaa, mutta kiyttad lineaarista
sakkoa, | X — b|, jossain rahayksikoissd, kun X on havaittu lampdétila ja b on hénen en-
nusteensa. Bertan sakon odutusarvo on ¢(b) = E(|X — b|). Kirjoita tdmé integraalina ja
sievenné se yksinkertaiseksi b:n polynomiksi. Piirré funktio ja selvitd, minkéd luvun Bertta

valitsee, jotta £(b) minimoituu. Onko se jompikumpi luvuista p tai m?

Vihje: Integraali kannattaa hajottaa kahteen osaan, integraaliksi vélilla x € [0, b) ja integraaliksi
valillda z € [b, 6], jolloin padset eroon itseisarvomerkeistd. Huom: Bertan ongelma johtaa vihéan

hankalampaan integraaliin kuin Abelin, mutta laske integraalit sinnikka#sti auki.

(e) Jos Abel ja Bertta antoivat eri lampotilaennusteet, miksi? Koeta selittda arkijarjell,

miten eri sakkofunktiot vaikuttivat heidan toimintaansa.

(f) (Vapaaehtoinen lisitehtivii, vaikeampi) Jos sait selville, ettd Abelin ja Bertan ennusteet vastaa-
vat ennustejakauman tiettyja kohtia, koeta todistaa ettd sama pétisi vaikka ennustejakauma olisi

mikd tahansa tiheysfunktio.

Téamé on esimerkki sijoitteluongelmasta (engl. facility location problem, https://en.wikipedia.
org/wiki/Facility_location_problem). Sama matemaattinen muoto tulee vastaan esim. valittaes-
sa jonkin palvelun (kauppa, kirjasto, tukkuvarasto) sijaintia, jos halutaan minimoida esim. kdyttéjien
keskiméaaradinen etadisyys kyseiseen palveluun, ja kdyttajien sijaintien jakauma tunnetaan. Keskiméaarai-
sen etidisyyden minimointi vastaa Bertan ongelmaa; keskiméaériisen nelididyn etdisyyden minimointi

vastaa Abelin ongelmaa.

Ratkaisu.

(a) Funktio on kaikkialla epénegatiivinen. Tarkistetaan ettd lisdksi sen integraali on ykkonen:

/Oﬁf(a:)da: - /06@/18) dr — /; (;”_;) _36/36 =1

p=EX)= /Oﬁm f(z)dx = /06(x2/18)dx = /zi(] (2°/54) = 4.

Mediaanin etsiminen:

P(X <m) = /Omf(x)dx = /Om(x/18) dr = /m (2°/36) = m?*/36.

=0

Merkitsemalld ko. lauseke yhtéasuureksi kuin % ja ratkaisemalla m saadaan m = /18 ~

4.2426.

(c) Seurataan ensimmaistd vihjettd. Jos Abelin ennuste on a, niin sakon odotusarvo on

¢(a) = E(X —a)®) = B(X? — 2aX +a*) = E(X?) — 2¢ E(X) + a*.

(*)

8/ 10


https://en.wikipedia.org/wiki/Facility_location_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Facility_location_problem

MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 3A

Tiedamme jo luvun E(X) = 4, ja tarvitsemme viela luvun

B(X2) = /06 2 f(z) dz = /06(x3/18) i — /jo(() +/72) = 18.

Siispé,
q(a) =18 —2a -4+ a® = a® — 8a + 18.
Huomataan, ettd ¢ on ylospéin kaartuva paraabeli (2. derivaatta on positiivinen) ja sen

minimikohta 16ytyy derivaatan

¢ (a) =2a—8
nollakohdasta, joka on a = 4. Huomaamme, ettd Abelin valitsema ennuste on lAmpdotilan
odotusarvo.

Huomataan lisiksi, etté koska a = u, niin Abelin sakon odotusarvo on itse asiassa E((X —a)?) =
B((X — 1)2) = Var(X).

Jos Bertan ennuste on b, niin hdnen sakkonsa odotusarvo on
6
(0) =B (1 = b)) = [ o~ 8] f(o)ds
0
b 6
:/ (b—x)f(z)dr + / (x —b)f(z)dz
0 b

6

b
:/ (bx/18—x2/18)d93+/ (2°/18 — bx/18) dx

— /0 ' (ba?/36 — 2° /54) + /b ’ (2°/54 — ba®/36)
=b°/54 — b+ 4.

Tamé on kolmannen asteen polynomi. Tarkastelemalla sen muotoa (kuvasta tai 2. ja 3.
derivaatasta) huomaamme, ettd £(b) kaartuu ylospéain kaikkialla valilla [0, 6]. Sen derivaa-
talla

(b)=0*/18 — 1

on kyseisella vililla nollakohta b = /18 & 4.2426, ja tdma on siis funktion minimikohta.
Bertta valitsee ennusteekseen lampdotilan mediaanin m.

Sekd Abel ettd Bertta pyrkiviat valttdméan suuria ennustevirheitd, mutta koska Abelin
ennusteen virhe nelididddan, hanelld on vield Berttaakin voimakkaampi motiivi niiden valt-
tamiseen. Jos Abel asettaisi ennusteensa esim. ldhelle vélin loppupistettd (6 astetta), ja
lampotila sattuisikin ldhelle vélin alkupistetta (0 astetta), niin Abelin sakko olisi aika suu-
ri. Vélttadkseen téallaisen suuren sakon mahdollisuuden héan asettaa ennusteensa hiukan
alemmaksi kuin Bertta.

Toisin sanoen neliollinen sakko johtaa varomaan suuria virheitd vield voimakkaammin
kuin lineaarinen sakko. Kumpi sitten on “parempi” sakkofunktio, riippuu taysin siitd mil-
laisia ennusteita yhtio haluaa. Sakkofunktioita voisi muotoilla muunkinlaisia, esim. sen
perusteella, millaiset todelliset kustannukset syntyvéit minkékinlaisesta virheesta.
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(f) (Vapaaehtoinen liséitehtéivi) Sama ilmio tosiaan tapahtuisi muillakin jakaumilla: jos halutaan
minimoida neliollinen sakko, kannattaa valita odotusarvo, ja jos halutaan minimoida lineaarinen
sakko, kannattaa valita mediaani.

Odotusarvon tapaus on yllattavan helppo todistaa. Huomataan, etta ylla yhtéalossa (*) funktiossa
q(a) on kolme termii, mutta ensimmiinen termi E(X?) ei mitenkiifin riipu a:sta, joten se katoaa
derivoitaessa. Funktion derivaatta onkin

¢ (a) =0—-2E(X) + 2a

ja tdmé on nolla tasmaélleen silloin kun a = E(X). Téssé ei mitenkdédn kiytetty tietoa siité, mika
jakauma X:1l& on, joten tulos pétee kaikilla jakaumilla.

Mediaanin kohdalla todistus on hiukan pidempi (16ytyy esim. googlaamalla “median minimizes
expected absolute deviation”).
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