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4A Datajoukkojen kuvaajat ja tunnusluvut

Tuntitehtavat

4A1 (Ikdjakauma) Seuraava taulukko ja histogrammi kuvaavat Suomen véestorakennetta iké-
luokittain 31.12.2015. Tkda pidetddn téssa tehtdavissa reaalilukuna, esim. ikd 14.9 kuuluu puo-
liavoimeen véliin [0, 15).
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Vastaamaan seuraaviin kysymyksiin luokitellun datan perusteella. Kohdissa (a)—(c) oleta,

ettd iat jakautuvat kunkin luokan sisalla tasaisesti.

(a) Kumpia on véestOssd enemmén, 1-vuotiaita vai 66-vuotiaita? (1-vuotiaalla tarkoitetaan
henkil6d, jonka iké reaalilukuna on valilla [1,2).)

(b) Miké on vdeston mediaani-iké (iké, jonka alapuolella on puolet viestosti)?
(c) Miké on véeston idn keskiarvo?

(d) Mité pystyt sanomaan idn mediaanista ja keskiarvosta, mikéli oletusta tasaisesta jakau-
masta kunkin luokan sisélld ei voida tehdd? Voitko laskea ne tdsmélleen? Jos et, etsi
kummallekin luvulle pienin ja suurin mahdollinen arvo.

Ratkaisu.

(a) Luokassa [0,15) on 16.3% viestosté, jolloin tasajakaumaoletuksen mukaan vélille [1,2)
osuu noin 16.3%/15 ~ 1.09% véestosté. Vastaavasti vélille [66, 67) osuu noin 11.7%/10 =~
1.17% véestosté (huom. luokkavélien pituudet erisuuret). Néin arvioituna 66-vuotiaita on
hiukan enemmén kuin 1-vuotiaita.

(b) Kahdessa ensimmaéisessia luokassa eli valilla [0,25) on 28.0% véestostd. Jotta saadaan
puolet viestostd, tahan tarvitaan vield lisdd 22.0% véestosta eli osuus 22.0/24.8 ~ 0.8871

1/8



MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 4A

kolmannesta luokasta [25, 45). Koska kolmas luokkavéli on 20 vuotta pitké, tasajakaumao-
letuksen mukaan haluttu osuus ihmisié 16ytyy kolmannesta luokasta pisteen 25+ 0.8871 -
20 ~ 25 + 17.7 = 42.7 alapuolelta. Mediaani on siis noin 42.7 vuotta.

Tasajakaumaoletuksen mukaan kunkin luokan siséllé ikien keskiarvo on luokkavélin keskel-
14, esim. ensimmaéisessé luokassa (0+15)/2 = 7.5 vuotta ja toisessa luokassa (15+25)/2 =
20 vuotta. Koko vieston ian keskiarvo on ikien summa jaettuna vieston koolla,

896023 - 7.5 + 640387 - 20 4 1363155 - 35 + 1464640 - 55 + 642428 - 70 + 480675 - 92.5
5487308

eli noin 43.2 vuotta. Téméa on luokkien keskikohtien painotettu keskiarvo, jossa painot
ovat luokkien koot (ihmisméérét). Sama tulos olisi luonnollisesti saatu, jos painoina olisi
kiytetty luokkien osuuksia viestosté (prosentteina).

Mediaani on varmasti vlilla [25, 45]. Mité keskiarvoon tulee, jos kussakin luokassa kaikki
iat olisivat luokkavilin alarajalla, niin vieston idn keskiarvoksi tulisikin

896023 - 0 + 640387 - 15 + 1363155 - 25 + 1464640 - 45 + 642428 - 65 4 480675 - 75
2487308

eli noin 34.2 vuotta. Jos taas iat olisivat luokkavilien ylarajalla, keskiarvoksi tulisi noin
52.3 vuotta. Véeston idn keskiarvo on siis jossain vililla [34.2, 52.3].
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4A2 (Kvantiilit) Datajoukon = = (zi,...,x,) kvantiilifunktio mééritetdén R:ssd oletusar-
voisesti seuraavasti. Merkitdén x(;) = datajoukon pienin arvo, x(;) = toiseksi pienin, jne.
Talloin data saadaan jirjestettyd muotoon z(;y < zp) < .-+ < x(y). Seuraavaksi jactaan
vaaka-akselin yksikkovéli n — 1 yhta pitkdan osaviliin kidyttamalld vilien reunapisteinéd luku-
jape = (E—1)/(n—1), k = 1,...,n. Kvantiilifunktion Q(p) kuvaaja piirretdén piirtamalla
(z,y)-tasoon ensin pisteet (pi,zm), kK = 1,...,n, ja sen jalkeen yhdistamélld pisteet suorilla
viivoilla.

Piirrd (késin) paperille seuraavien datajoukkojen kvantiilifunktiot ja méadrita kuvaajasta
néille alakvartiili ((0.25), mediaani (0.50) ja ylékvartiili Q(0.75):

(a) = = (1000, 2000, 5000, 9000),
(b) 2 = (1000, 2000, 2000, 8000, 9000),
(c) = =(1,20,1,5,1).

Tutki seuraavaksi seuraavia vaitteita. Perustele miksi véite on tosi tai kehittele vastaesimerkki,
jonka perusteella viite on epatosi.

(d) Datajoukon keskiarvo on aina yhtésuuri kuin sen mediaani.
(e) Datajoukon alakvartiili on aina pienempi tai yhta kuin mediaani.

(f) Datajoukon alakvartiili on aina pienempi tai yhtd suuri kuin keskiarvo.

Ratkaisu.

(a) Kuvaaja alla.

Alakvartiili (0.25) = 1750, mediaani Q(0.50) = 3500, ylédkvartiili Q(0.75) = 6000.

(b) Kuvaaja alla.
Alakvartiili Q(0.25) = 2000, mediaani Q(0.50) = 2000, ylikvartiili Q(0.75) = 8000.

(¢) Kuvaaja alla.
Alakvartiili Q(0.25) = 1, mediaani Q(0.50) = 1, ylikvartiili Q(0.75) = 5.
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(d) Ei pidd paikkaansa. Vastaesimerkiksi kelpaa miké vain kohdista (a)—(c).
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(e) Tamaé on totta, silld kvantiilifunktio on ei-viheneva.

(f) Ei pidd paikkaansa. Yksi erittédin pieni poikkeava arvo voi siirtaé keskiarvon valtavan pie-
neksi, jopa alakvartiilin alapuolelle. Esimerkiksi datajoukon z = (—1000, 1, 1, 5, 20) kvar-
tiilit ovat samat kuin (c)-kohdassa, mutta keskiarvo -194.6 on huimasti alle alakvartiilin.
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Kotitehtavat

4A3 (Asuinneliot.) Taajamassa A on 361 asuntoa ja taajamassa B on 248 asuntoa. Alla olevissa
histogrammeissa on esitettynd kummankin taajaman asuntojen pinta-alat.
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Vastaa histogrammien avulla seuraaviin kysymyksiin (oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etté
yksikddn havaituista pinta-aloista ei osu luokkien reunoille).

(a)
(b)

Kuinka monessa taajaman B asunnossa pinta-ala on vihintdin 80 m?2?

Kumman taajaman asuntojen pinta-alan mediaani on suurempi? Pystytadnko tdhan ky-
symykseen vastaamaan, jos pinta-alojen ei oleteta jakautuvan luokkien sisélla tasaisesti?

Ratkaisu.

(a)

Taajamassa B palkkien korkeudet luokkavileillda 80-100 ja 100-120 ovat likimain 1.4 ja
0.25. Kertomalla ndma luokkavilien pituuksilla saadaan vahintéddan 80-neliGisten asuntojen
osuudeksi likimain

1.4 x20+0.25 x 20 = 33%.

Koska taajamassa B on yhteensé 248 asuntoa, on niista vahintdan 80-nelioisia siis likimain
248 x 0.33 ~ 82 kappaletta.

Lahdetaan jakaumien ylapadsta liikkeelle ja selvitetdan kuinka monta palkkia taytyy kul-
kea ennen kuin saadaan katettua vahintaan 50% kaikista havainnoista. Palkki, jossa 50%
ylittyy sisdltaéd pinta-alojen mediaanin.

Taajamassa B kolmen oikeanpuoleisimman palkin korkeudet ovat noin 2.75,1.4,0.25, jol-
loin vastaaviin luokkiin kuuluvien asuntojen osuudet saadaan kertomlla korkeudet luok-
kien leveyksilla. Tuloksiksi saadaan likimain 27.5%, 28%, 5%. Néaiden summa on yli 50%,
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joten taajamassa B nelididen mediaani on siis vahintdan 70 (tarkalleen ottaen mediaani
on valilla 70-80).

Vastaavat laskutoimitukset taajaman A kolmelle oikeanpuoleisimmalle palkille antavat
likimain korkeudet 2.1,0.75,0.1 ja osuudet 21%, 15%, 2%. Nyt osuuksien summa on 38%,
siis alle 50%, ja mediaanin taytyy olla siis alle 70.

Taajaman B nelididen mediaani on siis suurempi kuin taajaman A, ja tdmé voidaan sanoa
vaikka el tunneta (tai oleteta) jakaumaa tasaiseksi kunkin luokan sisallé.

4A4 (Kaksi noppaa) Luennoija suoritti n = 18 kertaa kokeen, jossa heitettiin punaista ja kel-
taista noppaa. Tulokset muodostavat datajoukon ((r1, 1), ..., (T, ¥n)). Seuraava ristitaulukko
esittad kaikkien mahdollisten arvoparien (r,y) esiintyvyydet (lukuméaérat) tédssia datajoukossa.
Suhteelliset esiintyvyydet saa tietysti jakamalla luvut n:lla.

(a)

(f)
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Maéritd kummankin nopan tulosten (r1,...,7,) ja (Y1, .., ¥y,) empiiriset jakaumat (kak-
si eri jakaumaa). Laske kummankin datajoukon keskiarvo (eli empiirisen jakauman odo-
tusarvo).

Laske kummankin datajoukon keskihajonnat.

Laske kahden muuttujan empiirisen jakauman korrelaatiokerroin. Vihje: Laske ensin em-
piirisen jakauman mukainen E(RY") ristitaulukon avulla. Kéyté sitten kaavaa Cov(R,Y) =
E(RY) — E(R)E(Y). Lopuksi laske korrelaatiokerroin kovarianssista.

Onko empiirisestd jakaumasta laskemasi korrelaatiokerroin negatiivinen, nolla vai positii-
vinen? Kuvaile sanallisesti, mita tama kertoo datajoukosta.

Y14 tarkasteltiin heittotulosten empiiristd jakaumaa. Siirrytdén nyt pohtimaan sitd sto-
kastista prosessia (generoivaa jakaumaa), josta heittotulokset ovat perdisin. Jos R ja Y
ovat satunnaismuuttujat, jotka kuvaavat punaisen ja keltaisen nopan heittoa, arveletko
arkijérjen ja ylla tehtyjen havaintojen perusteella, ettd R ja Y ovat riippuvat vai riippu-
mattomat? Entd millainen korrelaatiokerroin niilla on generoivassa jakaumassa?

Arvioi empiiristen jakaumien perusteella, ovatko punainen ja keltainen noppa reiluja.
(Tamaé ei ole laskutehtévé, vaan paattely- ja arviointitehtava.)
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Vihje: Empiirisid jakaumia ja ristitaulukoita on késitelty luennolla 3B.

Ratkaisu.

(a) Punaisen nopan empiirinen jakauma (ristitaulukon sarakesummat jaettuna 18:1la):

r 1 2 3 4 5 6
f(r) | 4/18 4/18 3/18 4/18 2/18 1/18
Keskiarvo on m(r) = 2.9444.

Keltaisen nopan empiirinen jakauma (ristitaulukon rivisummat jaettuna 18:1la):

y |1 2 3 1 5 6
fy) [0 3/18 1/18 2/18 1/18 11/18

Keskiarvo on m(y) = 4.8889.

(b)

6

sd(F) = \ > (r = m()2fx(r) = 1.5082

r=1

sd(if) = \ > (y—m()*fz(y) = 1.5595

y=1
Laskuissa voi myos kiyttdé vaihtoehtoista laskukaavaa Var(R) = E(R?) — (E(R))>.

(c¢) Vihjeen mukaisesti lasketaan

6 6

E(RY) =Y > ryfr(r,y) = 14.0556.

r=1 y=1

(Vaikka arvoparilla (r,y) on 36 mahdollista arvoa, vain 12 niistd havaittiin datajoukossa,
joten summassa on vain 12 nollasta poikkeavaa termié.)

Sitten
Cov(R,Y) =E(RY) — E(R)E(Y) = 14.0556 — 2.9444 - 4.8889 = —0.3393

(huom. téssd kdytetddn todenndkoisyyslaskennan mukaisia merkintéja, mutta koko ajan
empiirisessd jakaumassa). Lopuksi
Cov(R,Y)

Cor(R,Y) = SD(R)SD(Y) = —0.1442.

(d) Empiirinen korrelaatiokerroin on negatiivinen. Tamé kertoo siité, ettd havaitussa data-

joukossa keltaisen nopan saadessa suuria arvoja punainen noppa on saanut pienid arvoja
(ks. erityisesti taulukon alin rivi).
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(e)

Fysikaalisesti ajatellen vaikuttaa todennikoiseltéd, ettd R ja Y ovat riippumattomat
(keltaisen nopan arvoilla on aina sama jakauma, riippumatta siitd mikd tulos punaisesta
nopasta tuli). Siispd niiden korrelaatiokerroinkin lienee nolla.

Eras tehtavan opetuksista on, ettd empiirinen jakauma yleensd poikkeaa jonkin verran generoi-
vasta jakaumasta, ja niin poikkeavat sen tunnusluvutkin kuten keskiarvo ja korrelaatiokerroin.

Kummankaan nopan empiirinen jakauma ei ole tdsmaélleen tasajakauma. Punaisen nopan
empiirinen jakauma on kuitenkin melko ldhelld tasajakaumaa, joten punainen noppa voi
hyvinkin olla (ainakin melkein) reilu.

Keltaisen nopan empiirinen jakauma poikkeaa hyvin paljon tasajakaumasta. Vaikka da-
tajoukko onkin pieni (18 heittoa), tuntuisi varsin yllattavilta, etta téallaiset tulokset olisi
saatu reilusta nopasta. Vaikuttaa silta, ettd keltainen noppa on epéreilu, erityisesti se
tuottaa kuutosia paljon suuremmalla todennékoisyydelld kuin 1/6.

Myohemmin kurssilla tullaan oppimaan menetelmia, joilla ndméa arvelut saadaan matemaatti-
sempaan muotoon.
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