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4B Parametrien estimointi

Merkinnéistéa: Kun tiheysfunktion merkinnéssé on alaindeksi, se voi eri tilanteissa tarkoittaa eri asioita
(tdmé pitéd tarvittaessa selventédd). Alaindeksi voi ilmaista, minkd satunnaismuuttujan tiheysfunktio
on kyseessa, kuten fx, fy, fxy jne. Tai se voi olla parametri, joka kertoo miks tietyn jakaumaper-
heen jakaumista on kyseessé, esim. jos puhutaan eksponenttijakaumista, niin f5(z) voi tarkoittaa etté
kyseessa on eksponenttijakauma nimenomaan taajuusparametrilla 5.

Parametria merkitdin myos muilla tavoilla, mm. ehdollista tiheysfunktiota vastaavalla pystyvii-
vamerkinnall& f(x | A) tai puolipisteelld f(z ; X). Vaihteleviin merkint6ihin joutuu matematiikassa ja
tilastotieteessé valitettavasti tottumaan.

Lyhenne SU — estimaattori tarkoittaa suurimman uskottavuuden estimaattoria (engl. ML estima-
tor, maximum likelihood estimator).

Tuntitehtavat

4B1 (Palvelupyyntojen véliajat) Palvelimelle saapuvien palvelupyyntéjen valiajat (yksikkona
sekunti) ovat toisistaan riippumattomat ja noudattavat tiheysfunktiota

e x>0,
0, r <0,

missd A > 0 on tuntematon parametri. Palvelimen kdynnistymisen jalkeen on mitattu viliajat
0.16,1.85,0.15,0.72, 1.65.

(a) Alla on hahmoteltu tiheysfunktion kuvaaja parametrin A arvoilla 0.25 (punainen), 1.00
(sininen) ja 3.00 (harmaa). Arvioi silmédmédraisesti, miké arvoista sopisi parhaiten ha-
vaintoihin (merkitty vaaka-akselille).

(b) Estimoi parametri A suurimman uskottavuuden menetelmallé.

(Vihje: Uskottavuusfunktio L(\) maksimoituu samassa pisteessd, missd logaritminen uskotta-
vuusfunktio £(\) = log(L(\)). Jalkimmaéista saattaa olla mukavampi derivoida.)

1/7



MS-A0504 Todennédkéisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi J Kohonen

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Kevat 2023
Aalto-yliopisto Harjoitus 4B
Ratkaisu.

(a)

Yksi tapa ajatella: “sopiva” tiheysfunktio vastaa pisteiden empiiristd jakaumaa, joten sen
pitaisi olla korkea silld, missé on paljon pisteitéd, ja matala sielld missa pisteitd on viahan
tai ei ollenkaan. Datapisteistd kolme viidestd osuu vilille [0, 1], joten tiheysfunktion alle
jadvéan alueen valilla [0,1] pitdd olla kohtuullisen kokoinen (mieluiten noin 3/5). Data-
pisteisté kaksi viidestéd osuu vélille [1.5, 2], joten tiheysfunktion alle jadvin alueen valilla
[1.5,2] pitad pitdd myos olla kohtuullisen kokoinen. Kuvasta katsottuna sininen kéyra
(A = 1.00) néyttaisi olevan sopusoinnussa néiden havaintojen kanssa.

Punainen kéyra (A = 0.25) sopii dataan huonommin kuin sininen, koska se on suunnilleen
kaikissa havaituissa pisteissé alempana. (Sen sijaan se on korekalla kaukana oikealla, missi
ei ole havaittuja pisteité.)

Harmaa (A = 3.00) tuntuisi keskittyvén liikaa origon l&helle; kaksi suurinta havaittua
datapistetta sopivat huonosti harmaaseen jakaumaan.

Merkitaén havaittuja viliaikoja x1, . . ., x5. Havaittuun datajoukkoon liittyva uskottavuus-
funktio on

5
L) = [ = wettsen
i=1
Uskottavuusfunktion L(\) maksimi 16ytyy samasta pisteestd kuin logaritmisen uskotta-
vuusfunktion ¢(A) = log L()). Logaritminen uskottavuusfunktio on

((A) = log (Ne 2tF23)) = 5log(\) — Az + - + 3),
ja kaksi ensimmaistéd derivaattaa ovat
N\ = 5N = (x4 -+ xs).
ja
"(\) = —5A2
Derivaatan ainoa nollakohta on

5

A= —
T1 4+ T

Koska ¢”(\) < 0 kaikilla A > 0, 16ytyy logaritmisen uskottavuusfunktion maksimi derivaa-
tan nollakohdasta. Tamé& nollakohta on my6s uskottavuusfunktion L(A) maksimikohta.
Nain ollen suurimman uskottavuuden estimaatti on

. 5 5

ANZ) = -~ ~ 1.104.
o+ +x5 016+ 1.85+0.15+ 0.72 + 1.65

Huom. Yleiselle n alkion datajoukolle & = (z1,...,,) sama laskelma tuottaa tulokseksi (%) =
1/m(Z), missd m(¥) = L(zy + - +x,). TAm4 siis pétee eksponenttijakaumalle. Jollekin muulle
jakaumalle samankaltainen tulos voi péted tai olla patemétta (kuten nidhdaan tehtavissi 4B2).
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4B2 (Sarjanumerot) Vihollisen panssarivaunuissa on sarjanumerot 1,2, ... b. Tiedustelijamme
ovat tehneet neljd vaunuhavaintoa ja ndhneet sarjanumerot z; = 13, xy = 77, z3 = 111 ja
x4y = 145. Oletamme, ettd kukin havainto tapahtui satunnaisesti, diskreetin tasajakauman
mukaisesti kaikkien sarjanumeroiden joukosta. Parametri b on tuntematon. (Ks. luento 4A.)

(a) Paéttele havaintojen perusteella, onko mahdollista, ettd b = 1407 Enté voiko olla b = 2007

(b) Jos vihollisella on b vaunua ja b < 145, miké on todennékoisyys havaita juuri tdmé neljan
sarjanumeron jono?

(c) Jos vihollisella on b vaunua ja b > 145, miké on todennékéisyys havaita juuri taima neljan
sarjanumeron jono? (Vastaus on jokin b:té sisdltéva lauseke.)

(d) Kirjoita uskottavuusfunktio L(b) lausekkeena, joka on patevé kaikilla positiivisilla koko-
naisluvuilla b. (Vihje: Jaa tapauksiin.)

(e) Tutki lauseketta ja etsi se b:n arvo, jolla L(b) on suurimmillaan. Toisin sanoen etsi suu-
rimman uskottavuuden estimaatti b.

(f) Yleisté edelliset havainnot: Miké on SU-estimaatti b(Z) jos olemme néhneet n vaunua
(T1,...,2,)7

(g) Jos olemme ndhneet vain yhden vaunun (n = 1), jonka sarjanumero on z;, mikd on
edellisen kohdan mukaisesti b:n SU-estimaatti? Onko se mielestési hyva estimaatti?

Ratkaisu.

(a) Koska olemme néhneet vaunun numero 145, varmastikaan b ei voi olla sitd pienempi, esim.

140. Se voi kylla olla 200.
(b) Jos b < 145, niin on mahdotonta ndhdé vaunua 145, joten todennékoisyys on nolla.

(c) Joka kerta kun ndhd&én vaunu, sen sarjanumero on diskreetin tasajakauman mukaisesti
jokin luvuista 1, ..., b, jolloin kunkin luvun tn on 1/b. Erityisesti P(z; = 13) = P(zy =
77) = P(x3 = 111) = P(x4 = 145) = 1/b. (Huom. oletus b > 145, joten ndma neljd lukua
ovat joukossa {1,...,b} eli mahdollisia havaintoja.) Siten havaitun numerojonon tn on
1/v%.

()

0 jos b < 145
L(b) = L
1/b* jos b > 145

(e) Edellisen kohdan lausekkeesta ndhdéén suoraan, ettd L(b) = 0 kun b < 145, joten maksimi
ei voi olla sielld, vaan jossain alueella b > 145. Lausekkeesta my6s ndhdaén, ettd b:n
kasvaessa L(b) pienenee, joten suurin arvo on kohdassa b = 145. (Voit piirtdd kuvan
ndhdéksesi L:n muodon.) SU-estimaatti on siis b= 145.
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(f)

Olkoon M = max{zy,...,r,} suurin nikemistdmme sarjanumeroista. Jos b < M, niin
L(b) = 0 koska emme voi ndhdd numeroa M jos vihollisella on vain b vaunua.

Jos b > M, niin L(b)

~

= 1/b", joka on positiivinen mutta pienenee kun b kasvaa. Siten
SU-estimaatti on b = M.

Téassé tapauksessa b = z,. Esimerkiksi jos ndemme yhden vaunun ja sen sarjanumero
on 130, niin SU-estimaattimme on, ettd vihollisella on juuri 130 vaunua, ja nidkemamme
vaunu on juuri se, jolla on suurin sarjanumero. Tédmé& vaikuttaa vahan oudolta: miksi
satuimme nékemé&dn juuri suurimman numeron?

Asiaa voi ajatella my6s néain: Jos vihollisella on b vaunua, niin on melko varmaa (to-
dennékoisyys 1 — 1/b), ettd havaitsemme jonkin muun kuin suurimman numeron, joten
SU-estimaattimme on suurella todennékoisyydelld liian pieni (b < b).

Kotitehtavat

4B3 (Jatkuva tasajakauma) Dataléhteend on jatkuva tasajakauma vélillé [0, b], tiheysfunktiolla

i) = {" [=r=h

0, muuten.

Parametri b on tuntematon positiivinen reaaliluku.

(a)

(b)
(c)

()

Dataléhteesté on saatu viisi lukua (1.3,1.9, 3.6, 1.1, 5.1). Kirjoita uskottavuusfunktio L(b)
(vihje: jaa tapauksiin). Piirrd funktio késin tai tietokoneella esim. vililld b € [1, 10]. Selité
sanallisesti, millainen on funktion muoto ja miksi. Vihje: Tehtavd muistuttaa panssarivau-
nuongelmaa, mutta nyt parametri ja data eivat ole kokonaislukuja.

Madritéd datan perusteella SU-estimaatti b.

Yleistd mihin tahansa datajoukkoon: Jos on saatu luvut & = (z1,2s,...,2,), miki on
parametrin b SU-estimaatti?

Olkoon parametrilla b erds arvo (jota emme tiedd). Oletetaan, ettd havaitsemme vain
yvhden datapisteen. Pidetaédn sitd satunnaismuuttujana X, joka noudattaa tasajakaumaa
valilla [0, b]. Miké on sen odotusarvo? Miké on SU-estimaattorin b(X;) odotusarvo? Onko
SU-estimaattori harhaton vai harhainen, ja jos harhainen niin mihin suuntaan?

Kokonaan toisenlainen estimaattori (joka ei ole SU-estimaattori) voidaan muodostaa seu-
raavasti. Generoivan jakauman odotusarvo on p = b/2. Jos kiiytdmme datan keskiarvoa
m(Z) estimoimaan g:ta, niin tuntuisi luontevalta, ettd 2m(Z) olisi hyva estimaattori suu-
reelle 2u = b. Maaritelldan siis uusi estimaattori

B(F) = 2m(F) % >
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Tutki onko uusi estimaattorimme b(X) harhainen vai harhaton, kun kukin havainto X;
tulee tasajakaumasta valilla [0, b]. (Vihje: Odotusarvo termeittédin.) Vaikuttaako uusi es-
timaattori jarkevalta?

(f) Laske e-kohdan mukainen estimaatti b:lle, kun data on & = (2,3,16). Onko estimaatti
mielestasi jarkeva?

Ratkaisu.

(a) Uskottavuusfunktio on L(b) = fy(z1)fp(z2) ... fo(zs), eli datapisteiden tiheyksien tulo.
Olkoon M = max{zi,...,z,} eli suurin datapisteistd. Jos M > b, niin ainakin yksi
datapisteista (nimittdin M) on vélin [0, b] ulkopuolella, joten L(b) = 0. Jos M < b, niin
kaikki n pistettd ovat vililla [0, b], tiheydet ovat kukin 1/b joten L(b) = (1/b)".

Annetussa datassa on n =5 ja M = 5.1, joten

0 kun b < 5.1
(b) = .
1/0> kun b > 5.1

Sanallinen kuvaus: Uskottavuus on nolla parametriarvoille b < 5.1 (ne ovat mahdottomia),
ja hyppéé sitten arvoon 1/5.1° kun b = 5.1. Sen jélkeen se laskee kun b kasvaa (koska
tasajakauman levetessé tiheysfunktion arvot pienenevit).

(b) Edellisen kohdan perusteella on selvai, ettd L(b) saa suurimman arvonsa pisteessi b =
M = 5.1. (Jos haluat, voit tutkia L:n derivaattaa, mutta padtelméén riittdéd jo sen huo-
maaminen, ettd 1/b" on b suhteen laskeva funktio.)

(¢) Kuten edelléd, L(b) = 0 kun b < M, ja L(b) = 1/b" kun b > M. Siis b(Z) = M =
max{zy,...,x,}. Toisin sanoen b:n SU-estimaatti on yksinkertaisesti suurin havaituista
datapisteista.

(d) Koska X on tasajakautunut vélilld [0, b], niin E(X;) = b/2. Jos n = 1 niin SU-estimaattorimme
on yksinkertaisesti b(X;) = Xj, joten E(b(X;)) = E(X;) = b/2. Estimaattorimme on pa-
hasti alaspéin harhainen, koska b/2 < b.

(e) Lasketaan uuden estimaattorimme odotusarvo.
BH(X) = F (2 ix
- i Z
Y E(X)
i=1

b

-”’L.

3o 3o
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Estimaattori on siis harhaton, mikd on mukavaa. Ainakin tdssd mielessd estimaattori
tuntuu jarkevalta.

Téllaista estimaattoria kutsutaan momenttiestimaattoriksi. Ideana on, ettd ensin estimoidaan
joitakin tuntemattoman jakauman ns. momentteja (tdssd vain ns. ensimméinen momentti eli
odotusarvo). Sitten wvalitaan se jakaumaperheen (téssd tasajakaumien) jésen, jolla on kyseiset
momentit.

(f) b(2,3,16) = 2(2+3+16) = 14. Estimaatin arvo on mahdoton, koska se on pienempi kuin
erdis havaituista datapisteistd! Emme ole mitenkdén voineet saada pistettd 16 vilin [0, 14]
tasajakaumasta.

Téssd ja edellisessid tehtéviissd havaittiin, ettd tasajakauman (diskreetin tai jatkuvan) péé-
tepisteen estimoiminen ei vaikuta aivan helpolta tehtaviltd. Ensimméinen yrityksemme (SU-
estimaattori) on alaspéin harhainen, mutta ei ainakaan anna mahdottomia arvoja. Toinen yri-
tyksemme (momenttiestimaattori) on harhaton, mutta voi antaa mahdottomia arvoja. Tdhén
on kylla olemassa ratkaisuja (ks. esim. Rossin kirjan Example 7.7c, ja Wikipedia: German tank
problem). Erés helpohko ratkaisu olisi ottaa SU-estimaattori ja korjata sitd ylospéin sopivalla
kertoimella, niin ettd harha poistuu!

4B4 (Geometrisen jakauman sovittaminen) Satunnaismuuttujalla X on geometrinen jakauma
parametrilla p, tiheysfunktiolla

p(1 —p)*, xr=0,1,2,...

0, muuten.

Tulkinta: X saadaan kun koetta (esim. nopanheittoa tai roskan heittdmisté roskakoriin), joka onnistuu
tn:lla p, toistetaan kunnes koe onnistuu, ja lasketaan sitd edeltédneiden epdonnistumisten lukumaéré.
Yhdesta téllaisesta koesarjasta siis tulee tulokseksi vain ykst satunnaisluku, ja silli on geometrinen
jakauma.

Téastd jakaumasta on havaittu riippumattomasti datapisteet z; = 5, o = 2 ja 23 = 0.
Maaritd suurimman uskottavuuden estimaatti jakauman parametrille p.

Toistokoetulkinta: Roskakoriin on heitetty kolme roskaa, kukin omana sarjanaan. Ensimmainen ros-
ka saatiin koriin x1:114 hukkaheitolla (ja yhdelld onnistuneella). Toiseen roskaan meni x5 hukkaheittoa
ja kolmanteen x3 hukkaheittoa. Emme tarkastele yksittaisia heittoja, vaan satunnaismuuttujia X “en-
simmaéisen sarjan hukkaheittojen méard”, ja Xo, X3 vastaavasti. N&ma kolme lukua ovat geometrisesti
jakautuneita. Parametri p kuvaa, milla todennédkoisyydelld kukin yksittdinen heitto onnistuu.

Vihje. Muodosta ensin uskottavuusfunktio. Seuraavaksi kannattaa ehké ottaa logaritmi, jotta mak-
simoiminen on helpompaa (voit kylld yrittdéd ilmankin). Jos et muista, miten logaritmia ja yhdistettya
funktiota derivoidaan, palauta mieleen.
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Ratkaisu. Uskottavuusfunktio on
L(p) = fp(5) ) fp(Q) ) fp(o)
=p(1—p)°-p(1—p)*-p(1—p)°
- p3(1 - p)7a
ja sen logaritmi on
l(p) = logL(p) = 3logp+ Tlog(l — p).

Logaritmin derivaatta on

3 7
lp) = - — ——
(p) PR
Kyseinen derivaatta on nolla, kun
3 7
- = — ei  p = 3/10.
p l-p

Ylldoleva arvo on logaritmisen uskottavuusfunktion maksimi, silld toinen derivaatta ¢’(p) =
—%—ﬁ < 0 kaikilla p > 0. Koska logaritmi séilyttaa jarjestyksen (= mitd suurempi on luku,
sitd suurempi on sen logaritmikin), niin ylldoleva p on my6s varsinaisen uskottavuusfunktion
maksimi. Parametrin p suurimman uskottavuuden estimaatti on siis 3/10.

Saatu arvo sopii sikdlikin arkijarkeen, ettd jos kolmessa heittosarjassa tehtiin yhteensda 5+240=7
hukkaheittoa ja 1 + 1 + 1 = 3 onnistunutta heittoa, niin heittdja onnistui kolme kertaa kymmenesta
heitosta.
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