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6A Bayes-paattely II

Tehtéviin kannattaa valmistautua tutustumalla luentoihin 5A ja 5B.

Tuntitehtavat

6A1 (Ennustejakauma) Erés kolikko tuottaa kruunia (merkitddn 1:114) tuntemattomalla tn:11a ©,
ja klaavoja (0) tn:lld 1 — ©, joka heitolla riippumattomasti. ©:n priori on tasajakauma valilla

0,1].

(a) Jos parametrilla on tietty arvo © = 6, miké on silloin todenndkéisyys, ettd 10:114 perdk-
kéiselld heitolla kaikki tulokset ovat kruunia?

(b) Priorijakauman perusteella (ts. ennen yhtdén havaintoa), mikd on todenndkdisyys ettd
ensimmaiset 10 heittotulosta ovat kruunia? Ohje: Jos tulosjonoa merkitaén vektorilla Z,
niin osituskaavan perusteella

f(Z) = /0 fx10(T10) fo(6) do.

Toinen integraalin sisélla olevista suureista on jo laskettu a-kohdassa ja toinen on priori.
Integraali pitdé vield laskea.

(c) Kolikkoa on heitetty 20 kertaa ja kaikki tulokset olivat kruunia. Miké on nyt parametrin
© posteriorijakauma? (Voit joko laskea posterioritiheyden, tai paitellda jakauman nimen
ja parametrit luentojen perusteella.)

(d) C-kohdan havaintojen perusteella, mikéd on todenndkdisyys sille, ettd seuraavat 10 heit-
totulosta ovat kaikki kruunia? Ohje: Kéyté jélleen osituskaavaa, mutta talld kertaa kiyta
©:n posteriorijakaumaa priorin sijasta (ks. luento 5B).

(e) Vertaa b- ja d-kohtien numeerisia tuloksia seuraavaan asetelmaan: reiluksi tiedettyd kolik-
koa (6 = 0.5) heitetddn 10 kertaa ja kysytdén todenndkoisyytta saada 10 kruunaa. Koeta
selittdd naiden kolmen luvun suuruusjérjestys arkijarjella.

Ratkaisu.
(a) 0.

(b) Olkoon X heittotuloksia kuvaava satunnaisvektori ja 1 vektori, jossa on kymmenen yk-
kosta.

fo(D) = / Feo(L10)fol6)d6

1
:/ 6% .1 do
0
1

= — =~ 0.091.
11
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(c) Olkoon X ensimmiisii 20 tulosta kuvaava satunnaisvektori ja I vektori, jossa on 20
ykkosta. Talloin ©:n normalisoimaton posterioritiheys on priori kertaa uskottavuus eli
1-6%° kun 0 < 0 < 1, ja kun se normalisoidaan, saadaan posteriori

oy (01T = 2167,
Toisin sanoen ©:m posteriorijakauma on Beta(21,1).

(d) Olkoot ensimmaéiset 20 heittoa X ja seuraavat 10 heittoa Y. Molemmissa tapauksissa
merkitsemme “kaikki ykkosid -tulosta vektorilla 1. Osituskaavan nojalla

1
Fe017) = / Firo(T10)for(01T) do

1
—/ 610 . 216%° do

0

1
:21/ 6% de
0

21
T 0.677.

(¢) Reiluksi tiedetylld kolikolla kymmenen kruunan tn on (3)'° = 155 &~ 0.001.

Selitys arkijarjella:
e Reiluksi tiedetylla kolikolla on aika epatodennékoista saada pelkkia kruunia 10 ker-
taa.

e B-kohdassa priorijakauman mukaan oli kohtuullisen mahdollista, etté kolikko on pal-
jonkin kruunapainoinen, esim. oli 10%:n todennékoisyys sille, ettd © > 0.90. Siten
10 kruunan saaminen ei olisi kovinkaan yllattavaa.

e D-kohdassa on jo saatu havainnoista lisdtukea sille, ettd kolikko olisi kruunapainoi-
nen (O suuri), joten on luonnollista ettd 10 kruunan tn on nyt entistékin suurempi.
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6A2 (Eksponenttijakauman Bayes-péaattely) Jos jatkuvalla satunnaismuuttujalla A on tiheys

c A e kun A >0,
|

0 muuten,

sanomme ettd A:lla on gammajakauma parametrein a > 0 ja § > 0. Tatd merkitdan
A ~ Gam(a, B). (Jos a = 1, saadaan ennestéddn tuttu eksponenttijakauma.) Tiheydessi c
on normalisointivakio, joka saa aikaan ettd fooo f(A) = 1. Normalisointivakion arvo voidaan
(jos a on kokonaisluku) laskea kaavalla ¢ = 5%/(a — 1)!, missi ! tarkoittaa kertomaa. Lisdksi
tiedetédén, ettd jos A ~ Gam(c, §), niin E(A) = o/f.

(a) Erditd alkeishiukkasia hajoaa satunnaisin vélein riippumattomasti tuntemattomalla taa-
juusparametrilla A (hajoamista sekunnissa). Parametrille oletetaan priorijakauma A ~
Gam(2, 10). Kirjoita priorin tiheysfunktio. Laske A odotusarvo. (Y14 annetuilla kaa-
voilla selviét ilman integroimista.)

(b) Olkoon X; (i = 1,2,...) viliaika imnen ja (i + 1):nnen hajoamisen vélilla. Jos taajuus-
parametrilla on arvo A = A, niin X;:ll& on eksponenttijakauma taajuusparametrilla A,
tiheydella

in|A(xi | )‘) = )‘G_Awi7

kun x; > 0. Laske A-parametrin normalisoimaton posterioritiheys
Sa(A) Fria(Z[A),

kun on havaittu kolme hajoamisten véliaikaa (sekunteina) ¥ = (21, x2, x3) = (3.0,12.2,16.1).
Ohje: Koska kolme viliaikaa ovat riippumattomat, f(Z|\) = f(z1|A) f(za|A) f(xs]| ).
Sievenna lauseke mahdollisimman yksinkertaiseksi.

(c) Tarkastele edellé laskettua normalisoimatonta posterioria. Etsi posteriorimoodi eli poste-
rioritiheyden maksimikohta. (Vihje: Logaritmista ja derivoimisesta voi olla apua. Norma-
lisointivakion arvoa ei tarvitse ratkaista.)

(d) Ratkaisemasi posterioritiheyden pitéisi itse asiassa olla erdén gammajakauman tiheys-
funktio (&la valité tdssé normalisointivakiosta). Mikd gammajakauma on kyseessa? Vihje:
Katso A:n ja e:n eksponentteja.

(e) Nyt kun tunnet A:n posteriorijakauman nimen ja parametrit, laske sen odotusarvo (taas-
kin helposti edelld annetulla kaavalla).

(f) (Vapaaehtoinen lisétehtévi, edellyttéad tietokonetta.) Gam(a, 3)-jakauman ¢-kvantiilin voi
laskea R-komennolla qgamma(q, alpha, beta). Etsi A-parametrille posteriorijakauman
mukainen 95% uskottavuusvali.
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Ratkaisu.

(a) Sijoittamalla annettuun kaavaan o = 2 ja 8 = 10 saadaan tiheys
f(N) =100 X e

kun A > 0. Annetun kaavan mukaisesti jakauman Gam(2,10) odotusarvo on 2/10 =
0.2. Jos A:mn arvo on ldhelld odotusarvoa, niin arvioimme silloin hiukkasia hajoavan osapuilleen
taajuudella 0.2 hajoamista sekunnissa, eli yksi hajoamimen 5 sekunnissa.

(b) Priorin ja uskottavuuden tulo on

100 X 7102 e A2t \emAe2 \emAT3

:100 )\4 67)\ (104z1+x2+23)

=100 )\4 6—)\ (10+3.04+12.2+16.1)
=100 A* e M2
kun A > 0.

(¢) Normalisoimattoman posteriorin logaritmi on
log(100) + 4log(A) — 41.3A,

sen derivaatta on

4/)—413

ja derivaatan ainoa nollakohta on
A =4/41.3 ~ 0.097.

Tamaé on siis A-parametrin posteriorimoodi.

(d) Tiheysfunktio on muotoa
o \d A3

Vihjeen mukaisesti, ja vertaamalla gammajakauman tiheysfunktioon, huomataan, etta
A:n eksponentti on o — 1 = 4, joten o = 5. Vastaavasti e:n eksponentti on —SA = —41.3),
joten B = 41.3. Kyseessi on siis jakauma Gam(5,41.3).

(e) Kéyttéden annettua odotusarvon kaavaa, posteriorijakauman Gam(5,41.3) odotusarvo on
5/41.3 ~ 0.121.

(f) Lasketaan vélin péétepisteet R-komennoilla as qgamma (0.025, 5, 41.3) jaqgamma(0.975,
5, 41.3). Uskottavuusviliksi saadaan [0.039, 0.248].

Kolmen havainnon jalkeen olemme 95% varmoja siita, ettd hiukkasten hajoamistaajuus on vélilla
[0.039,0.248] (hajoamista sekunnissa). Vrt. harjoitustehtévian 5A4.
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Kotitehtavat

6A3 (DNA-malli) Thmisen DNA:ta voidaan pit#i merkkijonona, jossa on 3-10? kirjainta, kukin
aakkostosta A, C, G, T. Merkkijonon pituudesta vain noin 1.5% on eksoneja (proteiinia koodaa-
via alueita eli suoria rakennusohjeita proteiinien rakentamiseen aminohappoja ketjuttamalla).
Eksonien ulkopuolisilla DNA:n osilla on muita tehtavia.

Erdén tutkimuksen mukaan eksoneissa kirjaimia esiintyy osuuksin (0.16,0.30,0.32,0.22), ja
muualla DNA:ssa osuuksin (0.25,0.25,0.25,0.25). Kdytdmme yksinkertaista stokastista mallia,
jonka mukaan kukin kirjain on satunnainen em. todennédkéisyyksin, riippuen vain siitd kum-
manlaisessa alueessa merkkijonoa ollaan.

Tutkimme merkkijonossa erdstéd satunnaisesti valittua paikkaa ¢. Sitd, kuuluuko kyseinen
paikka eksoniin vai ei, merkitsemme tuntemattomalla parametrilla © (© = 1 jos eksonissa,
© = 0 jos ei). Tutkimme paikan ¢ ympériltd 100 perdkkaistd kirjainta, ja havaitsemme siind
eraén jonon AACTG. .. TGA, jossa kirjaimia ACGT on lukuméérat 14, 30, 36 ja 20. Oletamme
yksinkertaisuuden vuoksi, etta koko tutkimamme 100-merkkinen jono on joko kokonaan eksonia
tai kokonaan eksonien ulkopuolella.

(a) Miké on parametrin © priorijakauma, kun kdytetaéin vain tietoa, ettd paikka DNA-jonossa
valittiin satunnaisesti, mutta ei katsota jonon sisaltoa?

(b) Jos ©® = 0, miké on todenndkéisyys havaita juuri se 100 kirjaimen jono, jonka havaitsim-
me? Vihje. Ajattele luennon 5B jéirjestettyji jonoja, niin et tarvitse multinomikertoimia. Laske
jonon todennikdisyys ainakin kolmella merkitsevilld numerolla. Al4 himmenny siité, ettd jonon
tn on aika pieni.

(¢) Jos © = 1, mikd on todennidkoisyys havaita juuri se 100 kirjaimen jono, jonka havaitsim-
me?

(d) Laske ©:n posteriorijakauma ja selitd sanallisesti, mité se tarkoittaa. (Huomaa, ettd © on
diskreetti parametri, sen mahdolliset arvot ovat 0 ja 1.)

Taméa on erittdin yksinkertaistettu malli DNA:n rakenteesta, ja luvut ovat osittain keksittyja.
Taméntapaisilla malleilla on kuitenkin todella etsitty DNA:sta eksonikohtia.

Arviointiohje. 0.5 p per kohta.

Ratkaisu.

(a) P(© =0) =0.985 and P(© = 1) = 0.015. Koska eksonien osuus DNA-jonon pituudesta
on 1.5%, taméa on myos tn, ettd satunnaisesti valittu kohta kuuluu eksoniin.

(b) Olkoon X = (X1, X, ..., Xq00), missd X; € {A,C,G,T}. Huomaa, ettd kirjaimet A,
C, G, T ovat X;:n mahdolliset arvot. (Jos tuntuu luontevammalta, voit ajatella niité
kokonaislukuina 1,2, 3,4.)

Todennékoisyys havaita juuri tdmé jono & eksonien ulkopuolella on

frie(#]0) = 0.25'-0.25% - 0.25% - 0.25% = 0.25'" ~ 6.22 - 107°".
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fxi0(Z[1) = 0.16" - 0.30% - 0.32°° - 0.22° ~ 1.60 - 10",

(d) Koska ©:1la on vain kaksi mahdollista arvoa, padttely on kidtevad esittda taulukkona.

priori uskottavuus posteriori
0 S tulo .
f(0) f(Z10) f(0]7)
0 0.985 6.22 - 1076 6.13-1076¢ 0.203
1 0.015 1.60 - 10758 2.41-107% 0.797
> 1.000 3.02 - 10790 1.000

Posteriorijakauma kertoo, etta paikka, jota tarkastelemme, kuuluu noin 80% todennakoi-

syydelld eksoniin.
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6A4 (Kolikon ravistelu) Professori Abel on rakentanut kolikonheittokoneen. Aluksi kolikko
asetetaan juomalasin pohjalle klaavapuoli ylospéin (0). Kone ravistaa lasia vahén aikaa, minka
jalkeen tutkitaan onko kolikossa klaava (0) vai kruuna (1) ylospéin. Ravistelua toistetaan ja
nédin saadaan jono satunnaislukuja Xi, Xs, X3,..., missd X; € {0,1} on kolikon asento i:n
ravistelun jalkeen. Alkutila Xy = 0 on tunnettu.

Ravistelu tehtiin 50 kertaa ja néin saatiin jono

T = (x1,29,...,25) = (01111110000000011111110011111001111100000000000000)

(Merkinté tarkoittaa 50:n numeron jonoa, vaikka siiné ei ole pilkkuja vélissé.)

Fysikaalisen ymmarryksemme mukaan arvioimme, ettd jokaisessa ravistelussa kolikko kddn-
tyy eradlla tn:lla 0 ja ei kadnny tn:lla 1—0, riippumatta asennosta ennen ravistelua ja aiemmista
tapahtumista. Merkitsemme K; = 1 jos kolikko kdantyy i:nnessa ravistelussa ja K; = 0 jos ei
kaanny.

(a) Katso havaittua jonoa Z. Vaikuttaako se mielestési reilun kolikon heittotulosten jonolta
(jossa kukin heittotulos on aiemmista riippumaton)?

(b) Huomaamme, ettd kokeen aikana kolikko kééntyi 8 kertaa. Pidetddn kddntymistodenné-
koisyyttd tuntemattomana parametrina ©, jolla on tasapriori valilla [0, 1]. Maaritd ©:n
posteriorijakauma ja jokin haluamasi piste-estimaatti sille (esimerkiksi moodi tai odo-
tusarvo).

Vihje. Ajattele kidntymistd kuvaavien indikaattorien K; jonoa. Mika jakauma niilld on? Millainen
havainto saatiin? Muista, ettd binaarimallin parametrin posteriori on erés beetajakauma. Voit
liséksi kiyttad tietoa, ettd jakauman Beta(a, b) odotusarvo on a/(a + b) (vrt. luento 5B).

(c) Méérita O:1le 95% uskottavuusvili, ts. sellainen vili, ettd © on kyseiselld vélilla 95% to-
denn#koisyydelld (havainnoista lasketun posteriorijakauman perusteella). Vihje: Kannat-
taa kiyttaa tietokonetta. Esim. R-komento gbeta(q, a, b) antaa Beta(a,b)-jakauman
g-kvantiilin.

(d) Professori Abel huomaa, ettd kone tuotti 23 kertaa kruunan ja 27 kertaa klaavan. T&-
mén perusteella hén pitdd konettaan menestyksend ja vaittdd kokeen osoittavan, etté
kone tuottaa kruunia ja klaavoja yhté todennékoisesti, tdysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta. Pohdi mitd mielté olet Abelin jéarkeilysté.

(e) Oletetaan, ettd hyvin pitkdn koesarjan jélkeen olemme péétyneet siihen, ettd 6 = 0.17
hyvin suurella tarkkuudella. Laske todennékoisyys sille, ettd kun kolikkoa ravistetaan
kymmenen kertaa, niin se padtyy samaan asentoon kuin ennen ravisteluja. Ilmoita tu-
los neljalld desimaalilla. Vihje: Mieti kdantymisten lukumédrida ravistelusarjassa. Mita
tapahtuu, jos lukumééra on parillinen?

Arviointiohje. 0.4 pistettd per kohta, pyoristetdén ylospéin (ts. kolme kohtaa riittdd 2 pistee-
seen). B-kohdassa riittéé, etté l6ydettiin beetajakauma suunnilleen oikein parametrein, ja joku
piste-estimaatti. D-kohdassa pisteet saa mielekkdésté pohdinnasta, esim. sen toteamisesta, etté
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perakkaiset tulokset eivat vaikuta riippumattomilta. E-kohdassa pisteet oikeasta numeerisesta
tuloksesta.

Ratkaisu.

(a)

(b)

Ei vaikuta. Kolikko vaikuttaa pysyvén usein pitkdn aikaa samassa asennossa. (Jos heitet-
taisiin reilua kolikkoa riippumattomasti, niin joka heitolla pitaisi olla 50% todennéakoisyys
saada eri tulos kuin edelliselld heitolla. Nyt kolikko ei nédyttéisi kddntyvén néin usein.)

©:n priori on tasajakauma eli f(0) = 1.

Kadntymiset noudattavat binaarimallia, silla joka ravistelukerralla on sama tn 6 kolikon
kiddntymiselle (ja 1 —6 kiddntyméatta jaamiselle), alemmista tapahtumista riippumattomas-
ti. Siten uskottavuus 8 kidntymisen ja 42 kifintyméttd jadmisen jonolle on 63(1 — 6)*2.
Normalisoimaton posteriori on 1 - 6%(1 — §)*?. Voisimme normalisoida sen integroimalla,
mutta vihjeen mukaisesti kiiytdmme tietoa, etté kyseessd on jakauma Beta(9,43).

Eraét piste-estimaatit ovat

e posteriorin odotusarvo = ﬁ ~ 0.173, kdayttéden vihjettd beetajakauman odotusar-
vosta.
e posteriorin moodi = % = 0.160, jonka voi laskea etsimalla posteriorin logaritmin

derivaatan nollakohdan.

R-komennoilla gbeta(0.025, 9, 43) ja gbeta(0.975, 9, 43) saamme halutunlaisen
véilin paatepisteet. Véli on [0.084, 0.286].

On totta, ettd jokainen koneen tuottama tulos on satunnainen (erééstd jakaumasta),
mutta tulokset ovat vahvasti toisistaan ritppuvia. Edellisessi kohdassa saimme estimoitua,
ettd kiddntymistodenndkoisyyttd kuvaava parametri © on luultavasti valilla [0.084,0.286], eli
paljon alle puolikkaan. — Pitkéan péalle kone kylla tuottaa noin puolet kruunia ja puolet klaavoja,
mutta ne esiintyvat pitkind kruunajonoina ja klaavajonoina.

Jotta kolikko on samassa asennossa kuin ennen ravisteluja, sen on pitanyt kdantyé parilli-
nen méaéara kertoja (0, 2, 4, 6, 8 tai 10). Koska kiidntymiset ovat kussakin ravistelussa riip-
pumattomia, kidntymisten méaédrd on binomijakautunut parametrein n = 10 ja 0 = 0.17.
Yhteenlaskukaavan perusteella tn, ettd kidntymisten méara on parillinen, on

b(0) + b(2) + b(4) + b(6) + b(8) + b(10) ~ 0.5078,

missa b(k) = (113)0.17’“0.8310_’“ on em. binomijakauman tiheys pisteessa k. Helppo tapa
tdmén laskemiseen on R-komento
sum(dbinom(c(0,2,4,6,8,10), 10, 0.17))

Professori Abel oli osittain oikeassa tésséd mielessd: Koneella saadaan aikaan kohtuullisen riip-
pumattomia ravistelutuloksia, kunhan tarkastellaan tuloksia riittdvin monen ravistelun vélein.
Esim. 10 ravistelun vélein tarkastelemalla saadaan jono Xig, Xo0, X30, ..., jossa seuraava tulos
on lahes riippumaton edellisesté, silla kolikko kidantyy 10 ravistelussa suurin piirtein todennakdoi-
syydelld 1/2.
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Téllainen riippuvan havaintojonon ohentaminen on osa moderneja Markov Chain Monte Carlo
-menetelmia (MCMC), joilla pystytddn tutkimaan varsin monimutkaisiakin posteriorijakaumia.
Namé ovat tdmén johdantokurssin ulkopuolella.
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