El VAADITA: Luentojen pohjalta merkint6ja ja johdatusta Nyquistin (Nyqvistin)
stabiilisuuslauseeseen
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Luupinsiirtofunktio (avoimen jarjestelman siirtofunktio) on L. Huom. Jos takaisinkytkentdhaarassa
olisi dynamiikkaa, esim. H(s), niin silloin L(s)=G.(s)G(s)H(s). Mutta: suljettu systeemi on tall6in
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G,(s)= 1+ G, ()G(S)H(S) H(s) 1+L(s)

Suljetun systeemin karakteristinen yhtalo saadaan aina yhtalosta 1+L(s)=0. Olkoon L:n osoittaja- ja
nimittdjapolynomit n ja d. Karakteristinen polynomi on d+n, joka maarittda samalla
SIIRTOFUNKTION 1+L(s) nollat. Navat ovat puolestaan polynomin d nollakohdat eli
luupinsiirtofunktion L navat samalla. Tata tarvitaan my6hemmin.

Tarkastellaan sitten kuvausta, jossa meilld of kompleksimuuttujan funktio F(s), jossa S=o + j®

kulkee kompleksitasossa suljetun polun. Tutkitaan, minka polun F(s) kulkee. Funktiolle F(s) ei tassa
vaiheessa anneta mitdan saatoteknisia tulkintoja.

Katso seuraavaa kuvaa:

Kun s-tasossa kierretdan suorakaiteen muotoinen polku, F(s) kiertdd samanmuotoisen polun, jossa
kierretyn suorakaiteen sivujen pituudet yleensa poikkeavat s-tason polusta. Kyseessa on kuitenkin
suljettu kayra.

Toisessa esimerkissa F(s)=s/(s+2), ja nyt F-tason suljettu kdyra on jo erimuotoinen.
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Cauchyn teoreema (”Argumentin periaate”, "Principle of Argument”): Patee
N=z-P

jossa P ja Z ovat s-tason polun sisdadn jaavat funktion F navat ja nollat. N kertoo, kuinka monta
kertaa vastaava F(s)-kayra kiertda origon myo6tapaivaan.

Esimerkki: Katso ylla olevaa kuvaa. s-polku kiertda funktion F nollan, mutta ei napaa pisteessa -2.
Talloin N=Z-P=1-0=1. Oikealla oleva F-kdyra nadyttaa, etta origo todella kierretdaan yhden kerran
myotdpaivaan. Jos s-tason kayrda laajennettaisiin siten, ettd myos napa pisteessa -2 kierrettaisiin,
olisi N=2-P=1-1=0, ja F-kdyra muuttuisi siten, etta origoa ei kierrettaisi ollenkaan.

Katsotaan seuravaksi, miten tuo Argumentin periaate voidaan perustella, ja miten teoriaa sitten
sovelletaan saatotekniikassa stabiilisuuden tutkimiseen. Katso seraavaa kuvaa.
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[1(s+z,
Olkoon funktio F muotoa F(s) = K HE '; , jossa nollat ovat -z; ja navat -p; . Tarkastellaan
S+,

kompleksitasossa mielivaltaista pistetta s (kuva ylhaalla oikealla). Vektorilaskennan mukaan
nahdaan, ettd vektori pisteesta -z; pisteeseen s on todella s+z;

. Sama tietysti patee napojen
tapauksessa.
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Vasemmanpuoleisessa kuvassa (s-taso) on tapaus, jossa F:lld on yksi nolla ja yksi napa. s-tasossa
kierretdan tuo nolla (kierto 1. kvadrantissa). Mika on vektorin s+p1 kulman kokonaismuutos kierron
aikana? Napa ei ole kiertdvan kadyran sisalla, ja on aika helposti paateltavissa, etta vektorin kulman
kokonaismuutos kierron aikana on 0. Tama patee kaikkiin nolliin ja napoihin, jotka ovat kiertdvan
kayran ulkopuolella.

Mutta entdpa sitten tuo nolla -z; , joka jaa s-tasossa kiertdvan suljetun kdyran sisdan? Yhta helposti
kuin edelld ndhd&an, ettd kulman kokonaismuutos on 360 astetta eli 277 . Tdma patee kaikille
nollille ja navoille kiertdvan kayran sisalla.
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vaiheiden summa miinus napojen vaiheiden summa. Kompleksitasossa s kierretdan kaikki nollat ja
navat. Olkoon napoja N kpl. ja nollia Z kpl. Argumentin periaatteen mukaan saadaan (kulmien
nettomuutosten perusteella) 27N =277 —27P eli N=2Z—P . Elisanoin: Kun s-tasossa
kierretaan kaikki funktion F navat ja nollat, niin F-tasossa kayra kiertaa origon N kertaa
mydotapadivaan.

Nyt ajatellaan uudestaan funktiota F(s) = K . Sen vaihe pisteessa s on siis nollien
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karakteristisen polynomin nollat, jotka maaraavat suljetun systeemi stabiilisuuden. Ollaan siis
kiinnostuneita siirtofunktion F(s)=1+L(s) oikean puolitason navoista ja nollista, vaikka niita ei
tiedettdisikdan. Kierretdan s-tasossa oikea puolitaso darettomalla puoliympyralld, ns. Nyqvistin
polkua (Nyquist path) pitkin (katso kuva). Piirretdan Nyquistin diagrammi funktiosta F=1+L(s).
Sovelletaan argumentin periaatetta muodossa

Vasta nyt otetaan siitétekninen tulkinta. Merkitdan 1+L(s)=F(s) =K . Nollat ovat

Z=N+P

P on funktion F=1+L oikeassa puolitasossa sijaitsevien napojen lukumaara. Mutta se on itse asiassa
sama kuin luupinsiirtofunktion L oikeassa puolitasossa olevien napojen lukumaars, eli se tiedetdan
(tastd mainittiin aikaisemmin). N kertoo, kuinka monta kertaa kdyra F=1+L (Nyqvistin diagrammi)
kiertaa origon myotapaivaan. Se katsotaan diagrammista. Sitten voidaan kaavasta laskea Z, eli
funktion F=1+L oikeassa puolitasossa olevien nollien lukumaara. Kyseessa ovat karakteristisen
polynomin nollat, jotka maaraavat stabiilisuuden.

Huom. 1. Edella piirrettiin Nykvistin diagrammi funktiosta F(s)=1+L(s). Mutta tarkastelemalla
funktiota Fi(s)=F(s)-1=L(s) ndhdaan, ettd mikdan oleellinen ei muutu; ainoastaan kierron kannalta
kriittinen piste origo siirtyy pisteeseen (-1,0). Diagrammi piirretdan siis yleensa funktiosta L(s), mika
on helpompaa, ja kierron kannalta kriittinen piste on (-1,0).

Huom. 2. Nyqvistin diagrammin piirtdminen on kuitenkin haastavaa. Jos esimerkiksi Nykvistin
polulla on L:n napoja (origossa, imaginaariakselilla), ne johtaisivat darettémaan lukuun kyseisella
taajuudella. Nama kohdat on kierrettava pienelld epsilon (hyvin pieni)-sateiselld puoliympyralla

(oikeaan puolitasoon péain). Esimerkki: L = . Origossa Nyqvistin polulla on singulaaripiste.

s(s+1)
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Tama kierretaan pienelld puoliympyralla. Saadaan lim L(s) =lim — = lim Ze™. Kun polku
s—0 s—0 &e 50 €

kiertaa kulmassa ¢ : -1/2 ->r/2, tdma vastaa Nyqvistin diagrammissa kiertoa darettomyydessa

kulmasta /2 kulmaan -1t/2, katso kuva.



My®os singulaaripisteet ja ddretdn-kierto puoliympyralld asettavat joskus haasteita Nyqvistin
diagrammin piirtamisessa. Kaava Z=N+P edellyttaa aina, ettd kayra piirretaan ja tulkitaan oikein.
Esimerkiksi sellaista tilannetta, etta Z olisi negatiivinen, ei voi tulla. Jos nain kuitenkin kay, on tehty
jokin virhe.

2.

LT S(s+: )

Ly © i




